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Исследование направлено на определение формы свободной поверхности
идеальной жидкости, колеблющейся под действием переменного наружного
давления в прямоугольном сосуде. Решение задачи проведено в плоской по-
становке аналитическим путем. Для определения формы свободной поверх-
ности решалось уравнение Лапласа для потенциала скорости идеальной
жидкости методом разделения переменных. Полученные результаты срав-
нивались с имеющимися в настоящее время решениями подобных задач.
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В настоящее время в практических целях возникает задача о движении жидко-
сти в сосуде (например, колебание топлива в баке автомобиля или ракеты, движе-
ние жидкости в автомобильной или железнодорожной цистерне и т.д.). Во многих
случаях жидкость можно считать идеальной. Решение задачи о движении идеаль-
ной жидкости в сосуде при наличии свободной поверхности является важной тех-
нической задачей.

Задача о малых колебаниях идеальной жидкости в ограниченном объеме со
свободной поверхностью под действием силы тяжести многократно рассматрива-
лась в различных работах. Основные результаты аналитических решений этой за-
дачи приведены в работах [1–8]. Есть и иностранные работы по этой теме, напри-
мер [9–11]. Следует, однако, отметить, что во всех перечисленных работах рас-
сматриваются только свободные колебания жидкости; кроме того, практически во
всех перечисленных работах ограничиваются только определением частот коле-
баний и не приводят динамику изменения формы свободной поверхности. Появ-
ление современных компьютеров позволило снять этот недостаток. Сейчас можно
аналитически решать задачи на определение формы свободной поверхности и
пользоваться вычислительными средствами для реализации полученных резуль-
татов. Также кроме свободных колебаний оказалось возможным рассматривать
вынужденные колебания идеальной жидкости.

В данной работе рассматривается один из возможных случаев движения идеаль-
ной жидкости – колебательное движение под действием переменного наружного
давления и силы тяжести. Задача решается аналитически в линейном приближении.

Математическая постановка задачи

Рассмотрим происходящее под действием сил тяжести и переменного наруж-
ного давления волновое движение однородной несжимаемой идеальной жидко-
сти, ограниченной снизу и с боков некоторыми неподвижными поверхностями, а
сверху свободной поверхностью. Целью работы является определение формы
свободной поверхности жидкости в любой момент времени. Движение жидкости



Аналитическое решение задачи о малых вынужденных колебаниях идеальной жидкости 71

начинается тогда, когда имеет место некоторое возмущение жидкости. Пусть воз-
мущение жидкости обусловливается причинами, действующими исключительно
на ее свободную поверхность. Движение идеальной несжимаемой жидкости в
плоском случае описывается уравнениями Эйлера (см. [12]):
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где vx,и vy – проекции вектора скорости жидкости на оси декартовой системы ко-
ординат; X и Y – проекции внешних сил на оси Ох, Оу соответственно; Р – давле-
ние, ρ – плотность, t – время.

В силу потенциальности движения идеальной жидкости можно ввести потен-
циал скорости жидкости u, для которого v u= ∇

G . Тогда вместо уравнений Эйлера
для описания движения жидкости можно использовать уравнение Лапласа для по-
тенциала u:
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Граничными условиями для него являются:
- на твердой стенке – условие непротекания:
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 (n – направление нормали к границе);

- на свободной поверхности – интеграл Коши – Лагранжа:
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где П – потенциал внешних сил, действующих на жидкость, f(t) – произвольная
функция времени.

Рассмотрим движение идеальной
жидкости в прямоугольном сосуде
шириной a и высотой h (см. рис. 1)

Движение жидкости будет опреде-
ляться путем решения уравнение Лап-
ласа (1) для потенциала скорости в
области, занятой жидкостью внутри
сосуда. Граничными условиями для
него являются:
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Рис. 1. Расчетная область задачи
Fig. 1. Computational domain of the problem
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На свободной поверхности в качестве граничного условия ставится интеграл
Коши – Лагранжа со следующими дополнениями. Единственной массовой силой,
действующей на жидкость, является сила тяжести. Если ввести величину z – от-
клонение точки свободной поверхности от равновесного положения (соответст-
вующая координата представлена на рис. 1), то потенциал силы тяжести, дейст-
вующей на единицу массы, определяется формулой П = gz.

При решении поставленной задачи предполагается, что отклонение свободной
поверхности жидкости от положения равновесия настолько мало, что область, за-
нятая жидкостью, сохраняет прямоугольную форму. Из-за этого в формуле можно
пренебречь квадратами скоростей. Cчитается, что давление над поверхностью
жидкости P является некоторой функцией времени t и координаты х. Произволь-
ную функцию f (t) можно сделать равной 0. Поэтому граничное условие на сво-
бодной поверхности примет следующий вид:

( , ) 0u P x t gz
t

∂
+ + =

∂ ρ
. (2)

В качестве начальных условий задачи задаются начальная форма свободной
поверхности и начальная скорость точек свободной поверхности. Начальная фор-
ма свободной поверхности в рассматриваемой задаче считается равновесной, т.е.

z(0,x) = 0.
Начальная скорость точек свободной поверхности жидкости считается равной

нулю, т.е.
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Memoд решения

Уравнение Лапласа (1) решается методом разделения переменных (см. [13]),
согласно которому потенциал вектора скорости представляется в виде следующе-
го произведения:

( ) ( ) ( )u T t X x Y y= ,

где T(t) – функция, зависящая только от времени, X(x) – функция, зависящая толь-
ко от координаты х, Y(y) – функция, зависящая только от координаты у.

После подстановки этого произведения в уравнение (1) имеем
0TX Y TXY′′ ′′+ = .

Деление этого уравнения на произведение TXY приводит его к следующему
виду:

2X Y
X Y

′′ ′′
= − = −λ ,

где λ2 – некоторое положительное число.
Из данного равенства получаются дифференциальные уравнения для опреде-

ления функций Х и Y.
Уравнение для X – задача Штурма – Лиувилля – сводится к следующему:

2 0X X′′ + λ = .
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Решение данного уравнения выглядит так:

( ) ( )cos sinX A x B x= λ + λ .

Постоянные А и В определяются из граничных условий, которые заданы на
границах Г1 и Г3. Согласно им,
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Из первого условия следует В = 0; из второго условия

n
n

a
π
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где n – целое число. Поэтому выражение для функции Х – собственная функция
задачи Штурма – Лиувилля – выглядит так:
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.

Уравнение для Y сводится к следующему:
2 0Y Y′′ − λ =

Решение данного уравнения имеет вид

( ) ( )ch shY A y B y= λ + λ .

Согласно граничному условию на границе Г2,
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Из этого условия следует В = 0. Поэтому выражение для функции Y
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.

Таким образом, для произвольно заданного натурального номера n решение
уравнения Лапласа будет выглядеть так:
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а общее решение – так:
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Для поиска функций T(t) необходимо использовать граничное условие на сво-
бодной поверхности, которое нужно продифференцировать по времени и учесть,

что y
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. Тогда выражение (2) после небольшого преобразования примет

вид
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Подстановка выражения для потенциала в это равенство и разложение в ряд
Фурье правой части по собственным функциям задачи Штурма – Лиувилля при-
водит к следующему выражению:
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a a a a a a
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После перенесения всех слагаемых в одну сторону, группировки и вынесения
общих множителей имеем
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Данная сумма будет равна нулю, когда каждая фигурная скобка будет равна
нулю. Это приводит к следующей системе уравнений для определения функций
Tn:
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a a a
π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.

Небольшое преобразование и введение новых обозначений приводят систему к
виду
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Процедура решения уравнений проводится согласно методике, приведенной в
работе [13]. Эта методика основана на том, что решение уравнения ищется в виде
суммы общего решения однородного уравнения и частного решения неоднород-
ного. Общее решение однородного уравнения соответствует свободным колеба-
ниям жидкости и рассматриваться не будет, так как начальное состояние жидко-
сти – равновесие, поэтому свободные колебания отсутствуют. Частное решение,
соответствующее вынужденным колебаниям, определяется по формуле

( ) ( ) ( )
0

t

n n nT t f t F d= − τ τ τ∫ , (4)

где fn(t) – решение соответствующего однородного уравнения при следующих на-
чальных условиях:

( ) ( )0 0; 0 1n nf f ′= = .
Для n = 0 выражение (4) приобретает вид
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а для случая n > 0 выражение (4)

( ) ( )( ) ( )
0

1 sin
t

n n n
n

T t t F d= ω − τ τ τ
ω ∫ .



Аналитическое решение задачи о малых вынужденных колебаниях идеальной жидкости 75

Вычисление полученных интегралов и подстановка их в формулу для потен-
циала (3) дает окончательный вид решения уравнения Лапласа. Опираясь на это
решение, можно получить выражение для формы свободной поверхности жидко-
сти через отклонение z от состояния равновесия. Это выражение вытекает из
формулы для граничного условия (2):

1 ( , )u P x tz
g t

∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ρ⎝ ⎠
. (5)

Результаты проверки метода

1 .  Вынужденные  к о л е б ани я  ид е а л ьной  жидко с т и
под  д ей с т ви ем  г а рмонич е с ки  мен яюще г о с я  д а в л ени я

В данной части работы рассматривается вынужденное колебание идеальной
жидкости под действием переменного наружного давления, которое описывается
выражением

( )0 0
( , ) sin sinP x t xP t

a
π⎛ ⎞= ω⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

,

где Р0 – отношение амплитудного значения наружного давления к плотности
жидкости, ω0 – частота колебаний наружного давления.

Как указано выше,
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.

Разложение в ряд Фурье по собственным функциям задачи Штурма – Лиувил-
ля дает выражения для коэффициентов Qn:

( ) ( )0 0 0
0

2 sin cos cos
a

n
x nQ t P t x dx

a a a
π π⎛ ⎛ ⎞ ⎞ ⎛ ⎞= − ω ω⎜ ⎜ ⎟ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎠ ⎝ ⎠∫ .

Окончательно формулы для коэффициентов выглядят так:
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Согласно изложенной выше методике, получаются выражения для Тn:
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b) n = 1: ( )1 0T t = ;
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c) n > 1 ( ) ( )( ) ( )
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Окончательное выражение для потенциала скорости жидкости
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Подстановка в (5) дает выражение для определения отклонения свободной по-
верхности z от состояния равновесия:

( ) ( ) ( ) ( )0 00
0 0 0 2 2

2 0

sin sin21 sin sin sin cosn n
n

n n

t tP nz P x t t G x
g a a
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∑ .

По приведенной формуле был проведен расчет формы свободной поверхности
идеальной жидкости с помощью программы Mathcad. Размеры сосуда: ширина
а = 1 м, глубина h = 1 м. Плотность жидкости было взята 1000 кг/м3. Амплитудное
значение давления 100 Па. Период колебаний вынуждающего давления составля-
ет Т0 = 2.1 с.

На рис. 2 приведена форма свободной поверхности жидкости в разные момен-
ты времени, соответствующие началу колебаний, четверти периода, трем четвер-
тям периода и первому периоду колебаний вынуждающего давления. Величина z
указана в метрах.
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–0.01

0

0.01

z

z T x(0.75 , )0

z T x(0.25 , )0

z x(0, )

z T x( , )0

Рис. 2. Форма свободной поверхности жидкости
для непрерывно меняющегося внешнего давления

Fig. 2. Shape of the free surface of liquid
in the case of external pressure varying continuously
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2 .  Вынужденные  к о л е б ани я  ид е а л ьной  жидко с т и
под  д ей с т ви ем  импу л ь с а  д а в л ени я  н а  с в о б одной  по в е р хно с т и

Вынужденные колебания идеальной жидкости происходят под действием им-
пульса наружного давления на свободной поверхности, который описывается сле-
дующим выражением:

( ) ( )
0

,
sin sin

P x t x b tP
c b T

π − π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ − ⎝ ⎠⎝ ⎠
 при b ≤ x ≤ c, t ≤ T,

( ),
0

P x t
=

ρ
 – в остальных случаях.

Здесь b и c – границы зоны действия импульса давления, Т – его длительность.
Отличие этого случая от предыдущего заключается в реализации граничного

условия на свободной поверхности. По аналогии с предыдущей частью, можно
получить выражение для функции Q:

( ) ( )0, sin cos
x bP tQ x t

T c b T
π −π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

  при b ≤ x ≤ c, t ≤ T,

( ), 0Q x t =  – в остальных случаях.
Так же, как и ранее, необходимо эту функцию разложить в ряд Фурье по соб-

ственным функциям задачи Штурма – Лиувилля. При разложении необходимо
иметь в виду, что во время действия импульса интеграл достаточно вычислять
только по интервалу его действия, а после окончания действия импульса функция
Q = 0. Поэтому коэффициенты разложения принимают вид

( ) ( )0 02 sin cos cos cos
c

n n
b

x bP Pt n tQ t x dx q
a T c b T a T T

π −π ππ π π⎛ ⎛ ⎞ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎠ ⎠∫
 при t ≤ T,

( ) 0nQ t =  – в остальных случаях.
Для экономии места здесь введено обозначение вычисленного интеграла:

( ) ( ) ( )

( )( )22 2

4 cos cos
2 2

n

n c b n c b
a c b

a aq
a n c b

π − π +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

π ⋅ − −
.

При реализации формулы (4) необходимо иметь в виду, что частные решения
отличаются в зависимости от того, как соотносится временной промежуток ин-
тегрирования t и время действия импульса T. Поэтому

при t ≤ T:

( ) ( ) ( ) ( )0
0 0 2

0

2
1 cos

t P T c b tT t t Q d
Ta

− π⎛ ⎛ ⎞⎞= − τ τ τ = − −⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠π∫ ,

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )
0

2 20

cos cos
1 sin

ch ch

t n n
n

n n
n

n

tP q T tQ t TT t t d
n nh T h

a a

π⎛ ⎛ ⎞ ⎞π − ω⎜ ⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎠= ω − τ τ = −

π πω ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω − π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ;
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при t > T:

( ) ( ) ( ) ( )0
0 0 2

0

4
,

T P T c b
T t t Q d

a
−

= − τ τ τ = −
π∫

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
0

2 20

cos cos1 sin
ch ch

T
n n n n

n n
n

n

Q P q T T t t
T t t d

n nh T h
a a

τ π ω − + ω
= ω − τ τ =

π πω ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω − π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ .

Таким образом, общий вид потенциала следующий:
t ≤ Т:

( )

( )

( )( )

0
2

0
2 21

2
1 cos

cos cos
ch cos

ch

n n

n
n

P T c b tu
Ta

tq t
n nTP T y x

n a aT h
a

∞

=

− π⎛ ⎛ ⎞⎞= − − +⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠π
π⎛ ⎛ ⎞⎞ω −⎜ ⎜ ⎟⎟ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎝ ⎠⎠+π ⎜ ⎟ ⎜ ⎟π⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ω − π ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ;

t > Т:
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
0

02 2 21

4 cos cos
ch cos

ch

n n n

n
n

P T c b q T t t n nu P T y x
n a aa T h

a

∞

=

− ω − + ω π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + π ⎜ ⎟ ⎜ ⎟π⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠π ω − π ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ .

Подстановка в (5) дает выражение для определения отклонения свободной по-
верхности z от состояния равновесия:

t ≤ Т:

( ) ( )

( )

( )( )

0

2 2
1

2
sin sin sin

sin sin
cos ;

n n n

n n

x b c bP t tz
g c b T a T

tq t
nT TT x

aT

∞

=

⎛
π − −π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜= − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ − π⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜

⎝
π π⎛ ⎛ ⎞ ⎞ ⎞− ω ω⎜ ⎜ ⎟ ⎟ ⎟π⎛ ⎞⎝ ⎝ ⎠ ⎠+ π ⎟⎜ ⎟

⎟⎝ ⎠ω − π ⎠
∑

t > Т:
( )( ) ( )( )

( )( )
0

2 2
1

sin sin
cosn n n n

n n

q T t tP T nz x
g aT

∞

=

ω ω − + ωπ π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ω − π

∑ .

По приведенным формулам был проведен расчет формы свободной поверхно-
сти идеальной жидкости с помощью программы Mathcad. Плотность жидкости
было взята 1000 кг/м3. Размеры сосуда: ширина – 1 м, глубина – 0.5 м. Макси-
мальное значение давления в импульсе 100 Па. Длительность импульса составля-
ет 0.1 с. Границы действия импульса 0.44 и 0.56 м от левой границы сосуда.

На рис. 3 приведена форма свободной поверхности жидкости в разные момен-
ты времени: а – начало импульса, б – окончание действия импульса, в – формиро-
вание волны на поверхности, г – достижение волной границы сосуда. Расчеты по-
казывают четкий момент отражения волн от стенок и последующее наложение
колебаний с образованием сложной волновой поверхности.
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Рис. 3. Форма свободной поверхности жидкости для импульсного внешнего давления
Fig. 3. Shape of the free surface of liquid in the case of impulsive external pressure

Таким образом, предложенная методика дает возможность построить форму
свободной поверхности идеальной жидкости при ее вынужденных движениях в
ограниченном сосуде под действием переменного давления на поверхности жид-
кости.
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The study aims to determine the shape of the free surface of an ideal liquid vibrating under
variable external pressure in a rectangular vessel. The two-dimensional problem has been solved
analytically. The motion of the ideal fluid has been simulated by the solution of Laplace’s
equation for the fluid velocity potential in the flow region. On the solid boundary, the
impermeability conditions have been assigned; on the free surface, the Cauchy–Lagrange integral.
The equation was solved using the variable separation method. The free surface condition has
been transformed in the case of small oscillations and varying pressure on the free surface and it
has been used to determine the velocity potential as a function of time. The implementation of this
condition required solving the system of linear second-order differential equations. The same
condition gives the formula for determining the shape of the free surface of liquid at any time
instant in the form of deviation of free surface points from the equilibrium position. The method
described in this paper has been applied in the cases with the external pressure varying
harmonically and acting on the restricted part of the free surface during a limited time. The
obtained results have been compared with the currently available solutions of similar problems.
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