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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ИЗВЕСТНЫХ ИЗОМЕТРИЧНЫХ
ОТОБРАЖЕНИЙ МНОЖЕСТВА БЕНТ-ФУНКЦИЙ1

А.В. Куценко

Рассматриваются свойства некоторых известных отображений булевых функци-
ий, отображающих множество бент-функций в себя и сохраняющих расстояние
Хэмминга. Доказано, что не существует изометричного отображения множества
всех булевых функций в себя, которое каждой бент-функции ставило бы в соот-
ветствие дуальную к ней. Для бент-функций от малого числа переменных полу-
чено утверждение, характеризующее аффинную эквивалентность бент-функции
и функции, дуальной к ней.
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Булевы функции от одного числа переменных называются аффинно эквивалентны-
ми, если они равны с точностью до аффинной замены координат и сдвига на аффин-
ную функцию от того же числа переменных. Скалярное произведение x · y двух век-

торов x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn2 , y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Fn2 равно
n⊕
i=1

xiyi. Преобразовани-

ем Уолша—Адамара булевой функции f от n переменных называется целочисленная
функция Wf : Fn2 → Z, заданная равенством Wf (y) =

∑
x∈Fn2

(−1)f(x)⊕x·y. Булева функ-

ция f от чётного числа переменных n называется бент-функцией, если |Wf (y)| = 2n/2

для каждого y ∈ Fn2 [1]. Булева функция f̃ называется дуальной к бент-функции f ,
если Wf (x) = (−1)f̃(x)2n/2 для каждого x ∈ Fn2 [2]. Дуальная функция является бент-
функцией и определяется однозначно. Расстояние Хэмминга dist(f, g) между булевы-
ми функциями f, g от n переменных— число двоичных векторов длины n, на которых
эти функции принимают различные значения. Отображение ϕ множества всех буле-
вых функций от n переменных в себя называется изометричным, если оно сохраняет
расстояние Хэмминга между булевыми функциями, т. е. dist(ϕ(f), ϕ(g)) = dist(f, g),
где f, g—произвольные булевы функции от n переменных.

Известно, что отображение, определённое на множестве бент-функций и сопостав-
ляющее каждой бент-функции дуальную к ней, сохраняет расстояние Хэмминга [3].
В [4] доказано, что единственным изометричным отображением множества всех бу-
левых функций в себя, сохраняющим множество бент-функций на месте, является
композиция аффинного преобразования координат и аффинный сдвиг.

В данной работе получены некоторые свойства известных отображений, оставляю-
щих множество бент-функций на месте и сохраняющих расстояние Хэмминга.

Утверждение 1. Отображение, определённое на множестве бент-функций от
чётного числа переменных n, действующее по правилу f(x) → f̃(x), не может быть
расширено до изометричного отображения множества всех булевых функций от n пе-
ременных.

Утверждение 2. Пусть n 6 6 —чётное число, тогда каждая бент-функция от n
переменных аффинно эквивалентна своей дуальной бент-функции.
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Утверждение 3. При каждом чётном n > 6 существуют различные бент-функ-
ции от n переменных, не совпадающие со своими дуальными функциями и их отри-
цаниями, которые не могут быть получены друг из друга с помощью отображения,
представляющего собой композицию аффинного преобразования координат, аффин-
ного сдвига и постановки в соответствие дуальной бент-функции.
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Сформулировано и доказано необходимое условие взаимной однозначности бино-
миальной векторной булевой функции. Исследован вопрос существования взаим-
но однозначных биномиальных функций при различном числе переменных.
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Компонентами многих шифров являются S-блоки— векторные булевы функции.
В большинстве случаев S-блоки являются перестановками, то есть взаимно однознач-
ными функциями. Для программной и аппаратной реализации S-блока на вычисли-
тельных системах хорошо подходит его полиномиальное представление. Например, по-
линомиальное представление S-блоков используется в AES— современном стандарте
симметричного шифрования США.

В работе исследуются взаимосвязи между комбинаторным и алгебраическим пред-
ставлениями взаимно однозначных векторных булевых функций [1]. Рассматриваются
взаимно однозначные функции f : F2n → F2n вида f(x) = αkxi + xj, где α—примитив-
ный элемент поля; 0 6 k 6 2n − 1 и 1 6= j < i 6 2n − 1.

Теорема 1. Пусть 1 6 j < i 6 2n − 1, 1 6 k 6 2n − 1, α—примитивный элемент
поля F2n . Если функция f : F2n → F2n вида f(y) = αkyi + yj взаимно однозначна, то
(i− j, 2n − 1) не делит (k, 2n − 1).

Теорема 2. Пусть 1 6 j < i 6 2n − 1, 1 6 k 6 2n − 1, α—примитивный элемент
поля F2n . Если 2n − 1 —простое, то взаимно однозначных функций f : F2n → F2n вида
f(x) = αkxi + xj не существует.
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