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В.В. Домбровский, Т.Ю. Объедко 
 

УПРАВЛЕНИЕ С ПРОГНОЗИРУЮЩЕЙ МОДЕЛЬЮ СТОХАСТИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 
С МАРКОВСКИМИ СКАЧКАМИ И СЕРИАЛЬНО КОРРЕЛИРОВАННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ 
 

Рассматривается задача управления с прогнозированием по квадратичному критерию для линейных дискретных 
систем с марковскими скачками и сериально коррелированными параметрами. Синтезированы стратегии управ-
ления при наличии явных ограничений на управляющие воздействия. Алгоритм синтеза прогнозирующей стра-
тегии сводится к решению последовательности задач квадратичного программирования. 
Ключевые слова: стохастические системы; марковские скачки; зависимые параметры; прогнозирующее управ-
ление; ограничения. 
 
Моделями с марковскими скачкообразными параметрами описывается широкий класс реальных 

систем [1]. Примерами могут служить сложные производственно-технологические, энергетические и 
технические системы. Гибридные системы с марковским режимом переключений также широко ис-
пользуются в финансовой инженерии для описания поведения инвестиционного портфеля на финансо-
вом рынке с переключающимися режимами [2].  

В таких моделях предполагается, что смена структуры системы осуществляется в соответствии с 
эволюцией марковской цепи с конечным пространством состояний. Решению различных задач управ-
ления и оценивания для таких систем посвящено значительное количество работ [3–9]. 

Эффективным подходом к синтезу систем управления с ограничениями, получившим широкое 
признание и применение в практике управления сложными технологическими процессами, является 
метод управления с прогнозирующей моделью (управление со скользящим горизонтом) [10, 11]. В ра-
боте [12] рассматривается задача синтеза прогнозирующего управления системами с марковскими 
скачками и мультипликативными шумами при ограничениях на управляющие воздействия, при этом 
предполагается, что матрица динамики системы не зависит от состояния цепи Маркова. В [13] синтези-
рованы стратегии управления такими системами по критерию «mean-variance». В работе [14] рассмат-
ривается задача управления системами с марковским переключением режимов при условии, что матри-
цы динамики и управления зависят от скачков. Задача прогнозирующего управления системами с сери-
ально коррелированными параметрами при ограничениях рассмотрена в работе [15]. 

В настоящей работе рассматривается задача синтеза стратегий управления с прогнозированием 
для дискретных линейных систем с марковскими скачками и сериально коррелированными параметра-
ми, для которых известны только первые и вторые моменты распределений. Динамика системы опреде-
ляется состоянием однородной марковской цепи с известной матрицей переходных вероятностей. По-
лучены уравнения синтеза оптимальных стратегий управления с учетом «жестких» ограничений на 
управляющие переменные. 

 
1. Постановка задачи 

 
Пусть объект управления описывается уравнением 

( 1) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), ( 1), 1] ( ),x k A k k x k B k k k u k             (1) 
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где ( ) xnx k  – nx-мерный вектор состояния, ( ) unu k   – nu-мерный вектор управления; 

[ ]α( ), ,x xn nA k k   α( ),η( )[ ], x un nB k k k   – матрицы соответствующих размерностей; ( ) qk   – по-

следовательность сериально коррелированных случайных величин; B[α(k),η(k),k] зависит от η(k) линей-
но; α(k) (k = 0,1,2,..,ν) – однородная дискретная марковская цепь с конечным множеством состояний 
{1,2,…,ν}, известной матрицей переходных вероятностей: 

[ ],( , 1, ),ijP P i j  
1

{ ( 1) ( ) }, 1,ij j i ij
j

P P k k P



           

и известным начальным распределением 

1
{ (0) }, ( 1, ), 1.i i

i
p P i i p




       

Матрицы A[α(k),k] и B[α(k),η(k),k] определяются состоянием αi марковской цепи α(k) из множеств   

   ( )
:[ ] ( )α 1,ν, x xni nA k k A k i   , 

 (
:

)α( ),η( ), ] η( ),[ [ 1,ν] .x un niB k k k B k k i    

Предполагается, что состояние марковской цепи в момент времени k доступно наблюдению. По-
следовательности α(k) и η(k) независимы. 

Пусть  =( kF )k≥1 – поток σ-алгебр, где каждая σ-алгебра порождается последовательностью {η(s): 

s = 0,1,…,k} и интерпретируется как доступная информация до момента времени k включительно. Для 
процесса η(k) предполагаются известными условные моменты распределений 

 η( ) / η( ),kE k i k i  F   (2) 

 Tη( )η ( ) ( ),/ k ijE k i k j k   F   (3) 

( 0,1,2,...),( , 1,2,..., ).k i j l   

На управляющие воздействия накладываются ограничения вида 

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k     (4) 

где ( ) up nS k  ; min max( ), ( ) pu k u k  . 

Необходимо определить закон управления системой (1) при ограничениях (4) из условия мини-
мума критерия со скользящим горизонтом управления 

T
1

1

1
T

2
1 0

( / ) { ( ) ( ) ( ) ( ),α( ), }

( ) { ( ) / ( ),α( ), } { ( / ) ( ) ( / ) ( ),α( ), },

/

/

m

k
i

m m

k k
i i

J k m k E x k i R k i x k i x k k

R k i E x k i x k k E u k i k R k i u k i k x k k





 

     

      



 

F

F F

 (5) 

где E{…/…} – оператор условного математического ожидания; m – горизонт прогноза; k – текущий мо-
мент времени; R1(k+i) ≥ 0, R2(k+i) ≥ 0 и R(k+i) > 0 – весовые матрицы соответствующих размерностей. 

Для решения сформулированной задачи используем методологию управления с прогнозирующей 
моделью. Данный подход позволяет получить стратегии управления с обратной связью с учетом явных 
ограничений на управляющие воздействия.  

Стратегии управления с прогнозированием определяются по следующему правилу. На каждом 
шаге k минимизируем функционал (5) по последовательности прогнозирующих управлений 
u(k/k),...,u(k+m−1/k), зависящих от состояния системы в момент времени k. В качестве управления в мо-
мент времени k берем u(k) = u(k/k). Тем самым получаем управление u(k) как функцию состояний x(k) и 
α(k)= j, т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить управление u(k+1) на следующем шаге, 
процедура повторяется для следующего момента k + 1 и т.д. 

 

2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 
 

Цепь Маркова с дискретным временем допускает следующее представление в пространстве со-
стояний [16]: 
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θ( 1) θ( ) υ( 1),k P k k     (6) 

где θ(k)=[δ(α(k),1),…,δ(α(k),ν)]T, δ(α(k),j) – функция Кронекера ),1( j ; υ(k+1) – мартингал-разность с 

характеристиками 

 υ( 1) / θ( ) 0,E k k   
T T( 1) {υ( 1)υ ( 1) / θ( )} diag{ θ( )} – diag{θ( )} .C k E k k k P k P k P      

С учетом (6) систему (1) можно представить в следующем виде: 
( 1) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), ( 1), 1] ( ),x k A k k x k B k k k u k             (7) 

где матрицы A[θ(k),k] и B[θ(k),η(k),k] имеют вид 
ν

( )

1
[θ( ), ] θ ( ) ( ),i

i
i

A k k k A k


     (8) 

ν
( )

1
[θ( ),η( ), ] θ ( ) [η( ), ],i

i
i

B k k k k B k k


     (9) 

где θi(k) ( 1, ν)i   – компоненты вектора θ(k). 

Критерий (5) будет иметь вид 

T
1

1

1
T

2
1 0

( / ) { ( ) ( ) ( ) ( ),θ( ), }

( ) { ( ) / ( ),θ( ), } { ( / ) ( ) ( / ) ( ),θ( ), }.

/

/

m

k
i

m m

k k
i i

J k m k E x k i R k i x k i x k k

R k i E x k i x k k E u k i k R k i u k i k x k k





 

     

      



 

F

F F

 (10) 

Теорема. Пусть динамика системы описывается выражением (1) с учетом ограничений (4). Тогда 
стратегия прогнозирующего управления с горизонтом прогноза m минимизирующая критерий (5) на 
каждом шаге k равна 

( ) 0 ... 0 ( ),
u u un n nu k I U k      (11) 

где 
unI  – единичная матрица размерности nu; 0

un  – квадратная нулевая матрица размерности nu; 

U(k) = [uT(k/k),...,uT(k+m–1/k)]T – вектор прогнозирующих управлений, который определяется из реше-
ния задачи квадратичного программирования с критерием вида 

T T( / ) [2 ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )Y k m k x k G k F k U k U k H k U k     (12) 

при ограничениях 

min max( ) ( ) ( ) ( ),U k S k U k U k     (13) 

где 

    ( ) diag( ( ),..., ( 1))S k S k S k m   , 
TT T

min minmin( ) ( ),..., ( 1)U k u k u k m     ,
TT T

max maxmax ( ) ( ),..., ( 1)U k u k u k m     , 

( ), ( ), ( )H k G k F k  – блочные матрицы вида H(k) = {Ht,s(k)}, G(k) = {Gt(k)}, F(k) = {Ft(k)}, , 1,s t m , блоки 

которых определяются выражениями 

( )( ) ( )T
,

1
( ) {( [ ( ), ]) ( ) [ ( ), ] / } ( 1),tt t

t

ii i
t t j k

i
H k E B k t k t Q k B k t k t R k t




          F   (14) 

1

1

ν ν ν ( ) ( ) ( )T T T
,

1 1 1

( ,..., ) ( )

( ) ... {( [η( ), ]) ( ( 1)) ... ( ( ))

( ) [η( ), ] / }, ,

t t s

t t s

t s s

i i i
t s

i i i

i i i
k

H k E B k t k t A k t A k s

Q k B k s k s s t



  
        

   F

 (15) 

T
, ,( ) ( ), ,s t t sH k H k s t                                                             (16) 

1 21

1

ν ν ( ) ( , ,..., ) ( )( ) T T

1 1
( ) ... ( ( 1)) ...( ( )) ( ) { [η( ), ] / },t t t

t

i i i i ii
t k

i i
G k A k A k t Q k E B k t k t

 
      F   (17) 
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ν ( ) ( )
2

1
( ) ( ) { [η( ), ] / }.t t

t

i i
t k

i
F k Q k E B k t k t


   F                                   (18) 

Последовательность матриц 
( ,..., )( ,..., )
2, ,t st s i ii iQ Q  , 1, ,s t m  представляет собой обратную рекурсию: 

  ( ,..., )1
1 1

1

ν T( ,..., ) ( ,..., )
1

1
( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1),

1, 2, ,

i it s
t s t s s s

s

i i i i i i

i
Q k k R k s A k s Q k A k s

t m t s m


 

 
       

   


  (19) 

  ( , )1
1 1

1

T( ) ( ) ( )
1

1
( ) θ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1),  1, 1,

i it tt t t
t

t

i i it
i

i
Q k e P k R k t A k t Q k A k t t m

 

 
        


  (20) 

( ,..., )1
1

1

( ,..., ) ( ,..., ) ( )
2 22

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( 1),  1, 2, ,

i it s
t s t s s

s

i i i i i

i
Q k R k s k Q k A k s t m t s m



 
         


  (21) 

1 1

1

( ) ( , ) ( )
22 2

1
( ) ( ) θ( ) ( ) ( 1),  1, 1,t t t t

t
t

i i i it
i

i
Q k R k t e P k Q k A k t t m 

 
      


  (22) 

с начальными условиями 
( )

1( ) θ( ) ( ),m
m

i m
iQ k e P k R k m   

( ,..., ) ( ,..., )
1( ) ( ) ( ),  1, 1,t m t mi i i iQ k k R k m t m     

1( ,..., ) ( ,..., )
22 ( ) ( ) ( ),  1, 1,t m mi i i iQ k R k m k t m      

( )
22 ( ) ( ) θ( ),m

m

i m
iQ k R k m e P k   

где 

1 1 1 1

( ,..., )
, , ,... θ ( / ),  1, 1, ,t s

t s s s t t t
i i

i i i i i i iP P P k t k t m s t
   

        (23) 

θ ( / )it k t k  – компоненты вектора прогноза: 

 θ( / ) θ( ) / θ( ) θ( ),tk t k E k t k P k     

1 ν[0,...,0,1,0,...,0] , 1, ν, 1, .
ti te i t m    

Замечание. Принимая во внимание предположение о линейной зависимости матриц B[η(k+i),k+i] 
от η(k+i), выражения (14), (15) вычислимы без принципиальных затруднений при условии известных 
первых и вторых моментов (2), (3) для процесса η(k+i). 

Доказательство. Введем обозначение: 
T T

1 2

T T
1 2

T
1 2

T

{ ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) / ( ),θ( ), }

{ ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1) ( 1) ( 1) / ( ),θ( ), } ...

{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( 1

k s k

k

J E x k R k x k R k x k u k R k u k x k k

E x k R k x k R k x k u k R k u k x k k

E x k s R k s x k s R k s x k s

u k s R k s

         

           

       

    

F

F

) ( 1) / ( ),θ( ), }, 1, .ku k s x k k s m  F

 

Очевидно, что справедливо следующее выражение: 
T

1 1 2

T

{ ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) / ( ), ( ), },

k s k s

k

J J E x k s R k s x k s R k s x k s

u k s R k s u k s x k k
               

     F
 

( / ) .k mJ k m k J    

Рассмотрим 1kJ  : 
T T

1 1 2{ ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) / ( ),θ( ), }.k kJ E x k R k x k R k x k u k R k u k x k k         F   (24) 

Подставляя x(k+1) из (1) в (24) и используя представление цепи Маркова в виде (6), получим 

 







 )()1()1()1()1())1(()({

11

1

1 1

1 )(
1

T

1 1

)(T
1 kxkkkAkRkAkxEJ ji

j

i j

i
k  
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 








)()1()1(]1),1([)1()]1),1([()(
11

1

1 1

1 )(
1

T

1 1

)(T kukkkkBkRkkBku ji
j

i j

i  

 








)()1()1(]1),1([)1())1(()(2
11

1

1 1

1 )(
1

T

1 1

)(T kukkkkBkRkAkx ji
j

i j

i  

 




)](]1),1([)()1([)1()1( )()(

1
2

11

1

1
kukkBkxkAkkR ii

i
i  

T ( ) ( ) ( ) / ( ),θ( ), }.ku k R k u k x k k F  

Заметим, что 
1 1

θ ( 1)θ ( 1) 0i jk k  
 
только при 1 1.i j  Кроме того, так как 

1
θ ( 1)i k   – функция 

Кронекера, то 
1 1

2θ ( 1) θ ( 1).i ik k    Взяв математическое ожидание, выражение для Jk+1 можно перепи-

сать в виде 

 



 )()()1()1())1(()({

1

1

1

1 )(
1

T

1

)(T
1 kxkPEkAkRkAkxEJ i

i

i

i
k  

1 1
1

1

( ) ( )T T
1

1
( / ) {( [η( 1), 1]) ( 1) [η( 1), 1] / } θ( ) ( / )i i

k i
i

u k k E B k k R k B k k e P k u k k



       F  

1 1
1

1

( ) ( )T T
1

1
2 ( ) ( ( 1)) ( 1) { [η( 1), 1] / } θ( ) ( / )i i

k i
i

x k A k R k E B k k e P k u k k



      F  

1 1
1

1

( ) ( )
2

1
( 1) θ( )[ ( 1) ( ) { [η( 1), 1] / } ( / )]i i

i k
i

R k e P k A k x k E B k k u k k



       F  

)./()()/(T kkukRkku  

Аналогично на втором шаге имеем 
T T

2 1 1 2{ ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1) ( 1) ( 1) / ( ),θ( ), }.k k kJ J E x k R k x k R k x k u k R k u k x k k             F  

Используя уравнение динамики системы (1) и представление цепи Маркова в виде (6), получим 
после взятия математических ожиданий 

 



 )()1()())1(()( )()(T

1

)(T
2

11

1

1 kxkAkQkAkxJ ii

i

i
k  

1 1 1

1

( ) ( ) ( )T T

1
2 ( ) ( ( 1)) ( ) { [η( 1), 1] / } ( / )i i i

k
i

x k A k Q k E B k k u k k



     F  

1 1 1

1

( ) ( ) ( )T T

1
( / ) {( [η( 1), 1]) ( ) [η( 1), 1]/ } ( / )i i i

k
i

u k k E B k k Q k B k k u k k


     


F  

2 2 2

2

( ) ( ) ( )T T

1
( 1/ ) {( [ ( 2), 2]) ( ) [ ( 2), 2] / } ( 1/ )i i i

k
i

u k k E B k k Q k B k k u k k



          F  

1 2 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( , ) ( )T T T

1
2 ( / ) {( [η( 1), 1]) ( ( 2)) ( ) [η( 2), 2] / } ( 1 / )i i i i i

k
i i

u k k E B k k A k Q k B k k u k k
 


         F  

1 11 1

1 1

( ) ( )( ) ( )
2 2

1 1
( 1) ( ) { [η( 1), 1] / } ( / )i ii i

k
i i

Q A k x k Q E B k k u k k
 

 
       F  

2 2

2

( ) ( )
2

1
{ [η( 2), 2] / } ( 1/ )i i

k
i

Q E B k k u k k



     F  

),/1()1()/1()/()()/( TT kkukRkkukkukRkku   

где матрицы ( )( ) ( ,..., )
2( ), ( ), ( )tt t s ii i iQ k Q k Q k  определяются уравнениями (19)–(22). 

Повторяя процедуру для 3 4, ,...,k kJ J   получим выражение для J(k+m/k): 
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 




)()1()())1(()()/( )()(T

1

)(T 11

1

1 kxkAkQkAkxkmkJ ii

i

i  

1 21

1

( ) ( , ,..., ) ( )( )T T T

1 1 1
2 ( ) ... ( ( 1)) ...( ( )) ( ) { [η( ), ] / } ( 1 / )t t t

t

m i i i i ii
k

t i i
x k A k A k t Q k E B k t k t u k t k

 

  
         F  

( ) ( ) ( )T T

1 1
( 1 / )[ {( [η( ), ]) ( ) [η( ), ] / } ( 1)] ( 1/ )t t t

t

m i i i
k

t i
u k t k E B k t k t Q k B k t k t R k t u k t k



 
              F  

1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ,..., )T T T T

1 1 1 1 1

( )

2 ( 1 / ) {( [η( ), ]) ... ( ( 1)) ...( ( )) ( )

[η( ), ] / } ( 1 / )

t t s t s

t t s

s

m m i i i i i

t s t i i i

i
k

u k t k E B k t k t A k t A k s Q k

B k s k s u k s k

  






     
        

     

    

F

 

1 1

1

( )( ) ( )( )
2 2

1 1 1
( 1) ( ) { [ ( ), ] / } ( 1 / ),t t

t

m ii ii
k

i t i
Q A k x k Q E B k t k t u k t k

 

  
          F  

где матрицы ( )( ) ( ,..., )
2( ), ( ), ( )tt t s ii i iQ k Q k Q k  определяются уравнениями (19)–(22). 

Критерий J(k+m/k) может быть записан в матричном виде: 

11 1 1 1

1 1

( )( ) ( ) ( ) ( )T T
2

1 1
( / ) ( ) ( ( 1)) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )ii i i i

i i
J k m k x k A k Q k A k x k Q A k x k

 

 
          (25) 

T T[2 ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ),x k G k F k U k U k H k U k    

где матрицы H(k), G(k), F(k) имеют вид (14)–(18). 
Минимизация данного критерия эквивалентна минимизации критерия вида 

).()()()()]()()(2[)/( TT kUkHkUkUkFkGkxkmkY   

Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (12) при ограничениях (13), которая эквива-
лентна задаче квадратичного программирования с критерием (5) при ограничениях (4). 

 
Заключение 

 
В данной работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадра-

тичному критерию для линейных дискретных систем с марковскими скачками и сериально коррелиро-
ванными параметрами. Данный подход позволяет в явном виде учесть ограничения на управления. Ал-
горитм синтеза прогнозирующей стратегии включает решение последовательности задач квадратичного 
программирования.  
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Assume that the plant to be controlled can be described by the following model: 
( 1) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), ( 1), 1] ( ),x k A k k x k B k k k u k             (1) 

where ( ) xnx k   is the vector of state, ( ) unu k   is the vector of control inputs; [ ]α( ), ,x xn nA k k   [ ( ),η( ), ] x un nB k k k   

are system and input matrices, respectively; η( ) qk   is assumed to be a stochastic time series and all of the elements of B[η(k),k] are 

assumed to be linear functions of η(k); {α(k); k = 0,1,2,…} is a finite-state discrete-time Markov chain taking values in {1,2,…,ν} with 
known transition probability matrix and initial distribution. We assume that α(k) and η(k) are mutually independent and at the instant of 
decision making, the current state of the market is known, i.e., the Markov state {α(k)} is observable. Let  =( kF )k≥1 be the complete 

filtration with σ-field kF  generated by the {η(s): s = 0, 1, 2,…,k} that models the flow of information to time k. We allow the time se-

ries η(k) to be serially correlated. Let us assume that we know the first- and second-order conditional moments for the stochastic vector 
η(k) about kF :  

 η( ) / η( ),kE k i k i  F  Tη( )η ( ) ( ),/ k ijE k i k j k   F ( 0,1,2,...), ( , 1,2,..., ).k i j l   

We impose the following constraints on the decision variables: 

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k  ( ) ,up nS k  min max( ), ( ) .pu k u k   (2) 

To control system (1) subject to constraints (2), at each step k we minimize the quadratic criterion with a receding horizon 

T T
1 2

1

( / ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1 / ) ( 1) ( 1/ ) / ( ),α( ), },
m

k
i

J k m k E x k i R k i x k i R k i x k i u k i k R k i u k i k x k k


               F  

where m is the prediction horizon; u(k/k),…,u(k+m-1/k) is the sequence of predictive controls under; R1(k+i)≥0, R2(k+i)≥0, and 
R(k+i)>0 are the weight matrices of corresponding dimensions. 

The model predictive control methodology was used to solve the problem. The optimal control strategies were synthesized under 
hard constraints imposed on the control variables. 
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К.Б. Мансимов, Ш.М. Расулова 
 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ ТИПА А.И. МОСКАЛЕНКО 
 

Рассматривается задача оптимального управления для модели объекта, описываемого совокупностью двух диф-
ференциальных уравнений, связанных друг с другом по независимым переменным и начальным условиям. До-
казан соответствующий аналог принципа максимума Понтрягина, рассмотрен случай его вырождения. 
Ключевые слова: условие максимума Понтрягина; особый случай; необходимое условие оптимальности; зада-
ча оптимального управления с распределенными параметрами. 

 
В работах [1, 2] А.И. Москаленко исследованы задачи оптимального управления, занимающих 

некоторое промежуточное положение между задачами оптимального управления сосредоточенными и 
распределенными параметрами. 

В настоящей статье изучается задача типа А.И. Москаленко [1], причем в отличие от этой работы 
критерий качества является многоточечным. Получены необходимые условия оптимальности первого 
порядка в форме принципа максимума Понтрягина и изучен случай вырождения условий (особое 
управление). 

 
1. Постановка задачи 

 
Требуется минимизировать многоточечный функционал 

               
1

0

1 2 1 2, ,..., , , , , ,..., ,
x

k k
x

S u y X y X y X F x z T x z T x z T x dx                     (1) 

при ограничениях 

  rRUtu  ,     10 , ttTt  , 

  qRVxv  ,     10 , xxXx  ,                                                     (2) 

      tuxtzxtf
t

xtz
,,,,

,





,     XTDxt , ,                                        (3) 

   ,,0 xyxtz       Xx ,                                                            (4) 

    xvxyxg
dx
dy

,, ,   Xx ,                                                       (5) 

  00 yxy  .                                                                         (6) 

Здесь  uzxtf ,,,    vyxg ,,  – заданная n -мерная вектор-функция, определенная и непрерывная в 
rn RRD    qn RRX   вместе с частными производными по z   y  до второго порядка включи-

тельно; 0t , 1t , 0x , 1x , 0y  заданы;  10 , ttTi  , ki ,1   1210 ... tTTTt k  ;  10 , xxX i  , 1, ,i k  

 1210 ... xXXXx k   – заданные точки;  1 2, ,..., ka a a    kbbbxF ...,,,, 21  – заданная и непре-

рывная в nkR    nkRX   вместе с частными производными по  kaaa ...,,, 21    kbbb ...,,, 21  до второго 

порядка включительно скалярная функция; U и V – заданные непустые и ограниченные множества;  tu  

  xv  – кусочно-непрерывная (с конечным числом точек разрыва первого рода) вектор-функция управ-

ляющих воздействий. 
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Пару функций     xvtu ,  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управлением. 

Предполагается, что каждому допустимому управлению     xvtu  ,  (в смысле [1, 2]) соответ-

ствует единственное решение     xyxtz  ,,  для (2)–(6). 

Допустимое управление     xvtu  , , доставляющее минимум функционалу (1) при ограничениях 

(2)–(6), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс         xyxtzxvtu  ,,,,  – 

оптимальным процессом. 
 

2. Формула для приращения критерия качества 
 

Пусть     xvtu  ,  – фиксированное допустимое управление, а       ,ou t u t u t    

     ov t v x v x    – произвольное допустимое управление. Через     xyxtz  ,, , 

            xyxytytztztz   ,  обозначим соответствующие им решения уравнений (3)–(6). 

Функции    , ,z t x y x   являются решением следующих уравнений 

                  
           xvxyxgxvxyxg

dx
xyd

,,,, 


,   00  xy ,                                    (7) 

                     
           tuxtzxtftuxtzxtf
t

xtz
,,,,,,,,

,





,    xyxtz  ,0 .                       (8) 

Приращения функционала качества (1) с использованием формулы Тейлора можно записать в виде 

            

 
        

      

 
      

1

0

'
1

1

2 2
1

1
, 1 1

1

1

2
1

,...,
, , ,

,...,1

2

, , ,..., ,
,

, , ,..., ,1
, ,

2

k ko o o o
i

i i

k kk
i j i

i j ii j

xk k
i

i ix

k
i j

i j

y X y X
S u v S u v S u v y X

a

y X y X
y X y X o y X

a a

F x z T x z T x
z T x dx

b

F x z T x z T x
z T x z T x d

b b



 




     



                 


  



  

 



 

 

 
1

0

2

2
, 1 1

, .
xk k

i
i j ix

x o z T x
 

        
 

             (9) 

Введем аналоги функций Гамильтона–Понтрягина: 

   uzxtfppuzxtH ,,,,,,,   ,            vygqqvyxM ,,,,   , 

где p , q  – пока неизвестные вектор-функции. Тогда, используя соотношения (7), (8), приращение (9) 

функционала качества при помощи формулы Тейлора представляется в виде 

                 
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1 1

1 , 1

,..., ,...,1
,
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k k
k ko o

i i j
i i ji i j

y X y X y X y X
S u v y X y X y X

a a a 

  
      

     
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












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


  



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








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


 
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2

1
2
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1

1

1
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1
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1
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k
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k

i

x

x
i

i

k
k

i
i

xTzdxxTz
bb

xTzxTzxFxTz

dxxTz
b
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



 

          
1 1 1 1

0 0 0 0

0 ,
, , , , , , ,

t x t x
o

t x t x

z t x
p t x dxdt H t x z t x u t p t x

t
        
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          

             

1

0

1

0

0, , , , , ,

, , , , , , .

x
o o o

x

x
o o o o

x

y x
H t x z t x u t p t x dxdt q x dx

x

M x y x v x q x M x y x v x q x dxdt

   

   




                          (10) 

В дальнейшем будем использовать следующие формулы 

     
0

,
,

t

t

z x
z t x y x d

 
    

 ,                                                   (11) 

    
x

x
dssyxy

0

 .                                                               (12) 

Введем обозначения : 

                 xtptuxtzxtHxtptuxtzxtHxtHtu ,,,,,,,,,,,,,   , 

        xtptuxtzxtHxtH zz ,,,,,,,  ,            xtptuxtzxtHxtH zzzz ,,,,,,,  , 

                 xqxvxyxMxqxvxyxMxMxv
 ,,,,,,  , 

        xqxvxyxMxM yy
 ,,, ,          xqxvxyxMxM yyyy

 ,,, . 

Учитывая эти обозначения и формулы (11), (12), из (10) получим 

   
      

          

               

 
 

1

0

1 1 1

0 0 0

1

1

2
1 2

, 1

1 1

1 1

2
1

,...,
, α

, ...,1

2

, , ,..., , , , ,..., ,
β ,

, ,1
,

2

xk ko o
i

i ix

k k
i j

i j i j

t x xk kk k
i t

i ii it x x

i

y X y X
S u v x y x dx

a

y X y X y X
y X y X

a a

F x z T x z T x F x z T x z T x
t z t x dx dt y x dx

b b

F x z T x
z T x





 


   



 
   

 

  
    

 


 

 



   



        
1 1 1

0 0 0

0

, 1

,..., ,
, , ,

x t xk k
j t

i j i jx t x

z T x
z T x dx p t x z t x dxdt

b b

   
 

   

 

                    
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

,,,,,
t

t

x

x
ztu

t

t

x

x
z

t

t

x

x
tu dtdxxtzxtHdtdxxtzxtHdtdxxtH  

                       



1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

,,,
2

10
t

t

x

x
zz

x

x
y

x

x
xv

x

x
dtdxxtzxtHxtzdxxyxMdxxMdxxyxq   

             
1 1

0 0

1

1
; ,

2

x x

y yyv x
x x

M x y x dx y x M x y x dx u v                                        (13) 

где по определению  αi x ,  βi t , 1, ,i k  – характеристические функции отрезков  iXx ,0 ,  iTt ,0 , 

ki ,1 , соответственно, 

        

                  

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

2 2
2

1 1 2 3
1 1

2

4

; , ,

1 1
, , , .

2 2

x t xk k

i i
i ix t x

x t x x

yy zzv x u t
x t x x

u v o y X o z T x dx o z t x dxdt

y x M x y x dx z t x H t x z t x dx dt o y x dx

 

                              

          

   

   
  (14) 

Далее из (13) имеем 

   
      

    1 1 1

0 0

1 1

1 1

,..., , , ,..., ,
, α

x x xk kk ko o
i

i ii ix x x

y X y X F x z T s z T s
S u v x y x dx ds

a b 

   
     

   
     
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               

           

     

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1

0

0

0

, , , , ,

, , ,

t x t x t x

t zu t u t
t x t x t x

t x x t x t x

z z t
t x x t x t x

x

yv x
x

y x dx p t x z t x dx dt H t x dx dt H t x z t x dx dt

H t s ds y x dx H x d z t x dx dt q x y x dx

M x dx M s ds

        

                
      

  

     

      





 

       
1 1 1 1

0 0 0

1
, , ,

2

x x t x

zz
x x t x

y x dx z t x H t x z t x dx dt
 

     
  
   

         (15) 

       
      

 
      

 
              

1

0

1 1

0 0

1 1

0 0

2
1

, 1

1

1

2
1

1
, 1

,...,1 1

2 2

, , ,..., ,
β ,

, , ,..., ,1
, , ; .

2

x k k
yy i j

i j i jx

t xk k
i t

i it x

x xk k
i j yv x

i j i jx x

y X y X
y x M x y x dx y X y X

a a

F x z T x z T x
t z t x dxdt

b

F x z T x z T x
z T x z T x dx M x y x dx u v

b b







 
       

 


  




         

 



  

  

 

Если предполагать, что     xqxtp  ,,  является решением системы интегральных уравнений (со-

пряженная система): 

     
    1 1

1

, , ,..., ,
, , β

t k ko
z i

i it

F x z T x z T x
p t x H x d t

b


   


 , 

 
        

 
    

1 1 11

1

1

, , ,..., ,
,

,...,
α ,

x x x
ko

z y
ix x x

k k
i i

i i

F s z T s z T s
q x ds H t s ds M s ds

b

y X y X
x

a


    








  



                      (16) 

то формула приращения (15) примет вид 

             
1

0

1

0

1

0

,,
x

x
xv

t

t

x

x
xu dxxMdtdxxtHvuS                                    (17) 

 
      

 
            

           

     

1 1 1

0 0 0

1 1 1

0 0 0

1

0

2
1

, 1

2
1

, 1

,...,1

2

, , ,..., ,1
, , , ,

2

1
, , ,

2

1

2

k
k

i j
i j i j

x t xk
k

i j zu t
i j i jx t x

x t x

y zzv x
x t x

x

yy
x

y X y X
y X y X

a a

F x z T x z T x
z T x z T x dx H t x z t x dx dt

b b

M x y x dx z t x H t x z t x dxdt

y x M x y x dx





 
   

 


       

 

       

  



   

  

  1 ; .u v   

 

 
3. Оценка нормы приращения состояния системы 

 
Используя (3)–(6), перейдем к эквивалентным интегральным уравнениям, будем иметь 

             
0

, , , , , , , , ,
t

o o

t

z t x y x f x z x u f x z x u d              ,                     (18) 

           
0

, , , ,
x

o o

x

y x g s y s v s g s y s v s ds     .                                     (19) 



16 

Отсюда получим неравенство 

 
0 0

1|| ( , ) || || ( ) || || ( , ) || || ( , ) || ,
t t

u
t t

z t x y x f x d L z x d                                      (20) 

 
0 0

2|| ( ) || || ( ) || || ( ) || ,
x x

v s
x x

y x g s ds L y s ds                                              (21) 

где const 0, 1,2,iL i    – постоянные Липшица. Из (20), (21) применяя аналог леммы Гронуолла–

Беллмана (см., например, [3, 4]), приходим к неравенствам  

 3|| ( , ) || || ( ) || || ( , ) || ,
o

t

u
t

z t x y x L f x d                                                  (22) 

 
x

x
sv dssgLxy

0

.||)(||||)(|| )(4                                                      (23) 

где , 3,4,iL i   – некоторые положительные постоянные числа.  

С учетом неравенства (23), неравенство (22) запишется в виде  

 
0 0

4 ( ) 3|| ( , ) || || ( ) || || ( , ) || .
x t

v s u
x t

z t x L g s ds L f x d                                       (24) 

Таким образом, получили оценку нормы приращения состояния, соответствующую приращению 
управления.  

 
4. Необходимые условия оптимальности 

 

Считая     xvtu  ,  оптимальным управлением, его специальное приращение определим по 

формуле  

 
 

 
 

ε

μ

, θ, θ ε ,

, \ [θ, θ ε),

( ), .

u t
u t

u t t T

v x v x x X





        


 

                                                (25) 

Здесь  0 1θ ,t t  – произвольная точка непрерывности управления ( );u t u U   – произвольный вектор, 

ε 0  – произвольное число, такое что 1θ ε t  . Через     ε ε, ,z t x y x   обозначим специальное при-

ращение состояния     xyxtz  ,, , отвечающее приращению (25) управления     xvtu  , . Из оценок 

(23), (24) следует, что  

   ε 5 ε 6, ε, εz t x L y x L    ,                                                (26) 

где 5 6, const 0L L    – некоторые положительные постоянные. 

С учетом (25), (26) из формулы приращения (17) получим, что вдоль оптимального управления 

    , :o ou t v x  

                                       
1

0

ε , ε θ, ε 0
x

o o
u u

x
S u v H x dx o      .                                        (27) 

Теперь специальное приращение оптимального управления определим по формуле 

   ε , ,u t u t t T   

 
 

 μ

, ξ, ξ ε ,

, \ [ξ, ξ ε),

v x
v x

v x x X

   
 

                                                  (28) 
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где  0 1ξ ,x x  – произвольная точка непрерывности управляющей функции  xv ; Vv  – произволь-

ный вектор; μ 0  – произвольное достаточно малое число, такое что 1ξ μ x  . 

Через     μ μ, ,z t x y x   обозначим специальное приращение состояния     xyxtz  ,, , отвеча-

ющее приращению (28) управления     xvtu  , . 

Из оценок (23), (24) следует, что  

   μ 7 μ 8, μ, μz t x L y x L    ,                                              (29) 

где 7 8, const 0L L    – некоторые положительные постоянные. 

Принимая во внимание эти оценки и формулу (27), из (17) получим, что 

         μ , , , μ ξ μ 0o o o o o
v vS u v S u v S u v M o        .                          (30) 

Из неравенств (27), (30), в силу произвольности ε  и μ  приходим к соотношениям 

 
1

0

θ, 0
x

u
x

H x dx  ,                                                               (31) 

  0vM   .                                                                     (32) 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления     xvtu  ,  в задаче (1)-(6) необходимо, 

чтобы неравенства (31), (32) выполнялись соответственно для всех  0 1θ ,t t , Uu  и  0 1ξ ,x x , Vv . 

Неравенства (31), (32) являются необходимыми условиями первого порядка и пара неравенств 
(31), (32) представляет собой аналог принципа максимума Понтрягина для рассматриваемой задачи.  

Формула приращения (17) позволяет исследовать также случай особых управлений. 
Определение 1. Если выполняются соотношения 

 
1

0

θ, 0
x

u
x

H x dx   для всех  0 1θ ,t t , Uu ,                                     (33) 

 ξ 0vM   для всех  0 1ξ ,x x , Vv ,                                         (34) 

то допустимое управление     xvtu  ,  назовем особым, в смысле принципа максимума Понтрягина, 

управлением. 
Из определения 1 видно, что для особых управлений условие максимума (31), (32), вырождаясь, 

становится неэффективным. Поэтому нужны новые необходимые условия оптимальности. Понятие осо-
бого управления было введено Л.И. Розоноэром [5]. В дальнейшем особые управления исследовались 
Г. Келли [6], Р. Коппом и Г. Мойером [7], Ю.И. Параевым [8], Р. Габасовой, Ф.М. Кирилловой [9] и др. 
Довольно полный обзор соответствующих результатов имеется в работах [9–16] и др. Заметим, что особые 
управления возникают во многих прикладных задачах управления (см., например, [6, 7, 9, 17, 18] и др.). 

Перейдем к выводу необходимых условий оптимальности для особых управлений. 

Из (7), (8) видно, что     xtzxy ,,  является решением линеаризованной задачи 

           2 ;y v xy x g x y x g x x v        ,                                      (35) 

  00  xy ,                                                                (36) 

           3

,
, , , , ;z u t

z t x
f t x z t x f t x t x u

z


      


,                              (37) 

   xyxtz  ,0 .                                                                (38) 

Здесь по определению 

           2 4η ; v xx v x g x y x o y x      , 

           3 5η , ; , , ,zu tt x u t f t x z t x o z t x      . 
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Решения уравнений (35), (36) и (37), (38) на основе аналога формулы Коши о представлении ре-
шений линейных дифференциальных уравнений (см., например, [19, 20]) имеют вид 

          
0

4, ;
x

v s
x

y x x s g s ds x v x       ,                                          (39) 

              
0

0 5, , , , , , , ;
t

u
t

z t x F t x f x d F t t x y x t x u t          .                     (40) 

Здесь  

       
0

4 2η ; , η ;
x

x
x v x x s s v s ds    , 

       
0

5 3η , ; , , η , ;
t

t
t x u t F t x x u d       , 

где  sx, ,  , ,F t x  –  nn  матричные функции, являющиеся решениями матричных  дифференци-

альных уравнений 
        ,,,,, Exxsgsxsx ys   

       ,τ, ,τ, τ, , , , ,zF t x F t x f x F t t x E     

где E –  nn  единичная матрица. 

Из (39) с учетом представления (40) получаем 

                    
0 0

0 6τ, ,τ, τ, , , , η , ; ,
t x

u v s
t x

z t x F t x f x d F t t x x s g s ds t x u t v x           .  (41) 

Здесь по определению 

            6 5 0 4η , ; , η , ; , , η ;t x u t v x t x u t F t t x x v x      . 

С учетом оценок (23), (24) из представлений (39), (41) получаем 

         
0

, , , , ; ,
t

u
t

z t x F t x f x d o t x
         ,   0y x  ,                         (42) 

           
μ

0

μ 0, , , , μ; ,
x

v s
x

z t x F t t x x s g s ds o t x     ,                                (43) 

                                                
μ

0

μ , μ
x

v s
x

y x x s g s ds o     .                                           (44) 

В особом случае из формулы приращения (13) получаем справедливость разложений 

           

 
            

1 1 1

0 0 0

ε

2
1

ε ε ε ε
, 1

, ,

, , ,..., ,1 1
, , , , ,

2 2

o o o o

x t xk k
i j zz

i j i jx t x

S u t u t v x S u t v x

F x z T x z T x
z T x z T x dx z t x H t x z t x dxdt

b b

    


       

 
   

 

       1 1

ε
0 0

2
ε, , ε ,

t x

zu t
t x

H t x z t x dxdt o                                                      (45) 

           

          

                
1 1

μ
0 0

μ

2
1 2

μ μ
, 1

2
1 2

μ μ μ
, 1

, ,

, ,...,1

2

, , , , ,..., ,1
, ,

2

o o o o

k k
i j

i j i j

x xk k
i j yv x

i j i jx x

S u t v x v x S u t v x

y X y X y X
y X y X

a a

F x z T x z T x z T x
z T x z T x dx M x y x dx

b b





    

 
   

 


       

 



  
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             1 1 1

0 0 0

2
μ μ μ μ

1 1
, , , μ .

2 2

x t x

yy zz
x t x

y x M x y x dx z t x H t x z t x dx dt o                      (46) 

Из (42) следует 

           
0

, , , ,
t

i i i u
t

z T x F T x f x d o
           ,                             (47) 

где  αi t  – характеристическая функция отрезка  iTt ,0 . 

Используя (47), доказывается справедливость следующих тождеств: 

 
            

     
            

1 1 1 1

0 0 0 0

ε ε

2
1 2

ε ε

2
1 2

, , , , ,..., ,
, , β β

, , ,..., ,
τ, ,τ, , , , ε ,

x x t t
k

i j i j
i jx x t t

k
i ju u s

i j

F x z T x z T x z T x
z T x z T x dx s

b b

F x z T x z T x
f x F T x F T s x f s x ds d dx o

b b


    

 


   

 

   
 (48) 

                 
1 1 1 1 1

ε ε ε
0 0 0 0

2
ε, , τ, τ, , , τ ε ,

t x t x t

z zu t u u t
t x t x t

H t x z t x dxdt H x F t x f t x d dxdt o

 
       

  
       (49) 

     

         
 

     

1 1

0 0

1 1 1 1

ε ε
0 0 0

ε ε

2

max τ,

, , ,

, , τ, , , , , τ ε .

t x

zz
t x

t x t x

zzu u s
t x t s

z t x H t x z t x dxdt

f x F t x H t x F t s x dt f s x d ds dx o

  

       
  

 

   

    (50) 

Далее из представления (44) следует 

           
1

ε
0

μ α , μ
x

i i i v s
x

y X s x s g s ds o     .                              (51) 

При помощи представлений (44), (51) получаем 

 
              

   
              

1 1

0 0

ε

2
1 2

μ μ

2
1 2 2

β

, ,...,
α α α β ,α

, ,...,
α , ,

x x
k

i j i j j
i j x x

k
jv v

i j

y X y X y X
y X y X x

a a

y X y X y X
g x g d d o

a a  

 
    

 

 
       

 

 
         (52) 

 
        

       
        

 

     

1

0

1 1 1

μ
0 0

μ

2
1 2

μ μ

2
1

0 0τ
max τ,

2

, , , , ,..., ,
, ,

, , ,..., ,
τ , , , τ , , ,

μ ,

x
k

i j
i jx

x x x
k

i jv
i jx x s

v s

F x z T x z T x z T x
z T x z T x dx

b b

F x z T x z T x
g F T t x x F T t x x s dx

b b

g s ds d o


  

 

            

  



      (53) 

                 
1 1 1

μ μ μ
0 0

2
μ , μ

x x x

y yv x v s v x
x x x

M x y x dx M s s x ds g x dx o
 

         
  

   ,              (54) 

               
 

     1 1 1 1

ε
0 0 0

2
μ τ

max τ,

τ , τ , τ μ
x x x x

yy yyv v s
x x x s

y x M x y x dx g x M x x s dx g s ds d o


            
  

    , 

     
1 1

0 0

μ μ, , ,
t x

zz
t x

z t x H t x z t x dxdt                                                 (55) 
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             
 

     1 1 1 1

μ μ
0 0 0

2
0 0τ

max τ,

τ , τ , , , , , , τ μ .
x x t x

zzv v s
x x t s

g x F t t x H t x F t t x x s dt dx g s ds d o
          
  

     

Введем обозначения: 

       
    

2

, 1

, ,
τ,α, β τ β , τ, ,α,

k i
i j i j

i j i j

G x z T x
K x s F T x F T x

b b






  

 
  

     
 

1 2

2
max τ,

,
,τ, ,α, ,

t H t x
F t x F t x dt

z





                                            (56) 

       
        

   
          

 

1

2
1 2

, 1

2
1 2

0 0
max τ,

, ,...,
τ, α τ α , τ ,

, , , , ,..., ,
, , , τ , , ,

k k
i j i j

i j i j

x
k

i j
i js

y X y X y X
L s s x x s

a a

F x z T x z T x z T x
F T t x x F T t x x s dx

b b



 
    

 


    

 





             (57) 

     
 

         
 

1 1 1

0

0 0
max τ, max τ,

, τ , , , , , , , , .
x t x

yy zz
s t s

x M x x s dx x F t t x H t x F t t x x s dt dx            

Учитывая введенные обозначения (56), (57) и тождества (52)–(57), формулы приращения (45), (46) 
после некоторых преобразований запишем следующим образом: 

           
           1

0

ε

2
2

, ,

ε
θ, θ,θ, θ, θ, θ, ε ,

2

o o o o

x

u u u z u
x

S u t u t v x S u t v x

f x K x f x H x f x dx o

    

          
              (58) 

            

           
           

μ

2
2

, ,

μ
ξ ξ,ξ ξ ξ ξ μ .

2

o o o o

v v v y v

S u t v x v x S u t v x

g L g M g o

    

          

                           (59) 

Учитывая произвольность и независимость ε 0  и μ 0 , из разложений (58), (59) получаем, что 

вдоль особого оптимального управления     xvtu  ,  выполняются соотношения 

         
1

0

θ, θ,θ, θ, θ, θ, 0
x

u u u z u
x

f x K x f x H x f x dx                                 (60) 

для всех  0 1θ ,t t , ,u U  

         ξ ξ,ξ ξ ξ ξ 0,v v v y vg L g M g                                            (61) 

для всех Vv ,  0 1ξ ,x x . 

Сформулируем результат. 
Теорема 2. Для оптимальности особого, в смысле принципа максимума Понтрягина, управления 

    xvtu  ,  необходимо, чтобы неравенства (60), (61) выполнялись для всех Uu ,  0 1θ ,t t  и Vv , 

 0 1ξ ,x x  соответственно. 

Заметим, что необходимые условия оптимальности (60), (61) являются аналогами условия опти-
мальности Габасова–Кирилловой (см., например, [9, 10]). 

 
Заключение 

 
В работе изучается задача оптимального управления типа А.И. Москаленко для многоточечного 

критерия качества. Применяя схему, предложенную в работах [11, 14, 15 и др.], установлено необходи-
мое условие оптимальности особых, в смысле принципа максимума Понтрягина, управлений. 
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Suppose you want to minimize the multi-point functional 

               
1

0

1 2 1 2, ,..., , , , , ,..., ,
x

k k
x

S u y X y X y X F x z T x z T x z T x dx                                   (1) 

with constraints 

  rRUtu  ,  10 , ttTt  ,   qRVxv  ,  10 , xxXx  ,                                       (2) 

      tuxtzxtf
t

xtz
,,,,

,





,     XTDxt , ,                                                    (3) 
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   ,,0 xyxtz       Xx ,                                                                          (4) 

    xvxyxg
dx
dy

,, ,   Xx ,                                                                   (5) 

  00 yxy  .                                                                                        (6) 

Here  uzxtf ,,,   vyxg ,,  is a given n -dimensional vector-function defined and continuous in rn RRD   qn RRX   

together with partial derivatives with respect to  z y  up to  the second order inclusive,  10 , ttTi   ki ,1 , 

 1210 ... tTTTt k  ,  10 , xxX i    1210 ... xXXXx k   are given points,  1 2, ,..., ka a a

  1 2, , ,..., kF x b b b is a given and continuous in k nR    k nX R   together with the partial derivatives up to  the second order inclu-

sive a scalar function, U and V are  non-empty and bounded sets,  u t   v x is a piecewise continuous (with a finite number of 

points of discontinuity of the first kind) vector-function of control actions. 
Paper deals obtaining the necessary conditions for optimality in the problem (1)–(6). 
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АДАПТИВНОЕ ПРОГНОЗИРУЮЩЕЕ УПРАВЛЕНИЕ В ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМАХ 
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Рассматривается задача синтеза адаптивного прогнозирующего управления, построенного на основе слежения за 
желаемым выходом системы при наличии в описании модели неизвестных параметров и неизвестного входа. 
Прогнозирование осуществляется на основе вычисления оценок состояний объекта, параметров и неизвестного 
входа. Рассматривается задача адаптивного управления экономической системой производства, хранения и по-
ставок товара потребителям.  
Ключевые слова: дискретные системы; прогнозирующее управление; адаптивное управление; неизвестный 
вход; модель производства. 
 

При синтезе управлений широко используется метод управления динамическими объектами с 
применением прогнозирующих моделей – Model Predictive Control (MPC) [1]. Область применения MPC 
охватывает задачи управления технологическими процессами, производственными системами, управ-
ления запасами, задачи управления портфелем ценных бумаг [1–6] и др. 

В работе рассматривается задача синтеза адаптивного прогнозирующего управления для динами-
ческих объектов с неизвестными параметрами и неизвестным входом, при этом применяются методы 
идентификации неизвестных параметров объекта [7, 8], методы вычисления оценок вектора состояния 
объекта, использующие оценки неизвестного входа [9–12]. Дано применение метода к задаче синтеза 
адаптивного прогнозирующего управления производством, хранением и поставками товара с учетом 
возможного наличия в модели объекта неизвестного входа. 

 

1. Постановка задачи 
 

Модель объекта, наблюдений и выхода описывается следующими линейно-разностными уравне-
ниями: 

ttttttt wIruBxAx  )()(1 , 00| xx tt  ,                                          (1) 

t t tHx v   ,                                                                   (2) 

tt Gxy  ,                                                                      (3) 

где n
t Rx   – состояние объекта; m

t Ru   – управляющее воздействие (известный вход); l
t R   – наблю-

дения; q
t Rr   – неизвестный вход; p

t Ry   – управляемый выход; t – неизвестный вектор; )( tA  , )( tB  , 

I, ,H  G  – матрицы соответствующих размерностей. Случайные возмущения wt, шумы измерения vt и век-

тор начальных условий 0x  подчиняются гауссовскому распределению с характеристиками:  

, ,{ } 0, { } 0, { } , { } , { } 0,t t t k t k t k t k t kw v w w W v v V w v               

0 0M{ }x x , 
00 0 0 0M{( )( ) } xx x x x P   . 

Ограничения на векторы состояния и управления представимы в виде 

1 1 2 1 2 2( ) ( ), ( , ) ( , )t t t ta t S x a t x t S u x t      ,                                         (4) 

где S1 и S2 – структурные матрицы полного ранга, состоящие из нулей и единиц, определяющие компо-
ненты векторов xt и ut, на которые накладываются ограничения; )(1 ta , )(2 ta , ),(1 txt , ),(2 txt  – задан-

ные векторы и вектор-функции соответствующих размерностей. 
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Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям ψt определить стратегию управления в условиях непол-
ной информации о модели, при которой вектор выхода системы yt будет близок к заданному вектору ty . 

 

2. Прогнозирование поведения объекта в условиях неполной информации о модели 
 

Прогнозирование поведения объекта и вектора выхода системы осуществляется с использованием 
экстраполятора Калмана на основе оценок вектора состояния |ˆi tx , вектора выхода |ˆi ty  и оценки вектора 

неизвестного входа tr̂ :  

)ˆ(ˆˆˆˆˆ 1|1||1   tttttttttttt xHKrIuBxAx , 01|0ˆ xx  ,                                    (5) 

tttt xGy |1|1 ˆˆ   ,                                                                    (6) 
1

)(ˆ 

  VHHPHPAK tttt ,                                                     (7) 
TT

1
ˆ)(ˆˆˆ 1

ttttttttt AHPVHHPHPAAPAWP


 
 , 

00 xPP  ,                                (8) 

где )ˆ(ˆ
tt AA   и )ˆ(ˆ

tt BB   – матрицы, полученные в результате идентификации модели.  

Идентификацию модели можно осуществить с помощью фильтра Калмана и модифицированного 
метода наименьших квадратов. 

 

3. Идентификация модели с использованием фильтра Калмана 
 

Идентификацию модели осуществим с помощью фильтра Калмана. В этом случае для идентифи-
кации необходимо иметь определенный уровень априорной информации о неизвестном векторе t . 

Предположим, что закон поведения неизвестного вектора задается следующим уравнением: 

tttt  1 , 00|  tt ,                                                        (9) 

где t  – матрица, определяющая динамику неизвестного вектора в момент времени t; t  – случайная 

гауссовская величина с нулевым средним и ковариацией ,{ }t k t t k
      ; 0  – случайный вектор 

начальных условий с известными характеристиками 

00}{  , 
00 0 0 0{( )( ) } P
        .  

Будем предполагать, что матрицы )( tA   и )( tB   линейно зависят от t . Тогда можно представить век-

тор 1tx   в виде линейной функции от t : 

tttttttttttttt wIruxuxwIruBxAx  ),(),()()(1 .                     (10) 

Умножив (10) слева на матрицу Н и добавив 1tv  к левой и правой частям (10), получим 

1111 ),(),(   ttttttttttt vHIrHwuxHuxHvHx .                        (11) 

Далее, используя алгоритм фильтрации Калмана к модели (9) и каналу наблюдений (11), при этом заме-
нив в (11) xt и rt на их оценки, получим оценку неизвестного параметра в момент времени t+1, которая 
определяется из следующих выражений:  

 ttttttttt rHHK ˆˆˆˆˆˆ
11   , 00

ˆ  ,                                  (12) 

  1

ˆˆˆ


  VHWHPPK tt tttt ,                                             (13) 

t t t t tP P      , 1
ˆ( )t n t t tP E K P    , 

00P P ,                                     (14) 

где | 1
ˆ ˆ( , )t t t tx u   , | 1ˆ ˆ( , )t t t tx u   . Оценка вектора состояния  определяется по формуле 

1| | 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) , (15)t t t t t t t t t t t tx A x B u Ir Ir           

 ˆ ˆ ˆгде ( ),t t tA A   ˆˆ ˆ ( ).t t tB B   

Для построения оценок неизвестного входа будем использовать модифицированный метод МНК 
[9], в основу которого положена минимизация следующего критерия: 

ttx |1ˆ 
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 2 2

1 | 1 1
1

ˆ ˆ ˆ( ) ψ
RR

t

t i i i i DC
i

J r Hx r  


   ,                                                    (16) 

где CR и DR – симметричные, положительно определенные матрицы. 
Оптимизация критерия до текущего момента времени t сводится к минимизации критерия в каж-

дый момент времени ti ,1 : 

 
0 11

2 2

1 | 1 1ˆ ˆˆ
1

ˆ ˆ ˆ( ) min min min ψ
RRt

t

t i i i i DCr rr i
J r Hx r


  



   .                                      (17) 

Оптимальная оценка неизвестного входа на шаге 1t  

 
0

2 2

0 1 1|0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ( ) min ψ

RR DCr
J r Hx r   . 

Учитывая, что 1|0 0 0 0ˆ ˆx Ax Bu Ir   , имеем 

 
0

2 2

0 1 0 0 0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ( ) min ψ

R RC Dr
J r HAx HBu HIr r     .                                             (18) 

После преобразований получаем 

    
0

0 0 0 0 1 0 0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min 2T T

R R Rr
J r r I H C HI D r r I H C HAx HBu           , 

где 0  – величина, не зависящая от 0̂r . 

Оптимальная оценка находится из условия 

   0
0 1 0 0

0

ˆ( )
ˆ2 2 0

ˆ
T T

R R R
J r I H C HI D r I H C HAx HBu

r
 

      


, 

откуда получаем оптимальную оценку неизвестного входа в момент времени 1t :  

 0 1 0 0ˆ Rr S HAx HBu    ,                                                            (19) 

где   R
T

RR
T

R CHIDHICHIS  
1

. Подставляя полученное выражение для 0̂r  в (18), вычисляем опти-

мальное значение критерия в момент времени 1t : 

   0 1 0 0 1 0 0ˆ( ) ψ ψRJ r HAx HBu M HAx HBu
     ,                                    (20) 

где   RRR
T

RRRRR SDHICHISHISCCM  2 . 

В момент времени 2t  оптимальная оценка неизвестного входящего сигнала находится исходя 
из оптимизации следующего критерия: 

 
0 1

2 22 2

1 2 2|1 1 1 1|0 0ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min min ψ ψ

R RR RD DC Cr r
J r Hx r Hx r      . 

Выражение для 1̂( )J r  может быть преобразовано следующим образом: 

 
1

2 2

1 2 2|1 1 0ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min ψ ( )

RR DCr
J r Hx r J r      

 
1

2 2 2

2 1|0 1 1 1 1 0 0ˆ
ˆ ˆ ˆmin ψ ψ

R RR D MCr
HAx HBu HIr r HAx HBu          

    
1

1 1 1 2 1|0 1 1ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆmin 2 ψT T

R R Rr
r I H C HI D r r I H C HAx HBu          , 

где 1  – величина, не зависящая от 1̂r . Дифференцируя по 1̂r , по аналогии с операциями, проведенными 

на первом шаге, имеем 

 1 2 1|0 1ˆ ˆψRr S HAx HBu   ,                                                                (21) 

   1 2 1|0 1 2 1|0 1ˆ ˆ ˆ( ) ψ ψRJ r HAx HBu M HAx HBu


     .                                           (22) 

Для последующих шагов применяя метод математической индукции, получим 

 1 | 1ˆ ˆψt R t t t tr S HAx HBu    .                                                              (23) 
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5. Синтез адаптивного управления 
 

Реализуем прогнозирование поведения объекта и выхода системы с использованием следующих 
формул: 

1|

1 1 1

| |
1 1 1

ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
t t

i k k

t i t t i k t i l t i k t i k t t i l t i k
k l l

x A x A B u A Ir


  

            
  

     
       
     
   ,                    (24) 

1|

1 1 11 1

| |
1 11 1 1

ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
t t

i k ki i

t i t t i t i k t i t i l t i k t i k t t i t i l t i k
k kk l l

y G A x G A B u G A Ir


   

               
   

     
       

     
    ,      (25) 

где |t k tu   – управление, используемое для прогнозирования.  

Уравнения для прогнозируемых векторов состояния и выхода представляются в векторно-
матричной форме 

1
ˆˆ ˆ ˆˆˆt t |t t tX = x + U SR   , 

1
ˆˆ ˆ ˆˆˆt t |t t tY = x + U QR   ,                                                               (26) 

где векторы ˆ ˆ ˆ, , ,t t t tX Y U R  имеют вид  























tNt

tt

t

x

x
X

|

|1

ˆ

ˆ
ˆ  , 























tNt

tt

t

y

y
Y

|

|1

ˆ

ˆ
ˆ  , 























tNt

tt

t

u

u
U

|

|1

 , 
1|

|

ˆ
ˆ ,

ˆ

t t

t

t N t

r
R

r





 
   
  

  

матрицы ˆ ˆˆ ˆ, , ,t t S Q   определяются следующим образом: 





































1

1

12

1

ˆ

ˆˆ

ˆ

ˆ

N

k
kNt

tt

t

n

t

A

AA
A
E


, 







































1

1

123

12

1

ˆ

ˆˆ

ˆ

ˆ

N

k
kNtNt

ttt

tt

t

t

AG

AAG
AG

G


, 

2 3

0 0 0 0

0 0 0

ˆ ˆ 0 0

ˆ ˆ 0N N

I

S AI I

A I A I I 

 
 
 
 
 
 
 
 





    



, 

2 3

0 0 0 0

0 0 0

ˆ ˆ 0 0

ˆ ˆ 0N N

GI

Q GAI GI

GA I GA I GI 

 
 
 
 
 
 
 
 





    



.                   (27) 

В случае M < N матрицы t̂P   и ˆ
t   вводятся следующим образом: 































































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


















































































 





Mt

MN

p

p

k
kNtt

N

k
kNtt

N

k
kNt

MtMtt

M

k
kMtt

M

k
kMt

Mtt

M

k
kMtt

M

k
kMt

ttt

t

t

BABABA

BABABA

BBABA

BBA
B

ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ

0

ˆˆ
00ˆ
000

ˆ

1

1
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, 

 



27 

1

2 1 2

1 2

1 1 1 2
1 1

1

2 1 1 2 1
1 1

2

1
1

0 0 0

ˆ 0 0

ˆ ˆ

0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

t

t t t

M M

t M k t t M k t t M
k kt

M M

t M k t t M k t t M t M
k k

N

t N k t
k
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GA B GB

G A B G A B GB

G A B G A B GA B

G A B


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 

        
 



          
 



  


   
        
   
   
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 
 
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 







 
  





   
3 1

2
1 1

.

ˆ ˆˆ ˆ
pN N M

t N k t t N k t M
pk k

G A B G A B
  

     
 

 
 
 
 
 
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 
 
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 
 

   
   

    
 

                (28) 

При M = N: 
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
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.                      (29) 

Синтез управления осуществляется на основе минимизации критерия  
2 2

1| | | 1|
1 1

1 1
ˆ ˆ( , )

2 2

N M

t t t t k t t k t k t t k tC D
k k

J x U y y u u     
 

     , 

который можно записать в следующем виде: 

1|

1
ˆ( , )

2t t t t t t t t tJ x U U FU U f 
     ,                                              (30) 

где  – слагаемое, не зависящее от управления,  

DCF   , 
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матрицы  и  имеют вид 

2 0 0
0 0

2 0
0 0

, . (31)
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Окончательно адаптивное управление примет вид 

t

C D
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  **
|1 00 tntt UEu  , 

где *
tU  определяется численно на основе оптимизации критерия (30) с учетом ограничений (4). 

 
6. Применение алгоритма к задаче управления системой производства, 

хранения и поставок товара потребителям 
 

Рассмотрим задачу управления производством, хранением и поставками товаров потребителям [4]. 
Модель объекта с дополнительно включенными неизвестными составляющими возмущений имеет вид 

1 ( )t t t t tq = A q +b     , 00 qq  , 

1 ( )t t t t t tz = z + B d       , 0 0z z ,                                                  (32) 

где s
tq R , qi,t – количество товара i-го типа у потребителя в момент времени t ( 1,t T , 1,i s ); zi,t – 

количество товаров i-го типа на складе производителя; ωi,t – объем производства товаров i-го типа; φi,t – 
объем поставок товаров i-го типа; bt, dt – неизвестные составляющие возмущений; t , t  – векторные 

гауссовские случайные последовательности (M{ t } = 0, M{ t } = 0, ,M{ }t k t k
    , ,M{ }t k t k

    , 

M{ } 0t k
   ); ( )A   и ( )B   – матрицы; – неизвестный постоянный вектор.  

В каждый момент времени t должны выполняться ограничения 

min max max, 0 , 0 .t t t tz z z z         

Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям определить стратегию управления производством, 
хранением и поставками товара, обеспечивающую количество товара у потребителя qt, близкое к задан-
ному вектору q , при неполной информации о параметрах модели. 

Моделирование проводится для следующих исходных данных: 
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Результаты численного моделирования алгоритма адаптивного управления, использующего 

оценки параметров θ и r, приведены в виде графиков переходных процессов на рис. 1–3.  
 

 
 

Рис. 1. Динамика изменения количества товаров у потребителя  
(пунктирная линия – заданный уровень количества товара у потребителя,  

сплошная – количество товара у потребителя) 
 

t
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Рис. 2. Динамика изменения количества товаров на складе и объемов поставок  
(сплошная линия – количество товара на складе производителя,  

точки – объем поставок товаров, пунктирная линия – ограничения) 
 

 
 

Рис. 3. Процессы изменения объемов производства товаров  
(сплошная линия – объем производства товара, пунктирная – ограничения) 

 

Результаты моделирования показали, что дополнение алгоритмов адаптивного управления, ис-
пользующих идентификацию неизвестных параметров, процедурами оценивания неизвестного входа 
позволяет реализовать цель управления экономическим объектом в условиях неполной информации о 
модели объекта.  

 
Заключение 

 
Разработаны алгоритмы синтеза адаптивного прогнозирующего управления дискретным объек-

том в условиях неполной информации о параметрах модели и при наличии в модели объекта неизвест-
ного входа.  

Дано применение алгоритма адаптивного прогнозирующего управления к экономической системе 
производства, хранения и поставок товаров потребителям.  
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The model of the object, observations and output is described by the following linear difference equations: 

1 ( ) ( )t t t t t t tx A x B u Ir w       , | 0 0t tx x  , 

t t tHx v   , 

t ty Gx , 

where n
tx R is the state of the object, m

tu R is the control (known input), l
t R   is the observations vector, 

q
tr R  is an un-

known input, p
ty R is the controlled output, t  is an unknown parameter vector, ( )tA  , ( )tB  , I, ,H  G  are matrices. The ran-

dom perturbations wt, the measurement noise vt, and the vector of initial conditions x0 are not correlated to each other and obey a Gauss-
ian distribution with characteristics: 

, ,{ } 0, { } 0, { } , { } , { } 0,t t t k t k t k t k t kw v w w W v v V wv               

0 0M{ }x x , 
00 0 0 0M{( )( ) } xx x x x P   . 

Restrictions on the state and control vectors are representable in the form 

1 1 2 1 2 2( ) ( ), ( , ) ( , )t t t ta t S x a t x t S u x t      , 

where S1 and S2 are structure matrices of full rank consisting of zeros and ones defining the components of the vectors xt and ut, on 

which constraints are imposed; 1( )a t , 2 ( )a t , 1( , )tx t , 2 ( , )tx t  are the given vectors and vector-functions. 

Based on the minimization of the criterion 
2 2

1| | | 1|
1 1

1 1
ˆ ˆ( , )

2 2

N M

t t t t k t t k t k t t k tC D
k k

J x U y y u u     
 

      

algorithms for the synthesis of adaptive predictive control of a discrete object under conditions of incomplete information about the 
parameters of the model and in the presence of an unknown input in the model of the object are considered.  

The application of the algorithm of adaptive predictive control to the economic system of production, storage and delivery of goods 
to consumers is given. 
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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРА НЕПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ 
СЛУЧАЙНОЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ В ПУАССОНОВСКОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ 

 
Рассматривается простейший поток событий с параметром λ, функционирующий в условиях непродлевающего-
ся мертвого времени, порождаемого текущим наблюдаемым событием. Случайное мертвое время распределено 
по экспоненциальному закону с параметром α. Показано, что оценивание неизвестных параметров λ и α (λ	≠	α) 
методом максимального правдоподобия либо методом моментов неосуществимо. Оценивание является возмож-
ным указанными методами только тогда, когда один из параметров является известным либо известно, что λ = α. 
При этом метод максимального правдоподобия обеспечивает более приемлемые оценки, чем метод моментов. 
Ключевые слова: простейший поток; непродлевающееся мертвое время; оценки параметров; метод максималь-
ного правдоподобия; метод моментов. 

 
Распространенными математическими моделями физических явлений и процессов являются по-

токи событий. В частности, такие модели применяются при исследовании информационных потоков 
сообщений в телекоммуникационных системах, в спутниковых сетях связи и т.п. Задачи по оценке па-
раметров случайных потоков событий возникают в оптических и лазерных системах, функционирую-
щих в режиме счета фотонов. В большинстве публикаций авторы рассматривают математические моде-
ли потоков событий, когда события потока доступны наблюдению. Однако на практике возникают си-
туации, когда наступившее событие влечет за собой ненаблюдаемость последующих событий. Причи-
ной ненаблюдаемости выступает мертвое время регистрирующих приборов [1, 2], в течение которого 
зарегистрированное событие обрабатывается; другие же события, поступившие в этот период, теряют-
ся. Регистрирующие приборы при этом делятся на два вида: с непродлевающимся мертвым временем и 
продлевающимся [Там же]. Задачи по оценке параметров и состояний потока событий в условиях нали-
чия мертвого времени фиксированной длительности рассматривались в работах [3–33]. При этом в [3, 
5–8, 10, 12–16, 18–31] получены результаты для непродлевающегося мертвого времени, в [4, 9, 11, 17] – 
для продлевающегося. 

При непродлевающемся мертвом времени фиксированной длительности Т решены задачи по 
нахождению оценки ෠ܶ: в [3] – для пуассоновского потока, в [5, 6] – для синхронного альтернирующего 
потока, в [7, 8, 10] – для асинхронного альтернирующего потока, в [12] – для синхронного потока, в 
[13–15] – для асинхронного потока, в [16, 18] – для полусинхронного потока, в [19–21] – для обобщен-
ного асинхронного потока, в [22, 23] – для обобщенного полусинхронного потока, в [24, 25] – для МАР-
потока, в [26, 27] – для модулированного синхронного потока, в [28, 29] – для модулированного обоб-
щенного полусинхронного потока, в [30–33] – для модулированного МАР-потока; при продлевающемся 
мертвом времени фиксированной длительности Т – в [4] (для пуассоновского потока), в [9] – для аль-
тернируюшего асинхронного потока, в [11] – для синхронного потока, в [17] – для полусинхронного 
потока. 

Однако достаточно открытым остается вопрос изучения потоков событий, когда мертвое время 
является случайной величиной с тем или иным законом распределения. В настоящей статье в текущем 
времени строятся оценки параметров наблюдаемого потока, порожденного пуассоновским потоком, 
функционирующим в условиях непродлевающегося мертвого времени случайной длительности. 
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1. Математическая модель наблюдаемого потока 
 

Рассматривается пуассоновский поток событий интенсивности λ. После каждого зарегистриро-
ванного в момент времени tk события наступает период мертвого времени случайной длительности, в 
течение которого другие события потока недоступны наблюдению и не вызывают его продления (не-
продлевающееся мертвое время). По окончании периода мертвого времени первое наступившее собы-
тие снова создает период мертвого времени случайной длительности и т.д. Принимается, что длитель-
ность мертвого времени распределена по экспоненциальному закону с параметром α. Вариант возник-
новения ситуации приведен на рис. 1, где прямоугольниками обозначены периоды мертвого времени 
длительности Т1, Т2,…; t1, t2,… – моменты наступления событий в наблюдаемом потоке. 

 

 
 

Рис.1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Рассматривается установившийся (стационарный) режим функционирования наблюдаемого по-
тока событий, поэтому переходными процессами на полуинтервале наблюдения (t0, t], где t0 – начало 
наблюдений, t – окончание наблюдений, пренебрегаем. Тогда без потери общности можно положить 
t0 = 0.  

Предполагается, что параметры наблюдаемого потока   и   являются неизвестными. Необходи-
мо в момент окончания наблюдений (в момент времени t) на основании выборки t1, t2, .., tn наблюден-
ных моментов наступления событий потока осуществить методом максимального правдоподобия и ме-

тодом моментов построение оценок ̂  и ̂  и произвести сравнение качества полученных оценок. 
 

2. Оценки максимального правдоподобия параметров ૃ и α 
 

Обозначим через kkk tt  1 , k = 1,2…, значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока ( 0k ). Так как рассматривается стационарный режим, то плотность 

вероятности значений длительности k-го интервала есть ݌α(τ௞) = α(߬), 0݌ , для любого k (индекс α 
подчеркивает, что плотность вероятности зависит от случайной длительности мертвого времени) в 
наблюдаемом потоке событий. В силу этого момент времен tk без потери общности можно положить 
равным нулю, т.е. момент наступления события есть τ = 0. В [3] получено выражение для плотности 
вероятности ݌(τ	ǀ	ܶ), когда длительность мертвого времени является детерминированной величиной: ݌(τ	ǀ	ܶ) = 0, τ < (T	ǀ	τ)݌  ,ܶ = λeିλ(τି୘), Т .                                        (1) 

Тогда плотность вероятности ݌α(τ)	 запишется в виде 

dТTpTpp  



0

)|()()( .                                                                  (2) 

Подставляя в (2) выражение (1) и учитывая, что TeTp )( , находим 

 
 




 eep )( , 0 .                                                          (3) 

Пусть 1 2 1t t   ,…, nnn tt  1 , 1 0  ,…, 0n  – последовательность измеренных в результате 

наблюдения за потоком в течение полуинтервала наблюдения (0, t] значений длительностей интервалов 

между соседними событиями потока. В силу предпосылок последовательность ሼτ௞ሽ	, nk ,1
 

, образует 
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конкретную реализацию выборки из совокупности независимых случайных величин. Тогда функция 
правдоподобия примет вид 

 1 n
1

λα
(α, λ|τ ,...,τ )

λ α
k k

n n

k

L e e 



    
 .                                         (4) 

Здесь возможны три варианта:  ,  ,   ( 0 , 0 ). 
Рассмотрим вариант  . Тогда, логарифмируя (4), после чего взяв первые производные по   и α, получим систему уравнений правдоподобия для определения оценок ̂ , ̂  

,0
)( 1

 











n

k
k kk

k

ee
en

                                                         (5) 
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                                                            (6) 

Преобразовывая (5), (6), находим 
 ˆ ,                                                                        (7) 

  
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  .01
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В (7), (8) величина   


n

k
kn

1
/1ˆ . Отметим, что уравнение (8) есть уравнение относительно  , 

решение которого определяет оценку ̂ . Подстановкой ̂  в уравнение (7) находится оценка ̂ . Если 

решение уравнений (7), (8) существует, то   ˆ/2ˆ ,   ˆ/2ˆ . 

Эквивалентные преобразования уравнения (5), (6) приводят к уравнениям 
 ˆ ,                                                                        (9) 
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                                (10) 

Уравнение (10) есть уравнение относительно  , решение которого определяет оценку ̂ . Подста-

новкой ̂  в уравнение (9) находится оценка ̂ . Если решение уравнений (9), (10) существует, то 

  ˆ/2ˆ ,   ˆ/2ˆ . 

Замечание 1. Уравнения (7), (8) и уравнения (9), (10) полностью идентичны. 
Замечание 2. Аналогичный результат получается для варианта  , за исключением того что 

  ˆ/2ˆ ,   ˆ/2ˆ . 

Рассмотрим вариант  . Тогда (4) выпишется в виде 

2
1

1 1

( | ,..., ) exp
nn

n
n k k

k k
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 

 
          

 
  . 

При этом из уравнения правдоподобия находится оценка  ˆ/2ˆ . 
Теорема 1. Метод максимального правдоподобия вне зависимости от соотношения неизвестных 

параметров   и   обеспечивает оценки ̂  и ̂  в виде  ˆ/2ˆˆ , т.е. его работоспособность распро-
страняется только на вариант  . 

Доказательство. Рассмотрим вариант  . В силу идентичности уравнений (8), (10) выпишем 
их в виде 
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Пусть ݔ∗	– корень уравнения (11). Тогда   x  – корень уравнения (8). С другой стороны, 
  x  – корень уравнения (10). Таким образом, имеем   . Тогда из (7) следует )1ˆ/(ˆ **  , 

из (9) следует )1ˆ/(ˆ **  . Так как   , то  ˆˆ . Из уравнений (7), (8) вытекает   ˆ/2ˆ , 

  ˆ/2ˆ . Тогда, так как  ˆˆ , имеем   ˆ/2ˆ ,   ˆ/2ˆ , поэтому   ˆ/2ˆˆ  – единственная точка, 

в которой уравнения (7), (8), а также уравнения (9), (10) не противоречивы.  
Аналогично рассматривается вариант  . Теорема 1 доказана. 

 
3. ММ-оценки параметров		ૃ и α 

 
Получим оценки параметров		λ и α методом моментов. Теоретическое среднее значение длитель-

ности интервала между соседними моментами наступления событий наблюдаемого потока (начальный 
момент первого порядка): 
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Начальный момент второго порядка 
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Т . Уравнения моментов при этом примут вид 

λ + α = τ̂ଵαλ	, 22
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Преобразовывая (12), находим  
 

λ = α/ሾτ̂ଵα− 1ሿ, 2 2
1 2 1ˆ ˆ ˆ[ (1 2) ] 1 0.                                           (13) 

 
Решением квадратного уравнения (13) являются корни αଵ и αଶ, которые определяют оценки 

αොଵ = αଵ , αොଶ = αଶ. В свою очередь, оценки αොଵ и αොଶ путем подстановки в первое уравнение (13) опреде-
ляют соответствующие оценки λ෠ଵ и λ෠ଶ. 

Эквивалентные преобразования уравнения (12) приводят к уравнениям 

α = λ/ሾτ̂ଵλ − 1ሿ, 2 2
1 2 1ˆ ˆ ˆ[ (1 2) ] 1 0.                                                (14) 

Решением квадратного уравнения (14) являются корни λଵ и λଶ, которые определяют оценки 
λ෠ଵ = λଵ , λ෠ଶ = λଶ. В свою очередь, оценки λ෠ଵ и λ෠ଶ путем подстановки в первое уравнение (14) определя-
ют соответствующие оценки αොଵ и αොଶ. 

Замечание 3. Уравнения (13) и (14) полностью идентичны. 
Теорема 2. Решение уравнений моментов (12) не существует. 
Доказательство. В силу идентичности уравнений (13), (14), полученных из (12), выпишем квад-

ратное уравнение в виде 
2 2
1 2 1ˆ ˆ ˆ( ) [ (1 2) ] 1 0.x x x                                                            (15) 

Корнями уравнения (15) являются  ݔଵ = τොଵ − ඥ2τොଶ − 3߬̂ଵଶ2߬̂ଵଶ − τොଶ , ଶݔ							 = τොଵ + ඥ2τොଶ − 3߬̂ଵଶ2߬̂ଵଶ − τොଶ . 
При этом должно выполняться ݔଵ > ଶݔ ,0 > 0, так как α > 0, λ > 0. 
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Если дискриминант ܦ = 2τ̂ଶ − 3߬̂ଵଶ < 0, то решение уравнения (15) не существует. Случай ܦ = 0, 
который приводит к оценкам αො = λ෠ = (2 τ̂)⁄ , имеет нулевую вероятность. Таким образом, если ܦ ≤ 0, то 
решение уравнений (12) не существует. Рассмотрим случай ܦ > 0: 1) пусть ݀ = ߬̂ଵଶ − (1/2)τ̂ଶ < 0, тогда 
решение уравнений (12) не существует; 2) случай ݀ = 0 имеет нулевую вероятность. Таким образом, 
если 		ܦ > 0 и ݀ ≤ 0, то решение уравнений (12) не существует. 

Рассмотрим последнюю ситуацию: ܦ > 0 и ݀ > 0. Так как 	ݔଵ – корень уравнения (13), то αଵ =  .ଵݔ
С другой стороны, ݔଵ – корень уравнения (14), тогда λଵ = ଵ, при этом (1ݔ τ̂ଵ)⁄ < ଵݔ < (2 τ̂ଵ)⁄ . Отсюда 
следует αଵ = λଵ. Из первого равенства системы (13) находим  λ෠ଵ = αଵ/ሾτ̂ଵαଵ − 1ሿ, из первого равенства 
системы (14) получаем αොଵ = λଵ/ሾτ̂ଵλଵ − 1ሿ. Так как 		αଵ = λଵ, то αොଵ = λ෠ଵ. Из уравнений (13) следует (1 τ̂ଵ)⁄ < 	αොଵ < (2 τ̂ଵ)⁄ , λ෠ଵ>(2 τ̂ଵ)⁄ . Из уравнений (14) вытекает (1 τ̂ଵ)⁄ < 	 λ෠ଵ < (2 τ̂ଵ)⁄ ,  αොଵ>(2 τ̂ଵ)⁄ . Так как 
уравнения (13), (14) эквивалентны, то единственная точка, которая одновременно удовлетворяет этим 
уравнениям, есть αොଵ = λ෠ଵ = (2 τ̂ଵ)⁄ . Последнее равенство возможно, если ܦ = 0. Выполнение  последне-
го равенства имеет нулевую вероятность, так что решения уравнений (12) не существует. 

Аналогичное утверждение имеет место для корня ݔଶ. Теорема 2 доказана. 
Таким образом, при оценке неизвестных параметров λ и α метод моментов неработоспособен. 
Замечание 4. Для варианта α	= 	λ имеем ଵܶ = (2 α)⁄ . Тогда уравнение моментов принимает вид (2 α) = τ̂ଵ⁄ , откуда следует αො = (2 τ̂ଵ)⁄ . 

 
4. МП- и ММ-оценки параметра α 

 
Пусть параметр λ	 является известным. 
МП-оценка параметра	 α. Для оценки параметра 	α	 имеем уравнение (6). Обозначим левую 

часть уравнения (6) через  ݂(α). После преобразования уравнение (6) примет вид  
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  0 , 

lim
α→଴ ݂(α) = ∞ , lim

α→ఒ ݂(α) = 2݊λ (2 − λτ̂ଵ),						 lim
α→∞ ݂(α) = − 0.																											(16)	 

Замечание 5. Функция ݂(α), по крайней мере, один раз пересекает ось абсцисс, т.е. решение 
уравнения (16) существует. 

Замечание 6. Решение уравнения (16) возможно только численно. 
ММ-оценка параметра α. Для оценки параметра 	α	 имеем первое  уравнение моментов (12), из 

которого получаем αො = λ/ሾτ̂ଵλ− 1ሿ. 
С целью установления качества получаемых оценок параметра α	 методом максимального прав-

доподобия и методом моментов поставлен статистический эксперимент. 
Отдельный j-й эксперимент (j=1,ܰതതതതത) заключается в следующем: 1) при заданных значениях α, λ и 

заданном времени моделировании 	 ௠ܶ	 осуществляется имитационное моделирование наблюдаемого 
потока; выходом имитационной модели является последовательность значений 1 , 2 …, n ; 2) численно 

решается уравнение (16), т.е. находится оценка ( )
МПˆ j ; 3) по первой формуле (14) находится оценка ( )

ММˆ j ; 

4) осуществляется повторение N раз шагов 1–3 для получения выборок достаточного объема. 
Результатом выполнения описанного алгоритма являются две выборки ( (1)

МП̂ ,…, ( )
МПˆ N ), ( (1)

ММ̂ ,…,
( )
ММˆ N ), на основании которых вычисляются выборочные средние 
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и выборочные вариации получаемых оценок 
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где α – известное истинное значение оцениваемого параметра (это значение задается в исходных дан-
ных имитационной модели наблюдаемого потока). 
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Программа расчета реализована на языке программирования С# в среде Microsoft Visual Studio C#. 
При проведении статистического эксперимента выбраны следующие параметры имитационной 
ли:		λ = 1, α = 2. В табл. 1, 2 в качестве иллюстрации приведены результаты эксперимента. Результаты 
получены для N = 100. 
 

Т а б л и ц а  1 

Результаты статистического эксперимента 60mT   

 

mT  20 30 40 50 60 

МП̂  2,628 2,701 2,349 2,295 2,278 

МПV̂  3,274 3,561 1,474 1,016 0,734 

ММ̂  63,135 3,806 2,685 2,501 2,352 

ММV̂  359361,2 19,696 24,892 3,184 1,069 

МП ММ
ˆ ˆV V  –359357,9 –16,135 –23,418 –2,168 –0,335 

                                                                                                     
Т а б л и ц а  2 

Результаты статистического эксперимента 100 500 mT  

 

mT  100 200 300 400 500 

МП̂  2,184 2,056 2,051 1,973 2,010 

МПV̂  0,350 0,137 0,063 0,061 0,040 

ММ̂  2,211 2,104 2,080 1,971 2,023 

ММV̂  0,446 0,255 0,096 0,076 0,050 

МП ММ
ˆ ˆV V  –0,096 –0,118 –0,033 –0,015 –0,010 

 

В первой строке таблиц указано время моделирования mT  (в табл. 1: mT 20, 30,…, 60; в табл. 2:  

mT 100, 200,…,500); во второй и четвертой строках приведены значения выборочных средних МП̂  и 

ММ̂ ; в третьей и пятой – значения выборочных вариаций МПV̂  и ММV̂ ; в шестой – значения разностей 

МП ММ
ˆ ˆV V . 

Анализ численных результатов показывает, что в смысле введенного критерия (выборочная вари-

ация оценки		αො) оценки МП̂  всегда лучше оценок ММ̂ . При этом качество оценок улучшается при уве-

личении времени моделирования mT , что является естественным. 
 

Заключение 
 

По результатам проведенного исследования можно сделать следующие выводы: 1) оценивание 
неизвестных параметров наблюдаемого потока α	, λ по наблюдениям моментов наступления событий 
методом максимального правдоподобия либо методом моментов является невозможным; 2) в случае, 
когда известно, что 	λ = α, либо известен параметр λ (параметр α), осуществимо оценивание параметра 
α (параметра λ), при этом метод максимального правдоподобия обеспечивает более приемлемые оцен-
ки, чем метод моментов. 
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Estimation of the parameter of unextendable dead time random duration in the Poisson flow of events. 
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We consider a Poisson flow of intensity events λ. After each event registered at time tk, a dead time period of random duration oc-
curs during which other events of the flow are unavailable to the observation and do not cause it to be prolonged (unextendable dead 
time). At the end of the dead time period, the first event that occurred again creates a period of dead time of random duration, etc. It is 
assumed that the dead time duration is distributed exponentially with the parameter α. 

The stationary mode of operation of the observed event flow is studied, therefore we neglect the transient processes on the observation half-
line (t0, t], where t0 is the beginning of the observations, t is the end of the observations, then without loss of generality we can set t0 = 0. 

It is assumed that the parameters of the observed flow are unknown. It is necessary, at the end of the observations (at time t), based 
on the sample t1, t2, .., tn the observed moments of the onset of the flow events, to make the maximum likelihood method and the method 

of moments constructing the estimates ̂ , ̂  and to compare the quality of the estimates obtained. 
The likelihood function is written out 
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where, kkk tt  1  , ,...,2,1k  is the sequence of the values of the lengths of intervals between adjacent events of the flow measured 

during the observation of the flow during the observation interval (0, t]. It is shown that the maximum likelihood method, regardless of 

the ratio of the unknown parameters   and  , provides estimates ̂  and ̂  in the form ˆˆ ˆ2 /     , i.e. its performance only applies 
to the option    . 

For the method of moments it is proved that the equations of moments λ + α = τොଵαλ	; 2 2
22 2
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relatively unknown parameters and have no solution.  
For the case of a known parameter  , an unknown parameter   is estimated both by the maximum likelihood method and by the 

moment method. In this situation, the numerical results show the advantage of the maximum likelihood method. 
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МОДЕЛЬ ВРЕМЕННОЙ СТРУКТУРЫ ДОХОДНОСТИ 
ЛОНГСТАФФА–ШВАРТЦА И ЕЕ РАСШИРЕНИЕ 

 
Рассматривается модель Лонгстаффа–Швартца как в пространстве латентных переменных состояний, так и в 
пространстве наблюдаемых (или оцениваемых) переменных состояний. Получены аналитические выражения 
для кривых доходности до погашения и форвардных кривых в обоих случаях. Предложено расширение модели 
на произвольную размерность пространства состояний. В рамках этого расширения предложен способ получе-
ния аналитических решений уравнений относительно функций временной структуры доходности, когда исход-
ные уравнения динамики краткосрочной процентной ставки приводят к нелинейным системам уравнений Рик-
кати относительно этих функций, не позволяющих известными методами получить аналитическое решение. 
Этот способ основан на очевидном утверждении, что если задан процесс краткосрочной процентной ставки, то 
соответствующая ему временная структура доходности не зависит от того, каким способом описывается про-
странство переменных состояния финансового рынка. Приводятся численные примеры. 
Ключевые слова: временная структура доходности; краткосрочная процентная ставка; модель Лонгстаффа–
Швартца; системы уравнений Риккати. 

 
Временная структура бескупонной доходности является одной из востребованных характеристик, 

которая используется при определении стоимости финансовых активов. Однако до сих пор временные 
структуры в аналитической форме удавалось получить только для аффинных систем доходности, как 
правило, для однофакторных моделей. Поскольку однофакторные модели описывают ситуацию на фи-
нансовом рынке недостаточно точно, возникают модели с использованием большего числа факторов. 
Одной из первых таких моделей является двухфакторная модель Лонгстаффа–Швартца (1992). Она 
основана на использовании так называемых латентных (скрытых) факторов, т.е. переменных состояния, 
которые непосредственно на рынке не наблюдаются. Считается, что динамика этих факторов 
описывается процессами «с квадратным корнем» Кокса–Ингерсолла–Росса (CIR). Затем, если удается 
связать эти процессы с реально наблюдаемыми показателями, то можно придать анализу такой модели 
реальный смысл. Это свойство может быть использовано в более общих обстоятельствах, когда 
рассматривается модель с произвольным числом латентных факторов.  

 
1. Модель Лонгстаффа–Швартца 

 
Известной версией двухфакторной модели CIR является модель Лонгстаффа–Швартца [1]. В этой 

модели в качестве исходных переменных состояния выбираются два независимых процесса CIR, име-
ющих смысл неких ненаблюдаемых экономических факторов:  
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                                                            (1) 

В дальнейшем считается, что взвешенная сумма этих факторов образует краткосрочную процентную 
ставку 

r(t)  x(t)  y(t),                                                                 (2) 
где  и  – неотрицательные константы. Использование исходных уравнений и формулы Ито позволяет 
написать 

dr(t)   dx(t)   dy(t)   

 )()()()()]()([ 21 tdWtytdWtxdtteytbxda  . 
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Заметим, что стационарные математические ожидания процессов x(t) и y(t) определяются равенствами 
E[x(t)]  a/b и E[y(t)]  d/e. По тем же причинам квадрат dr(t) имеет вид 

(dr(t))2  2x(t) dt  2 y(t) dt. 
Локальная (по времени) дисперсия изменения процентной ставки за интервал времени (t, t  dt) на еди-
ницу времени равна 

V(t)  2x(t)  2 y(t).                                                                 (3) 
Из (2) и (3) следует, что между прами (x, y) и (r, V) имеется взаимно однозначная связь, определяемая 
соотношениями 

r  x  y,     V  2x  2y, 

,
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Поэтому более естественно рассматривать в качестве переменных состояния не ненаблюдаемые не-
определенные «экономические факторы» (x, y), а имеющие вполне определенный смысл процентную 
ставку r и ее локальную дисперсию V. Однако следует заметить, что если областью задания переменных 
(x, y) является весь первый квадрант плоскости (X, Y), то переменные (r, V) принимают значения только 
в ограниченной области первого квадранта, определяемой неравенствами αr  V  βr (или V/β  r  V/α), 
0  α  β, в которой малым ставкам могут соответствовать только малые дисперсии (или малые диспер-
сии имеют только малые процентные ставки). Имея ввиду существующее линейное преобразование 
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вместо системы уравнений (1) по формуле Ито получим соответствующую систему для (r, V): 
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Для определения дифференциальных уравнений для функций временной структуры  A() и B() приме-
ним технику, описанную в [2]. Для получения системы уравнений (4), (5) из [2] воспользуемся разложе-
нием по переменным r и V элементов стохастического дифференциального уравнения (6). При состав-
лении уравнений (5) из [2] весовые коэффициенты i выбирались таким образом, чтобы было выполне-
но необходимое условие 


),(lim

0
xy r. Так что если в качестве переменных состояния принимаются 

(r, V), то r  1, а  V  0. Если в качестве переменных состояния используются (x, y), то x  α, а  y  β. 
Заметим, что 
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Здесь предполагается, что рыночные цены риска определяются соотношением (r, V)  (r, V)(r, V), 
где r и V – константы. Подставляя полученные разложения в уравнения (4), (5) из [2], находим систе-
му уравнений для функций временной структуры A(), Br() и BV(): 

A()   (a  d) Br()  (2a  2d)BV(),   A(0)  0,                                 (7) 
Br()  1   B()Т(r  Kr)  B()Тr

 B()/2                                          (8) 
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(α2  αβ  β2)BV() 2,   BV(0)  0. 

К сожалению, полученная система обыкновенных дифференциальных уравнений для (Br, BV) относится 
к системам уравнений Риккати, является нелинейной и не известно какого-либо способа для получения 
ее аналитического решения. Вместе с тем задача определения временной структуры рассматриваемой 
модели при использовании исходных ненаблюдаемых переменных состояния (x, y) имеет аналитическое 
решение. Действительно, для системы (1) получаются следующие данные для составления уравнений 
(4), (5) из [2]: 
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Если положить, что рыночные цены риска определяются соотношением ( x, y)  (x, y)(x, y), где x и 
y – константы, тогда 
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Система дифференциальных уравнений (4), (5) из [2] для этих данных имеет вид 
A()   a Bx()  d By(),  A(0)  0,                                                  (10) 

Bx()     (x  b)Bx()  )(2 xB /2,   Bx(0)  0,                             (11) 

By()    (y  e)By()  )(2 yB /2,   By(0)  0.                            (12) 

Два последних уравнения уже не составляют систему, а являются независимыми скалярными уравнени-
ями Риккати, имеющими аналитическое решение 
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Подстановка этих выражений в уравнение для функции A() приводит к следующему результату: 
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Наконец, кривая доходности вычисляется в аналитическом виде  
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Для получения форвардной кривой можно воспользоваться формулой (6) из [2], что дает 
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где функции Bx() и By() явно вычисляются по формулам (13) и (14).  
Заметим, что 
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Вместе с тем, какими бы переменными состояния ни описывалось поведение процесса процент-
ных ставок в рассматриваемой модели, доходность до погашения для некоторого срока до погашения  
должна быть одинаковой для любых способов описания процесса процентных ставок, если преобразо-
вание переменных состояний задает взаимно однозначное соответствие переменных. В нашем случае 
для переменных состояния (x, y) и (r, V) это имеет место, поскольку матрица линейного преобразования 
(5) является невырожденной. Следовательно, должно выполняться следующее равенство: 

y( | x, y)  y( | r, V). 
Поэтому для получения аналитического выражения для доходности до погашения y( | r, V) достаточно 
выразить в формуле (13) переменные состояния x и y через r и V по формуле (4). Тогда после упроще-
ния получим 
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где функции временной структуры A(), Bx() и By() вычисляются по формулам (13)–(15). Выражение 
доходности до погашения (20) предпочтительнее формулы (16), поскольку в нем используются пере-
менные r и V, которые можно наблюдать или оценивать, в то время как в (16) используются ненаблюда-
емые переменные x и y, не имеющие явной финансовой трактовки.  

Аналогично для получения аналитического выражения для форвардной кривой f( | r, V) доста-
точно в формуле (17) переменные состояния x и y выразить через r и V по формулам (4). Это дает 
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Таким образом, кривые доходности в пространстве (r, V) могут быть рассчитаны по формулам 
(20), (21) в аналитическом виде или численно с помощью «аналитически неразрешимых» нелинейных 
уравнений (7)–(9). Вычисления показывают, что оба этих способа приводят к полностью совпадающим 
кривым. Поэтому функции Br() и BV(), удовлетворяющие системе уравнений (8), (9), можно записать в 
следующем аналитическом виде: 

Br()  
)(

)()( 22



 xy BB
, BV()  

)(

)()(



 yx BB
,                                 (22) 

где функции Bx() и By() вычисляются по формулам (13)–(15). Справедливость этого утверждения лег-
ко проверяется путем подстановки выражений (22) в уравнения (8) и (9). 

Заметим, что аналитические выражения для кривой доходности до погашения для рассматривае-
мой модели были найдены Ф. Лонгстаффом и Э. Швартцем (1992) в другом, более громоздком виде. 

На рисунке 1 кривые y( | r, V) и f( | r, V) представлены для нейтральной к риску среды (x  y  0) 
при следующих значениях параметров: 

r  0,06, V  0,03,  a  0,3,  b  4, d  0,5,  e  1,7,   0,3,   0,7. 
 

 
 

Рис. 1. Кривая доходности до погашения y(u) и кривая форвардных ставок f(u) 
 

Для представления кривых «целиком» для всего интервала возможных значений сроков до пога-
шения   (0, ) использовано нелинейное преобразование сроков до погашения: u  1  e  , которое 
отображает положительную полуось (0, ) в единичный интервал (0, 1). Принятое при расчетах числен-
ное значение   ln10/30  0,07675 соответствует тому, что сроки до погашения от 0 до 30 лет отобра-
жаются в интервал (0; 0,9). Кривые стартуют из точки y(0 | r, V)  f(0 | r, V)  r  0,06 и при u  1 стре-
мятся к одному и тому же пределу y(1 | r, V)  f(1 | r, V)  0,2079. Сплошной линией показана кривая до-
ходности до погашения y(u), а пунктирной – кривая форвардных ставок  f(u). 

 
2. Расширение модели Лонгстаффа–Швартца 

 
Рассмотренную модель Лонгстаффа–Швартца можно отнести к классу двухфакторных моделей 

Кокса–Ингерсолла–Росса. Однако полученные результаты позволяют расширить эту модель на случай n 
факторов. Действительно, пусть X  (x1, x2, ..., xn)

Т обозначает n-мерный вектор неких латентных пере-
менных состояния рынка.  

Уравнения динамики этих переменных состояния, расширяя на этот случай модель Лонгстаффа – 
Швартца (1), запишем в виде 
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,)( iiiiii dWxdtxadx    1  i  n.                                                (23) 

Предположим, что латентные переменные X связаны невырожденным линейным преобразованием  
Z  H X                                                                              (24) 

с вектором других переменных состояния Z  (z1, z2, ..., zn)
Т, компоненты которого наблюдаемы и имеют 

вполне определенный экономический или статистический смысл. Например, z1 – это краткосрочная 
процентная ставка, z2 – ее мгновенная дисперсия и т.д., H – невырожденная матрица с компонентами his, 
1  i, s  n. Тогда в соответствии со стохастическим анализом Ито для динамики вектора переменных 
состояния Z получается уравнение, аналогичное уравнению (6): 

,)()( 1 dWZHDHdtZKdZ                                                    (25) 

где K  HD()H1,   Ha. В (23)  – вектор с компонентами i; a – вектор с компонентами ai; D() – 

диагональная матрица, на главной диагонали которой располагаются элементы вектора ; )( 1ZHD   – 

диагональная матрица, на главной диагонали которой располагаются квадратные корни элементов век-
тора H1Z. 

Относительно матрицы преобразования H сделаем следующие предположения. Удобно компо-
ненту z1 вектора состояний Z отождествлять с краткосрочной процентной ставкой r, так что согласно 
представлению (24) первая строка матрицы H должна состоять из элементов, обеспечивающих равен-

ство z1  r   

n
i ii xh

1 1 . Кроме того, элементы матрицы H должны быть такими, чтобы было выполнено 

необходимое условие (18) для кривых доходности 


)|(lim
0

Xy  r. 

Обозначим кривую доходности до погашения в случае, когда переменные состояния определяют-
ся вектором X как y(|X), и, соответственно, кривую доходности до погашения в случае, когда перемен-
ные состояния определяются вектором Z как y(|Z). Характер динамики переменных состояния в обоих 
случаях обеспечивает тот факт, что кривые доходности будут относиться к аффинному классу, т.е. 
y(|X)  A()  XТB() и y(|Z)  a()  ZТb(). Очевидно, что в каких бы координтах ни описывалось 
текущее состояние какого-либо конкретного процесса краткосрочной процентной ставки, кривые до-
ходности для этого процесса должны совпадать, т.е. y(|X)  y(|Z) или A()  XТB()  a()  ZТb(). 
Поскольку эти равенства должны иметь место для любых сроков до погашения  и любых значений пе-
ременных состояния X и Z (и нулевых тоже), то имеем a()  A(), XТB()  ZТb()  XТHТb(). Таким об-
разом, если функции временной структуры A() и B() для кривой доходности y(|X) известны, для кри-
вой доходности y(|Z) функции временной структуры a() и b()  находятся из соотношений 

a()  A(),  b()  (HТ)1B().                                                         (26) 
Для определения дифференциальных уравнений относительно функций временной структуры  

A() и B() снова применим подход, описанный в [2]. Для системы (23) получаются следующие данные 
для составления уравнений (4), (5) из [2]: 
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Если положить, что рыночные цены риска определяются соотношением (X)  (1 2 ... n) (X), где 1, 
2, ..., n – константы, тогда 
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Следовательно, система дифференциальных уравнений (4), (5) из [2] в этом случае имеет вид 

A()   



n

i
iii Ba

1

)( ,   A(0)  0,                                                    (27) 

Bi()  h1i   (i  i)Bi()  )(2 iB /2,  Bi(0)  0, 1  i  n.                              (28) 

Полученные уравнения с точностью до параметров совпадают с уравнениями (11) и (12), поэтому их 
решения имеют тот же вид, что и (13): 

Bi()  h1i ,
1
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e i iiii h1

2 2)(  ,  Ji  (i  i  i)/2.                (29) 

Таким образом, 
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Форвардная кривая f(|X) определяется по формуле (17) следующим выражением: 

f(|X)  


n

i
ix

1

( h1i   (i + i)Bi()  )(2 iB /2)  



n

i
iii Ba

1

)( ,                          (31) 

где функции Bi() вычисляются по формулам (29). 
Кривые y(|X) и  f(|X) обладают следующими предельными свойствами: 
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Таким образом, после того как определены кривые доходности y(|X) и  f(|X) в пространстве перемен-
ных X, кривые доходности y(|Z) и f(|Z) в пространстве переменных Z определяются с помощью соот-
ношений (26) по формулам 

y(|Z)  ZТ(HТ)1B()/  A()/,                                                  (34) 
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dBHZZf )()(

)()|( T1T ,                                                (35) 

где функции A() и B() определяются соотношениями (27)–(29). 
Таким образом, если наблюдаемые (или оцениваемые) переменные состояния рынка Z имеют ди-

намику, описываемую уравнением (25), то уравнение временной структуры бескупонных доходностей 
будет иметь вид 


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T HZ   Т )()( 1  BZHD , 

где D(H1Z) – диагональная матрица, на главной диагонали которой располагаются элементы вектора 
H1Z; H1  первая строка матрицы H. Считая компоненты вектора Z независимыми переменными, из 
этого равенства можно получить следующую систему уравнений для функций временной структуры 
a() и b(): 
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a'()   (K)Tb(),  a(0)  0,                                                        (36) 
bi'()  h1i   i b()  bТ() i b()/2,  bi(0)  0,  1  i  n,                                  (37) 

где  i  (Ki  D(Gi))Т, а Ki и Gi  i-е столбцы матриц K и H1 соответственно; i  HD(Gi)HТ, D(Gi) – по-
прежнему диагональная матрица, на главной диагонали которой располагаются элементы вектора Gi. 
Никаких прямых методов аналитического решения системы уравнений Риккати (37) неизвестно. Одна-
ко, как следует из вышеприведенного анализа, переход к переменным состояния X  H1Z позволяет 
аналитически решить задачу определения кривых доходности y(|X) и  f(|X) в виде (30) и (31), а затем 
выразить кривые доходности y(|Z) и  f(|Z) в аналитическом виде по формулам (34), (35). 

 
3. Числовой пример 

 
В заключение рассмотрим числовой пример. Для простоты будем решать задачу в риск-

нейтральной постановке, когда рыночные цены риска   0. Пусть наблюдение за процессами на фи-
нансовом рынке позволяет сформировать для описания динамики наблюдаемых переменных состояния  
Z  (z1, z2, z3)

Т, для которых z1  r – краткосрочная процентная ставка, следующую систему стохастиче-
ских дифференциальных уравнений типа (6): 
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Для составления уравнений относительно функций временной структуры a() и b() выпишем необхо-
димые элементы системы: 
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Подставив эти выражения в систему уравнений (4), (5) из [2], получим уравнения для a() и b(): 

a()  8b1()  4b2()  5b3(),  a(0)  0, 
b1()  1  4b1()  2b2()  b3()  0,5b1()2  b2()b3(),  b1(0)  0, 

b2()  b1()  b2() + b3()  0,5b2()2   b1()b2()  b2()b3(),  b2(0)  0,                  (39) 
b3()  2b1()   2b2()  b3()   0,5b3() 2  b1()b3()   b2()b3(),  b3(0)  0. 

Система дифференциальных уравнений для компонент векторной функции b() нелинейна и методы 
получения ее решения в аналитическом виде неизвестны, хотя численное ее решение можно найти про-
сто, используя, например, программу Wolfram Mathematica.  

Для получения аналитического решения, следуя представленной выше идее описания динамики 
рыночных процессов в другом пространстве переменных состояния, рассмотрим следующее линейное 
преобразование: 
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Экономический смысл переменных X мы не определяем, а пользуемся этим преобразованием только 
для получения аналитичеких решений для кривых доходностей, в итоговых выражениях для кривых 
доходностей, в которых сами переменные X не используются. При таком преобразовании согласно сто-
хастическому анализу Ито функция дрейфа в уравнении (38) для переменных состояния X  приобретает 
вид 
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Заметим, что матрицу волатильности в уравнении (38) можно записать как 
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Значит, с учетом соотношений (40) при преобразовании переменных состояния к X матрица волатиль-
ности преобразуется к диагональному виду 
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Следовательно, в пространстве состояний X уравнение динамики рыночных процессов (38) приобретает 
вид трехфакторной модели Лонгстаффа–Швартца (1): 
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Это означает, что система (38) превращается в набор независимых уравнений 

dx1  3(1  x1)dt  1x dW1, 

dx2  2(2  x2)dt  2x dW2, 

dx3  (1  x3)dt  3x dW3. 

С учетом того, что z1  x1  x2  x3  r, а также используя свойства системы (41) для построения уравне-
ний (4), (5) из [2] для функций временной структуры A() и B()  (B1() B2() B3())Т в пространстве пе-
ременных состояния X, получим также набор независимых уравнений для функций B() типа (11), (12): 

A()  3B1()  4B2()  B3(), A(0)  0, 
B1()  1  3B1()  B1()2/2,  B1(0)  0, 
B2()  1  2B2()  B2()2/2,  B2(0)  0, 
B3()  1  B3()  B3()2/2,  B3(0)  0, 

которые имеют аналитические решения типа (13), (14): 
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Наконец, на основании равенств (26) получаем выражения для a(), b1(), b2() и b3(), которые являют-
ся аналитическими решениями нелинейных уравнений (36), (37): 

a()   3B1()  4B2()  B3(), 
b1()  B1()  B2()  B3(), 
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b2()   B2()  B3(), 
b3()   B1()  B3(), 

где B1(), B2() и B3() вычисляются по формулам (41). Справедливость этих решений проверяется про-
сто подстановкой таким образом найденных b1(), b2() и b3() в уравнения (39). После определения 
функций временной структуры по формулам (34) и (35) можно построить кривые доходности до пога-
шения y(|Z) и форвардные кривые f(|Z). Аналитические выражения y(|Z) и  f(|Z) здесь не выписыва-
ются ввиду их громоздкости. На рисунке 2 они представлены в виде графиков для стартовых значений 
компонент вектора Z: z1  r  10 (в %), z2  0, z3  0. Для графиков рис. 2 переменная срока до погашения 
преобразована так же, как и на рис. 1, только значение параметра  здесь равно 0,2303. 

Заметим, что согласно свойствам (32), (33) кривые Y(u|Z) и F(u|Z) стартуют из общей точки 
Y(0|Z)  F(0|Z)  r  10 и при u  1 стремятся к общему значению 

Y(1|Z)  F(1|Z)  
1 2 3

3 4 1 6 8 2

3 11 2 6 1 3J J J
     

  
3,4799. 

Форвардная кривая F(u|Z) в окрестности стартовой точки изменяется быстрее, чем кривая доходности 
до погашения Y(u|Z) (по теории ее производная по абсолютной величине в два раза больше производной 
кривой доходности до погашения). Кривые имеют минимумы, причем кривая доходности до погашения 
Y(u|Z) имеет минимум в точке пересечения с кривой F(u|Z), что соответствует теории. 

 

 
 

Рис. 2. Кривая доходности до погашения Y(u) и кривая форвардных ставок  F(u) для случая, 
когда динамика переменных состояния определяется уравнением (38) 

 
Заключение 

 
В статье на основе анализа модели Лонгстаффа–Швартца предложена ее расширенная версия для 

произвольного числа переменных состояния, которую можно использовать для получения аналитиче-
ского решения уравнений относительно функций временной структуры доходности, что позволяет по-
лучать аналитические выражения для кривых доходности до погашения и форвардных кривых про-
центных ставок. При этом использован очевидный принцип, заключающийся в том, что если задан про-
цесс краткосрочной процентной ставки, то выражения для кривых доходности, соответствующих этому 
процессу, не зависят от того, каким способом описывается пространство переменных состояния финан-
сового рынка. Показано, что применение этого принципа в расширении модели Лонгстаффа–Швартца 
позволяет получить аналитические решения системы нелинейных уравнений Риккати произвольного 
порядка, аналитические методы решения которых в литературе не описаны. Предложенное расширение 
модели Лонгстаффа–Швартца свободно от недостатка, присущего этой модели и заключающегося в 
том, что при переходе от латентных переменных к реальным наблюдаемым переменным ограничивает-
ся область возможных значений реальных переменных состояний. В расширении такого эффекта нет. 
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The Longstaff-Schwartz model is considered both in the space of latent state variables and in the space of observable (or estimated) 
state variables. Analytical expressions for yield curves to maturity and forward curves are obtained in both cases. Based on the analysis 
of the Longstaff-Schwartz model, an extended version is proposed for an arbitrary number of state variables. Within the framework of 
this expansion, a method is proposed for obtaining analytical solutions of equations with respect to the functions of the yield term struc-
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cess of a short-term interest rate is specified, then the expressions for yield curves corresponding to this process do not depend on how 
the space of state variables of the financial market is described. It is shown that the application of this principle to the extension of the 
Longstaff-Schwartz model allows one to obtain analytical solutions of a system of nonlinear Riccati equations of arbitrary order, whose 
analytical methods are not described in the literature. The proposed extension of the Longstaff-Schwartz model is free from the 
draw¬back inherent in this model, which consists in the fact that in the transition from latent variables to real observable variables, the 
domain of definition of these real state variables is limited. In the expansion there is no such effect. Numerical examples are given. 
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ОЦЕНИВАНИЕ ЛОГИСТИЧЕСКОЙ РЕГРЕССИИ КАК ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ № 16-06-00048. 

 
Рассматриваются особенности оценивания логистической регрессии как экстремальной задачи, реализующей 
критерий максимального правдоподобия. Показано, что эта задача имеет существенные отличия по сравнению с 
поиском локального экстремума. Описан устойчивый алгоритм вычисления коэффициентов разделяющего 
уравнения логистической регрессии. Приведены результаты статистического моделирования сравнительного 
анализа оценок логистической регрессии предложенного алгоритма с известными алгоритмами. 
Ключевые слова: логистическая регрессия; метод максимального правдоподобия; алгоритм спуска; случайный 
поиск; модель; целевая функция. 
 

Логистическая регрессия является одним из распространенных методов классификации данных в 
разных областях [1. С. 181–242; 2. С. 283–369; 3. С. 152–214; 4. С. 321–329].  

Основная цель логистической регрессии состоит в разделении множества исходных значений ли-
нейной границей (разделяющей прямой, плоскостью или гиперплоскостью) на две соответствующих 
двум заданным классам области. Логистическая регрессия прогнозирует вероятность некоторого собы-
тия, находящуюся в пределах от 0 до 1 [4. С. 322–324]. Следует указать, что число классов L может 
быть больше двух, в этом случае они имеют мультиномиальную регрессию, которую можно построить 
с помощью 1L  независимых логистических регрессий. Поэтому будем рассматривать задачу класси-
фикации с двумя классами. 

В настоящее время построение логистической регрессии обычно осуществляют в виде оптимиза-
ционной задачи, реализующей критерий максимального правдоподобия [5. С. 124]. Ряд авторов 
[6. С. 31–32; 7] предлагают оценивать коэффициенты разделяющего уравнения методом Ньютона–
Рафсона. Однако исследования на модельных данных этого и других алгоритмов оценивания логисти-
ческой регрессии, реализованных в статистических пакетах STATISTICA и SPSS, показали неустойчи-
вость оценок. Этот недостаток отмечается также в [7]. 

Цель статьи – исследование особенностей процедуры оценивания логистической регрессии как 
экстремальной задачи, а также разработка устойчивого алгоритма вычисления коэффициентов разделя-
ющего уравнения. 

 
1. Построение логистической регрессии по критерию максимального правдоподобия 

 
Пусть имется выборка прецедентов (обучающая выборка): 

),( ii yx , ni ,,2,1  ,                                                                 (1) 
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 1;1iy  – бинарная переменная, указывающая на принадлежность i-го объекта соответствующему 

классу, например, для определенности первому классу при 1iy  и второму – при 1iy ; 1 mM  – 

число признаков у каждого объекта; n – количество наблюдений. 
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Классификацию осуществляют с помощью функции 
}exp{1

1
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 , принимающей значе-

ния в интервале (0; 1). Пороговым значением является 5,0)( xh . В [6. С. 29–32] показано, что макси-

мизация логарифма правдоподобия эквивалентна минимизации функционала 

 
m

i
T

i
n

i

yeQ
Rb

xbb


   min1ln)(
1

,                                                        (2) 

где )...( 21 m
T bbbb  – искомый вектор коэффициентов разделяющей линейной границы, описыва-

емой в общем случае уравнением гиперплоскости 

0
2

1  


m

j
jj xbb . 

Аналитически задача минимизации (2) не решается. Поэтому для оценивания вектора коэффици-
ентов b используют итерационные алгоритмы спуска для решения экстремальных задач. В [6. С. 32–34] 
описан итерационный алгоритм Ньютона–Рафсона решения задачи (2). Он состоит в следующем. 

В качестве нулевого приближения можно взять решение задачи классификации методом много-
мерной линейной регрессии 

)()( 1)0( YXXXb TT  .                                                                (3) 

Затем начинается итерационный процесс, на k-м шаге которого уточняется вектор коэффициентов b(k): 

)())(( )1(1)1()1()(   kk
k

kk QQh bbbb , 

где Q′(b(k)) – вектор первых производных (градиент) функционала Q(b) в точке b(k); Q′′(b(k)) – матрица 
вторых производных (гессиан) функционала Q(b) в точке b(k); hk – величина шага, который можно по-
ложить равным 1, но его подбор на каждом шаге способен увеличить скорость сходимости. Метод 
Ньютона–Рафсона описан в ряде учебников по методам оптимизации, например в [8. С. 223–226]. 

Статистическое моделирование методом Монте–Карло [9] показало неустойчивость в некоторых 
случаях работы этого алгоритма, а также других алгоритмов, реализованных в статистических пакетах. 
Отметим основные причины этого. 

В итерационных алгоритмах поиска минимума требуется задать начальное приближение вектора 
b(0). Плохое начальное приближение, значительно отличающееся от точки локального минимума, может 
значительно ухудшить условия сходимости итерационного алгоритма. В результате статистического 
моделирования выяснилось, что использование в качестве начального приближения b(0) решения задачи 
классификации в виде линейной регрессии часто дает неудовлетворительный результат. Покажем это 
на примере. 

Пример 1. Сгенерируем выборку прецедентов ),( ii yx , 


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x
x

x
x
x

x , 1, 2, , ,i n   следую-

щим образом. Объем выборки 100,n   число признаков 2M , первая половина выборки                  

( 50,,2,1 i ) относится к первому классу ( 1iy ), а вторая – ко второму классу ( 1iy ). Пусть в 

каждом классе признаки являются взаимно независимыми гауссовскими случайными величинами. Это 
означает, что первый и второй классы представляют собой случайные выборки из двумерных гауссов-

ских случайных векторов ),( )1(
3

)1(
2

)1( XXX  и ),( )2(
3

)2(
2

)2( XXX  соответственно. Зададим у всех ком-

понент одно и то же среднее квадратическое отклонение 5,1X  и математические ожидания: 

10][ )1(
2 XM , 16][ )1(

3 XM , 4][ )2(
2 XM , 4][ )2(

3 XM . На рисунке 1 приведен результат классификации 

с помощью метода наименьших квадратов на основе (3). Разделяющая прямая не только не классифи-
цирует выборку прецедентов на два класса, но и значительно удалена от всех объектов. Хотя классы в 
этом примере легкоразделимы. Такое неудачное начальное приближение значительно затрудняет рабо-
ту итерационных алгоритмов решения задачи (2). 
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Вторая причина неустойчивости решений задачи (2) состоит в том, что итерационные алгоритмы 
спуска рассчитаны на поиск локального минимума. А задача (2) при корректной классификации всех 
прецедентов имеет нижнюю грань на бесконечности, равную нулю. Причем качество построения разде-
ляющей границы при формальном спуске уже не будет связано со значением целевой функции Q(b). 
Поэтому требуется корректировка стратегии спуска. 

Третья причина состоит в том, что при достаточно малых значениях целевой функции Q(b) неко-

торые величины i
T

iy xb  могут принимать очень большие значения, что приводит к неустранимым 

вычислительным погрешностям и даже к останову работы алгоритма из-за переполнения памяти. 
 

 
 

Рис. 1. Пример построения разделяющей границы с помощью линейной регрессии 
 

Таким образом, приведенные недостатки непосредственного использования итерационных алго-
ритмов спуска требуют исследования особенностей задачи (2). 

 
2. Исследование целевой функции задачи оценивания коэффициентов 
разделяющей границы по критерию максимального правдоподобия 

 
Исследуем свойства целевой функции Q(b). Рассмотрим вначале произвольное i-е слагаемое це-

левой функции Q(b), т.е. функцию 
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Найдем ее частные производные: 
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Так как все частные производные непрерывно дифференцируемы и 0
1




b
zi , то функция )(biz  не имеет 

стационарных точек, а значит, у нее нет экстремумов. 

Далее найдем вторые производные 
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i

bb
z
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2

. Они равны 
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Поскольку все вторые производные всюду непрерывны, то 
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i

jk

i
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z
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z


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
 22

. Исследуем функцию 

)(biz  на выпуклость. Ее гессиан равен 
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 , mjk ,,2,1,  . 

Воспользуемся критерием Сильвестра [10. С. 507]. Определим главные миноры mAAA ,,, 21   

гессиана H(zi). Поскольку 11 ix , 12 iy , то 0)()(2
1

2
1  bb iiii UUxyA . Можно показать, что все 

остальные главные миноры 
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Получили, что квадратичная форма относительно переменных mhhh ,,, 21   


 


m
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jkkjm hhqhhh

1 1
21 )(),,,( b  

является неотрицательно определенной. Это означает выпуклость функции )(biz  на mR . 

Перейдем теперь к рассмотрению функции Q(b). Она является суммой n собственных выпуклых 

функций )(biz , следовательно, Q(b) также выпукла [11. С. 49]. 

Найдем частные производные функции Q(b): 
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Все частные производные всюду на mR  непрерывно дифференцируемы, поэтому экстремумы 
функции Q(b) могут быть только в стационарных точках, в которых градиент равен нулю, т.е. 
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Система нелинейных уравнений (4) имеет достаточно сложный вид, установить ее несовмест-
ность или найти решения аналитически не представляется возможным. Однако удалось подобрать при-
меры, когда система (4) имеет решения. Это означает, что целевая функция Q(b) может иметь стацио-
нарные точки, а значит, ввиду ее выпуклости может иметь локальные минимумы, не являющиеся гло-
бальным минимумом. 

Найдем вторые производные 
jk bb

Q


 2

. С учетом того, что i  12 iy , они равны 
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Так как все вторые производные всюду непрерывны, то 
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. Гессиан функции Q(b) равен 
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Опять воспользуемся критерием Сильвестра и определим главные миноры mAAA ,,, 21   гессиа-

на H(Q). Поскольку 11 ix , то 0)()(
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ii UUxA bb  как сумма строго положительных чисел. 

Остальные главные миноры с учетом выпуклости Q(b) равны 
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Рассмотрим частные случаи. 

Пусть 2m , 2n . После преобразований получим 0)()()( 21
2

22122  bb UUxxA . 

Пусть 2m , 3n . После преобразований получим 0)()()(
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Таким образом, квадратичная форма в случае нескольких наблюдений может быть положительно 
определенной или неотрицательно определенной. Это означает, что функция Q(b): 

– является выпуклой на mR  и не имеет максимумов; 
– может иметь стационарные точки, в которых могут быть локальные минимумы. 
Поскольку равенство нулю главных миноров будет только в некоторых точках, например в вы-

рожденных случаях равенства всех измерений, то функция Q(b) может оказаться в окрестности стацио-
нарной точки строго выпуклой. Это означает, что в такой стационарной точке у функции Q(b) будет 
локальный минимум. Из этого можно сделать выводы. 

Использование численных методов спуска первого или второго порядков при наличии у целевой 
функции стационарных точек может привести к неправильному построению логистической регрессии 
по двум причинам. Во-первых, можно в качестве решения получить локальный минимум, который бу-
дет грубой оценкой коэффициентов уравнения логистической регрессии. Во-вторых, спуск может стре-
миться к нижней грани целевой функции, а вектор коэффициентов логистической регрессии будет оста-
ваться грубым решением. 

 

3. Устойчивый алгоритм вычисления коэффициентов 
разделяющего уравнения логистической регрессии 

 
Имеем выборку прецедентов (1), в которой первые N1 объектов относятся к первому классу           

( 1iy ), а остальные – ко второму классу ( 1iy ). 

С учетом вышеизложенного приведем описание алгоритма. Он состоит в следующем. 

1. Найдем середину )0(~x  отрезка, соединяющего центры тяжести первого и второго классов 
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2. Осуществляем параллельный сдвиг начала координат в точку )0(~x . 
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3. Через точку )0(~x  строим гиперплоскость 0...: 221  mm xsxssS , ортогональную вектору 
)1()2( ~~ xxd  . 

4. Получаем начальную оценку b(0) вектора разделяющей гиперплоскости как ssb /)0(  , где s – 

вектор коэффициентов гиперплоскости S. При этом длина 1)0( b . Зададим параметр 10  . 

5. С помощью итерационного алгоритма ищем с заданной точностью  решение задачи (2). На 
любом k-м шаге алгоритма, многократно генерируя случайный вектор p(l), решаем задачу 
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Если требуемая точность решения будет достигнута ( )( ),( lkQ b ), то в качестве решения задачи 

используем последнюю оценку b(k,l). В противном случае фиксируем последнюю оценку ),()( lkk bb  , 

увеличиваем длину векторов оценок, т.е. 1 kk , где 1  – коэффициент растяжения и возвраща-

емся к п. 5 ( 1:  kk ).  
Следует отметить, что слишком малое значение параметра точности  может привести к большим 

длинам оценок векторов b(k,l) и, как указано выше, к потере точности алгоритма. 
 

4. Вычислительные эксперименты 
 

Проведем с помощью метода статистических испытаний Монте-Карло несколько экспериментов 
для исследования эффективности предложенного алгоритма по сравнению с алгоритмом «Quasi-
Newton», реализованным в статистическом пакете STATISTICA. Он показал наилучшие результаты 
оценивания среди алгоритмов логистической регрессии в STATISTICA. 

Число опытов 200L . Выборка прецедентов имеет тот же вид, что и в примере 1, различия за-

ключаются в объемах выборок первого N1 и второго N2 классов ( nNN  21 ) и математических ожида-

ниях (1)
2M[ ]X , (1)

3M[ ]X , (2)
2M[ ]X , (2)

3M[ ]X . Поскольку с точностью до постоянного множителя векторов 

коэффициентов b может быть бесконечное множество, то для удобства сравнения результаты оценива-
ния будем задавать в нормированном виде с единичной длиной.  

Пример 2. Рассмотрим случай одинаковых объемов выборок в классах. Зададим 2021  NN . 

Результаты оценивания коэффициентов логистической регрессии по предложенному алгоритму и алго-
ритму «Quasi-Newton» в пакете STATISTICA приведены в табл. 1. 
 

Т а б л и ц а  1 
Результаты оценивания логистической регрессии по предложенному алгоритму и алгоритму «Quasi-Newton»  

в пакете STATISTICA для случая N1 = N2 = 20 
 

Матожидания 
признаков 

Параметр 
Предложенный алгоритм Алгоритм «Quasi-Newton» 

b1 b2 b3 b1 b2 b3
(1)
2M[ ] 6X  , 
(1)
3M[ ] 3X  , 

(2)
2M[ ] 6X   , 
(2)
3M[ ] 3X    

j 0,00000 –0,89443 –0,44721 0,00000 –0,89443 –0,44721 

jb  –0,00925 –0,88467 –0,46612 –0,13761 –0,78647 –0,28092 

s(bj) 0,26070 0,10410 0,13367 0,47889 0,21434 0,29080 

bj –0,00925 0,00975 –0,01891 –0,13761 0,10795 0,16629 

(1)
2M[ ] 16X  , 
(1)
3M[ ] 13X  , 
(2)
2M[ ] 4X  , 
(2)
3M[ ] 7X   

j 0,99723 –0,06648 –0,03324 0,99723 –0,06648 –0,03324 

jb  0,99721 –0,06691 –0,03297 0,99701 –0,04299 –0,05718 

s(bj) 0,00047 0,00958 0,00923 0,00063 0,03115 0,03347 

bj –0,00002 –0,00042 0,00027 –0,00023 0,02350 –0,02394 
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О к о н ч а н и е  т а б л.  1 
 

Матожидания 
признаков 

Параметр 
Предложенный алгоритм Алгоритм «Quasi-Newton» 

b1 b2 b3 b1 b2 b3
(1)
2M[ ] 26X  , 
(1)
3M[ ] 23X  , 
(2)
2M[ ] 14X  , 
(2)
3M[ ] 17X   

j 0,99931 –0,03331 –0,01666 0,99931 –0,03331 –0,01666 

jb  0,99930 –0,03345 –0,01648 0,99917 –0,03187 –0,01801 

s(bj) 0,00009 0,00428 0,00429 0,00060 0,01393 0,01250 

bj 0,00000 –0,00014 0,00018 –0,00014 0,00144 –0,00135 

 

Пример 3. Рассмотрим случай разных объемов выборок в классах. Зададим 201 N , 402 N . Ре-

зультаты оценивания коэффициентов логистической регрессии по предложенному алгоритму и алго-
ритму «Quasi-Newton» в пакете STATISTICA приведены в табл. 2. 

 
Т а б л и ц а  2 

Результаты оценивания логистической регрессии по предложенному алгоритму и алгоритму «Quasi-Newton»  
в пакете STATISTICA для случая N1 = 20, N2 = 40 

 
Матожидания 
признаков 

Параметр 
Предложенный алгоритм Алгоритм «Quasi-Newton» 

b1 b2 b3 b1 b2 b3
(1)
2M[ ] 6X  , 
(1)
3M[ ] 3X  , 

(2)
2M[ ] 6X   , 
(2)
3M[ ] 3X    

j 0,00000 –0,89443 –0,44721 0,00000 –0,89443 –0,44721 

jb  0,09740 –0,89644 –0,43234 –0,10119 –0,73443 –0,18157 

s(bj) 0,25587 0,08658 0,14076 0,55009 0,27014 0,41928 

bj 0,09740 –0,00201 0,01488 –0,10119 0,15999 0,26565 

(1)
2M[ ] 16X  , 
(1)
3M[ ] 13X  , 
(2)
2M[ ] 4X  , 
(2)
3M[ ] 7X   

j 0,99723 –0,06648 –0,03324 0,99723 –0,06648 –0,03324 

jb  0,99724 –0,06699 –0,03194 0,99702 –0,03436 –0,06328 

s(bj) 0,00035 0,00852 0,00881 0,00068 0,03844 0,03698 

bj 0,00001 –0,00051 0,00130 –0,00022 0,03213 –0,03004 

(1)
2M[ ] 26X  , 
(1)
3M[ ] 23X  , 
(2)
2M[ ] 14X  , 
(2)
3M[ ] 17X   

j 0,99931 –0,03331 –0,01666 0,99931 –0,03331 –0,01666 

jb  0,99931 –0,03303 –0,01676 0,99894 –0,02170 –0,02813 

s(bj) 0,00010 0,00499 0,00493 0,00090 0,02441 0,02436 

bj 0,00001 0,00028 –0,00011 –0,00037 0,01161 –0,01148 

 

В таблицах 1 и 2 приняты следующие обозначения: j – теоретические значения коэффициентов 

логистической регрессии; jb  – средние значения оценок коэффициентов логистической регрессии; 

s(bj) – средние квадратические значения ошибок оценок коэффициентов логистической регрессии; bj – 
средние значения ошибок оценок коэффициентов логистической регрессии. 

Анализ таблиц показывает, что предложенный алгоритм значительно выигрывает по сравнению с 
известным. 

 
Заключение 

 
Исследования показали вычислительную неустойчивость алгоритмов оценивания логистической 

регрессии, реализующих критерий максимального правдоподобия. С целью повышения точности оце-
нок предложен новый итерационный алгоритм. Он включает последовательность задач минимизации 
нулевого порядка на основе случайного поиска. На каждом k-м шаге длина вектора коэффициентов b(k) 
является фиксированной. Ее постепенно увеличивают до достижения целевой функцией требуемого 
значения. Результаты статистического моделирования показали более высокую точность оценок логи-
стической регрессии предложенного алгоритма по сравнению с известными. 
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The logistic regression is one of the common methods of data classification in various spheres. The main goal of logistic regression 
is a separation of multiple input values with a linear boundary (a dividing line, plane or hyperplane) on two classes corresponding to two 
given region. Logistic regression predicts the probability of some events that are in the range from 0 to 1. Should indicate that the L 
classes can be more than two, in this case we have a multinomial regression. It can be built using 1L  independent logistic regres-
sions. 

The research of an estimation algorithm logistic regression on model data implemented in statistical packages, showed instability of 
the estimates. 

The goal of this article is research of the features of the procedure of estimation of logistic regression as an extreme problem, as well 
as the development of a stable algorithm of computing the coefficients of the separating equation. 

Nowadays the logistic regression is usually built as an optimization problem  
1

( ) ln 1 min
T

i i

m

n
y

i
Q e



   b x

b R
b  that implements the 

criterion of maximum likelihood. In this article the features of estimation of logistic regression are considered as an optimization prob-
lem. There is shown that this problem has significant differences compared to the search of a local extremum. 

There are investigated causes of the instability of estimates of the logistic regression. It is shown that using b(0) as initial approxima-
tion for the solve of the classification task as a linear regression often yields unsatisfactory results. The second reason for the instability 
of estimates of maximum likelihood is that the iterative descent algorithms are designed to find a local minimum. The target function 
with the correct classification of all precedents has zero as the lower bound at infinity. Moreover the quality of the building of the divid-
ing line in the formal descent wouldn’t be associated with the value of the objective function Q(b). So adjust of the strategy of the de-

scent is needed. The third reason is that the some values, for example, T
i iy b x  can be very large when the value of objective function 

Q(b) is small. It leads to fatal errors for computing and even can stop the operation of the algorithm due to memory overflow. 
The stable algorithm for calculating the coefficients of the separating equation of the logistic regression is described. As initial ap-

proximation a hyperplane is used. The hyperplane is orthogonal to the segment connecting the centers of gravity of classes, and is 
passed through the middle of this segment. The iterative algorithm involves a sequence of problems of minimizing zero-order based on a 
random search. At each k -th step the length of the vector of coefficients b(k) is fixed. It is gradually increased until the objective function 
achieves the required value. 

The results of statistical modeling of comparative analysis of estimation of logistic regression with the existing algorithm are given. 
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ТЕХНОЛОГИИ ПРОГРАММИРОВАНИЯ АЛГОРИТМОВ  
НА АРХИТЕКТУРАХ ОДНОРОДНЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СРЕД 

 
Рассматриваются проблемы программирования систем с массированным параллелизмом вычислений и подходы 
к их решению. Приведены примеры реализации нетрадиционных подходов к построению платформ программи-
рования массивно-параллельных систем. 
Ключевые слова: однородные вычислительные среды; императивные и декларативные языки программирова-
ния параллельных вычислений; системы потоковой обработки. 
 
Однородными вычислительными средами (ОВС) принято называть специализированные вычис-

лительные системы, которые образованы из одинаково соединенных друг с другом универсальных вы-
числительных элементов, каждый из которых программно настраивается на выполнение арифметиче-
ской или логической функции, а также функции соединения с соседними элементами [1, 2]. При этом 
под универсальным процессорным элементом (ПЭ), как правило, подразумевается однобитный процес-
сор, выполняющий последовательную обработку данных, которые поступают на его входы от соседних 
процессоров. 

Основным достоинством однородных вычислительных сред является изначально присущий им 
массовый параллелизм вычислений. Кроме того, регулярность ОВС позволяет наращивать ее вычисли-
тельные возможности путем простого увеличения размеров матрицы, позволяя при этом организовать 
достаточно простые методы контроля и диагностики ОВС в процессе производства и эксплуатации. Из-
быточность, изначально присущая однородной среде, позволяет, благодаря наличию резервных элемен-
тов в схеме, обеспечить при необходимости высокую живучесть вычислительной системы.  

Указанные выше достоинства ОВС позволяют эффективно использовать их при построении 
функционально-ориентированных процессоров (ФОП) для систем реального времени. При этом номен-
клатура реализуемых алгоритмов может быть весьма велика: 

– цифровая обработка сигналов и изображений; 
– распознавание образов; 
– решение систем уравнений (алгебраических и дифференциальных); 
– логико-комбинаторные алгоритмы, прежде всего, сортировка и поиск. 
Программирование ОВС представляет собой технологический процесс настройки массива ПЭ на 

выполнение операций обработки и передачи данных, который завершается «укладкой» графа алгоритма 
в вычислительную решетку. Настоящая работа посвящена рассмотрению некоторых компонентов этого 
технологического процесса, а также проблемам, с которыми сталкиваются создатели подобных плат-
форм.  

В первом разделе рассматриваются вопросы применимости универсальных языков для програм-
мирования параллельных вычислительных систем и сравниваются основные подходы, которые приме-
няются при создании соответствующих программных платформ.  
Второй раздел посвящен анализу опыта применения традиционного подхода к созданию специальных 
языков программирования параллельных вычислительных систем. 

Специфические особенности программирования вычислительных систем, управляемых потоками 
данных, рассматриваются в третьем разделе. 
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В четвертом разделе рассмотрен опыт реализации комплексного технологического процесса про-
граммирования потоковых вычислительных систем. 

В заключении дан краткий анализ перспектив применения современных параллельных программ-
ных средств для программирования ОВС. 

 
1. Применение традиционных подходов для программирования 

однородных вычислительных систем 
 

1.1. Адаптация традиционных языков программирования 
 

Достоинством данного подхода является возможность плавной миграции всего комплекса совре-
менных программных продуктов на новые высокопроизводительные параллельные вычислительные 
системы. Однако на сегодняшний день многочисленные проекты по созданию универсальных вектори-
зующих компиляторов показывают обнадеживающие результаты только при решении весьма ограни-
ченного класса задач [3], ни один из них не увенчался сколько-нибудь заметными успехами в распарал-
леливании последовательной программы произвольного вида [4–6].  

«Параллельная невыразительность» традиционных языков программирования может быть 
устранена путем ввода специальных лексических конструкций, которые позволяют программисту 
описывать и организовывать параллельные вычислительные процессы. Как показывает опыт, при 
практической реализации данного подхода могут возникать очень серьезные трудности, которые 
применительно к параллельному языку HPF (High Perfomance Fortran) описаны в отчетной работе [7] 
группой основных разработчиков. Примечательно, что программисты в качестве основных недостатков 
указывали отсутствие возможности оценки (прогнозирования) времени выполнения программы HPF на 
конкретной вычислительной архитектуре.  

Сегодня наибольшее распространение получило применение параллельных расширений (диалек-
тов) существующих последовательных языков для программирования вычислительных структур, кото-
рые имеют заранее определенную архитектуру, как правило, это кластеры универсальных процессоров 
или гибридные вычислители, состоящие из универсальных вычислителей и векторных сопроцессоров 
(GPU/CPU). Поскольку в этом случае вычислительные комплексы содержат компоненты с классической 
архитектурой, дополнительные преимущества при их программировании получают именно те платфор-
мы, которые максимально используют возможности последовательных языков программирования 
(Open CL, Open MP, UPC и т.д.).  

 
1.2. Языки параллельного программирования 

 
Работы по созданию универсальных параллельных языков проводились компаниями Cray, SUN и 

IBM в период с 2002 по 2010 г. по заказу агентства перспективных проектов (Defense Advanced Research 
Projects Agency – DARPA) Министерства обороны США в рамках программы создания высокопроизво-
дительных вычислительных систем (High Productivity Computing Systems – HPCS) и завершились пред-
ставлением языков программирования Chapel (2009 г.), Fortress (2008 г.) и X10 (2004 г.) [8]. Эти языки 
основаны на модели разделяемого адресного пространства Partitioned Global Address Space (PGAS), 
причем X10 в большей степени, чем Chapel и Fortress, опирается на традиционный синтаксис и базовые 
понятия последовательных языков. Тот факт, что даже самый близкий к традиционным из указанных 
языков (Х10) не получил заметного распространения, разработчики объясняют неготовностью сообще-
ства программистов жертвовать удобством процесса программирования ради повышения его эффектив-
ности [9]. В то же время приведенные в [10, 11] выводы о большей выразительности и универсальности 
Chapel по сравнению с X10 указывают на ограниченные возможности применения традиционных мето-
дов для программирования систем с массовым параллелизмом вычислений.  

В условиях отсутствия универсальных инструментов параллельные проблемно-ориентированные 
языки (ПОЯ) (Domain Specific Language – DSL) позволяют достичь требуемой эффективности и вырази-
тельности программирования за счет существенного сокращения области применения языков [12]. 
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Применение ПОЯ, как правило, предполагает полную осведомленность программиста об особенностях 
организации вычислительного процесса в программируемом устройстве, что позволяет наиболее полно 
использовать специфические возможности данного вычислителя [14]. Поэтому ПОЯ в первую очередь 
оказываются полезными в качестве временного решения на этапе макетирования вычислительных си-
стем [13].  

 
1.3. Перспективы применения традиционных программных средств для программирования ОВС 

 
Практически все рассмотренные выше языки, как и подавляющее большинство современных язы-

ков программирования, являются императивными и основаны на принципе обработки данных потоками 
команд (Control Flow). Повсеместное распространение императивных языков программирования опре-
деляется их точным соответствием требованиям и особенностям организации вычислительного процес-
са на вычислителях с классической архитектурой от фон Неймана. Однако в тех случаях, когда архитек-
тура программируемого вычислителя отличается от классической, это преимущество императивных 
языков программирования превращается в недостаток, который будет проявляться тем сильнее, чем 
сильнее различаются архитектуры вычислителей. Например, применение императивных языков для 
программирования систем c архитектурой Data Flow, которую образует массив исполнительных 
устройств и устройств сопоставления соединенных с контекстно-адресуемым запоминающим устрой-
ством, вызывает серьезные проблемы, связанные с побочными эффектами и ограниченной доступно-
стью данных [15]. Примечательно, что в последнее время создаются серьезные проекты, основанные на 
модели вычислений Data Flow. Так, в частности, разработчики крупного европейского проекта 
TERAFLUX по созданию высокопроизводительных вычислительных структур отмечают, что примене-
ние модели организации вычислительного процесса Data Flow позволяет максимально выявлять и ис-
пользовать параллелизм вычислений и преодолеть ряд существенных ограничений, присущих традици-
онной модели Control Flow [16]. Эти результаты, безусловно, следует принимать во внимание при вы-
боре системы программирования ОВС, поскольку модель организации вычислительного процесса Data 
Flow гораздо лучше, чем Control Flow, подходит для описания вычислений в ОВС, а форма графа пото-
ков данных, используемая для указания информационных связей между операндами выражения, вы-
числяемого в системе DataFlow, по сути, представляет собой архитектуру ОВС, которая обеспечивает 
вычисление данного выражения. 

 
2. Применение альтернативных подходов для программирования 

однородных вычислительных систем 
 

2.1. Программирование вычислений, управляемых потоками данных (Data Flow) 
 

Обобщенные в отчете [15] результаты многочисленных исследований показывают, что ключевым 
фактором, который способен обеспечить требуемую эффективность программирования вычислителей, 
управляемых потоком данных, являются радикальные изменения понятия переменной и процедуры 
присваивания. В обзоре [17] приведены результаты использования адаптированного языка C для про-
граммирования алгоритмов обработки изображений на реконфигурируемом вычислителе, построенном 
на FPGA семейства Virtex (Xilinx, США). Язык программирования SA-C представляет собой диалект, 
наиболее характерными отличиями от базового языка C являются:  

– принцип однократного присваивания значений переменным (single assignment); 
– исключение операций с компонентами общей памяти;  
– ориентированность на выражения (expression oriented – любая языковая конструкция обязатель-

но возвращает как минимум одно значение). 
В ряде случаев для обеспечения выразительности и адекватности описания вычислительного про-

цесса в потоковых вычислительных системах с массивным параллелизмом платформы программирова-
ния, основанные на императивных языках, вынуждены перенимать базовые принципы декларативной 
концепции программирования [18, 19]. К преимуществам использования декларативных языков для 
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программирования однородных вычислительных систем следует отнести отсутствие конструкций и по-
нятий, которые не имеют адекватного отображения в ОВС, – такие как общая память, переменные, ука-
затели, индексы, циклы. Главными факторами, которые сдерживают применение и распространение 
декларативной парадигмы программирования, долгое время оставались отсутствие зрелых платформ 
программирования и психологическая неготовность сообщества программистов к радикальному изме-
нению своего инструментария [20, 21]. Однако за последние несколько лет отношение разработчиков 
программного обеспечения к декларативным языкам стало меняться, что привело к появлению гибрид-
ных языков и новых декларативных платформ для программирования параллельных вычислителей. 

 
2.2. Не-императивные языки программирования 

 
Анализ динамики (по данным Wikipedia) создания новых языков программирования за последние 

15 лет показывает устойчивое уменьшение среди новых языков программирования доли чистых импе-
ративных языков (–24%) и такой же устойчивый рост доли гибридных языков, которые поддерживают 
декларативный стиль программирования (+34%). Объяснить это можно двумя причинами: 

1) отсутствием заметного прогресса в применении императивных программных систем для про-
граммирования вычислителей с массивным параллелизмом вычислений;  

2) появлением и все более широким внедрением распределенных облачных и туманных вычисле-
ний (cloud, fog computing); основной тенденцией в организации вычислительных процессов становится 
уход от классической схемы фон Неймана, что уменьшает область эффективного применения чистых 
императивных языков программирования.  

Гибридные языки, по замыслу разработчиков, должны сочетать в себе основные достоинства ука-
занных выше парадигм программирования: 

– наглядность (простота восприятия) программного кода, наличие мощных инструментов для его 
создания и отработки, которые свойственны современным императивным языкам программирования; 

– автоматическое выявление ветвей параллельных вычислений, отсутствие побочных эффектов 
при их выполнении, которые свойственны чистым декларативным языкам программирования. 

В качестве примеров реализации подобных решений в последнем разделе будут рассмотрены 
платформа программирования FPGA-сопроцессоров, основанная на гибридном языке Mitrion-С, и 
платформа программирования параллельных вычислений, основанная на декларативном языке 
SquenceL. Поскольку данные платформы способны обеспечить массовый параллелизм вычислительного 
процесса, основные принципы их построения и опыт реализации могут быть использованы при созда-
нии систем программирования однородных вычислительных сред. 

 
3. Платформы программирования систем с массовым параллелизмом вычислений 

 
3.1. Платформа, основанная на гибридном языке программирования 

 
Платформа компании Mitrion включает в себя все компоненты, которые необходимы для реализа-

ции полного цикла программирования сопроцессоров, построенных на FPGA: 
– транслятор Mition-C, который предназначен для лингвистической верификации исходного кода, 

написанного на языке программирования высокого уровня, и формирования объектного кода программы; 
– виртуальный процессор Mitrion, который обеспечивает отладку объектного кода программы на 

интерпретаторе с использованием FPGA – независимого эмулятора; 
– блоки конфигурирования (Processor Configuration Unit, SPR Tool), которые выполняют разме-

щение вычислительных компонентов на FPGA, создание соединений между ними (Place & Route) и 
обеспечивают формирование загрузочного кода (FPGA bitstream – код укладки программы) с учетом 
специфики выбранной аппаратной платформы FPGA.  

По замыслу разработчиков платформы Mitrion, язык программирования должен обеспечивать ин-
теллектуальную поддержку программиста в обеспечении параллельного выполнения программ и в то 
же время быть достаточно простым для изучения и использования [22]. 
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Поскольку лексика языка Mition-C не опирается явно на принятые в декларативных языках меха-
низмы описания шаблонов функций, она, на первый взгляд, гораздо ближе к лексике императивных 
языков программирования. Декларативный характер Mition-C подчеркивается также принятыми в дан-
ном языке программирования способами определения и использования переменных; присвоение значе-
ния переменной в языке программирования Mition-C представляет собой не выражение, как это принято 
в императивных языках программирования, а утверждение. Отличие заключается в том, что единожды 
определенное при помощи процедуры присваивания значение переменной Mition-C может затем много-
кратно использоваться (например, для определения значений других переменных), но, в то же время, не 
может изменяться (переопределяться) [22]. 

Особый интерес при этом, безусловно, представляют оценки выразительности нетрадиционных 
лингвистических конструкций языка Mition-C. Действительно, многие испытатели отмечают, что им 
требовалось определенное время для того, чтобы привыкнуть к специфическим особенностям програм-
мирования на Mition-C [23, 24]. Большинство из них, однако, при этом указывают, что после заверше-
ния адаптации процесс программирования уже не у них вызывал значительных затруднений. При этом 
программисты по достоинству оценили оригинальные решения разработчиков языка, которые обеспе-
чивают возможность управления точностью представления данных [23] и функциональную полноту 
платформы, которая обеспечивает выполнение предварительной отладки программных решений на ин-
терпретаторе [25].  

Предварительные сравнительные оценки средств программирования FPGA-сопроцессоров [24, 
26–28] показывают, что платформа Mitrion (язык Mitrion–С) имеет преимущество в эффективности по 
отношению к традиционным программным средствам (Impulse-C и Dime-C), но уступает как средствам 
аппаратного (VHDL и Verilog), так и графического (DLPlogic) программирования. Рассматривая эти ре-
зультаты, не стоит забывать о том, что только программные платформы способны обеспечить мобиль-
ность программного кода и востребованную сегодня возможность его независимой отладки [25, 29]. 

Не вызывает сомнения, что перспективы применения для программирования ОВС платформ, ос-
нованных на гибридных языках, во многом будут определяться совокупностью взаимно исключающих 
требований удобства программирования и степени абстрагирования от архитектуры вычислительного 
устройства. Основываясь на изложенном выше (здесь уместно будет вспомнить опасения [5] разработ-
чиков Chapel), можно предположить, что чем больше императивных возможностей разработчик ги-
бридного языка оставит программисту, тем менее приспособленный для параллельного выполнения код 
получит транслятор. Поэтому значительно более перспективным представляется применение для про-
граммирования ОВС решений, которые основаны на чистых декларативных языках программирования. 
Как будет показано далее, лаконичность программных конструкций в совокупности с развитыми про-
цедурами выявления параллелизма позволяет успешно решать многие проблемы, с которыми могут 
столкнуться разработчики систем программирования однородных вычислительных сред. 

 
3.2. Платформа, основанная на декларативном языке программирования 

 
Очевидно, что максимально эффективной (по определению) будет программа, которая наиболее 

точно адаптирована к архитектуре вычислительной системы. Важно при этом определить, на какой 
именно стадии создания программы и каким образом должна происходить эта адаптация. Наиболее не-
удачным представляется вариант, когда программа изначально строится на основе типового алгоритма, 
который не учитывает ни структуру обрабатываемых данных, ни архитектуру вычислительной системы, 
а потом под них адаптируется программистом или компилятором. Проблема заключается в том, что ал-
горитм сам по себе уже является адаптацией выполняемой задачи, как правило, для классической архи-
тектуры фон Неймана, поэтому его автоматическая адаптация компилятором сводится к решению опи-
санной ранее проблемы построения «универсального векторизующего компилятора» [3], а процесс руч-
ной адаптации рано или поздно возвращает программиста к условиям поставленной задачи. Значитель-
но более продуктивным поэтому представляется процесс построения программы непосредственно из 
условий решаемой задачи с одновременным учетом структур обрабатываемых данных и доступных 
функций. 



66 

Во многом подобный процесс реализован в системе программирования, основанной на языке 
SequenceL, представляющем собой чистый декларативный язык высокого уровня, который предназна-
чен для программирования распределенных и потоковых вычислений [29]. Отличительными особенно-
стями этого языка программирования является очень лаконичный синтаксис и развитые механизмы не-
явного распараллеливания вычислений.  

По замыслу создателей, эти особенности языка SequenceL позволяют избавить программиста от 
алгоритмического планирования вычислительного процесса, что особенно важно для программирова-
ния реконфигурируемых систем с массированным параллелизмом вычислений, когда структура (архи-
тектура) вычислительного устройства не определена на момент создания программы. В то же время ла-
коничная семантика SequenceL поощряет программиста формулировать решаемые задачи в форме, ко-
торая способствует выявлению и использованию скрытого параллелизма вычислений [28]. 

Как следует из названия языка, базовым элементом данных в SequenceL являются последователь-
ности, элементами которых также могут быть последовательности. Скаляр представляется в SequenceL 
в виде 0-мерной последовательности, которая состоит из одного элемента, вектор представляется одно-
мерной последовательностью, матрица – двумерной (последовательность векторов) и т.д. Размерность 
(Type – тип) аргументов указывается в определениях функций и операторов SequenceL и играет ключе-
вую роль для распараллеливания их вычислений [30]. В случае, если тип аргумента при обращении к 
некоторой функции превышает значение типа, которое было задано при ее определении, для этого ар-
гумента фиксируется состояние «превышение типа» (overtyping), которое влечет за собой выполнение 
для него и для данной функции комплекса согласующих операций – NTD (Normalize-Transpose-
Distribute). Назначение операций NTD поясняется приводимым ниже примером умножения (скалярная 
операция) на вектор, который взят из [30]: 

10 * [1,2,3] 
(normalize) → [[10,10,10],[1,2,3]] 
(transpose) → [[10, 1],[10,2],[10,3]] 
(distribute) → [[10*1],[10*2],[10*3]] 
→ [10,20,30]  
Применение комплекса NTD в языке SequenceL позволяет на стадии трансляции выражений ав-

томатически выявлять скрытый параллелизм их вычисления и одновременно избавляет программиста 
от необходимости использования дополнительных программных конструкций для управления вычисли-
тельным процессом [30]. 

Интересно отметить, что хотя описанные выше основные принципы построения языка про-
граммирования SequenceL были представлены разработчиками еще в прошлом веке [28], заметное 
распространение этот язык начал получать только в последние несколько лет. В апреле 2012 г. осно-
ванная разработчиками языка компания Texas Multicore Technologies (ТМТ) представила бета-версию 
коммерческого компилятора SequenceL, который использовался в качестве пре-процессора к языку 
С++ для автоматического распараллеливания вычислений. В декабре 2014 г. ТМТ, уже будучи одним 
из партнеров AMD в области разработки программного обеспечения, представила новую версию сво-
ей платформы, которая обеспечивала совместное использование SequenceL с такими языками про-
граммирования, как Java, C#, Python и Fortran, что обеспечило успешное применение для программи-
рования распределенных вычислений. Как показывают испытания, сегодня платформа программиро-
вания ТМТ, которая включает в себя интерпретатор, отладчик, компилятор SequenceL и системные 
библиотеки для поддерживаемых языков программирования, позволяет автоматически создавать про-
граммы, которые превосходят написанные вручную по эффективности использования вычислитель-
ных ресурсов [31].  

Опыт разработки и внедрения платформы программирования ТМТ подтверждает представленное 
выше предположение о растущем интересе к системам, которые основаны на не-императивных языках 
программирования в связи с наблюдаемыми системными изменениями в организации вычислительного 
процесса (тенденция ухода от классической схемы фон Неймана).  
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3.3. Общие требования к платформе программирования ОВС 
 

Представленный выше анализ текущего состояния и тенденций развития технологий программи-
рования систем с массовым параллелизмом вычислений позволяет определить основные требования к 
составу и функциям компонентов платформы программирования однородных вычислительных сред. 
Основными компонентами такой платформы должны быть собственно система программирования и 
система построения загрузочного кода (компоновки).  

Система программирования, по нашему мнению, должна быть построена на декларативном языке 
и обеспечивать синтаксическую и семантическую отладку управления точностью и разрядностью вы-
числений.  

Система трансляции предназначена для формирования объектного кода разработанной програм-
мы с учетом особенности организации вычислительного процесса в ОВС и специфики их компоновки, а 
при необходимости – автоматического эквивалентного преобразования объектного кода.  

Система компоновки должна быть построена по блочно-модульному принципу с тем, чтобы 
обеспечить итеративную форму адаптации объектного кода для оптимизации процесса построения за-
грузочного кода и возможность дальнейшего развития системы.  

Наличие, кроме естественной временной метрики обработки данных (потактные вычисления по-
токов данных на массивах ПЭ), еще и явно выраженной пространственной метрики (прямоугольная 
матрица локально связанных ПЭ) обусловливает «геометрический» характер функционирования ком-
пилятора. Он должен учитывать возможные траектории распространения потоков данных в двумерном 
пространстве ПЭ и оптимизировать длины этих траекторий. Это принципиально отличает принципы 
построения и функционирования компиляторов ОВС от компиляторов современных систем параллель-
ной обработки данных. 

Отмеченные особенности ложатся в основу создания технологии программирования ОВС, при 
этом первым этапом становится создание языка и принципов построения ОВС-компилятора. 

 
Заключение 

 
ОВС представляют собой класс архитектур с массовым параллелизмом, реализуемым на двумер-

ных массивах локально связанных процессорных элементов. По принципу обработки информации это 
реконфигурируемые машины потоков данных с однородной структурой. Поэтому основными чертами 
технологии программирования ОВС являются декларативный принцип языка программирования, 
структурно-функциональный принцип работы компилятора, учитывающий топологию ОВС и возмож-
ность программного управления архитектурой ОВС (реконфигурации) при возникновении соответ-
ствующих условий и проблем. 
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Homogeneous computing environment (HCE) it's special-purpose computer systems, which are represents as the mesh-connected 
identical processing elements (PE), each of which is configured to perform arithmetic or logic functions and certain kind connections 
with the "neighboring" PE. HCE programming is a PE array set-up process for the implementation of data processing and transmission 
algorithm. The main result of programming is "laying" algorithm graphs on lattice of PE. 
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To date, numerous projects dedicated to applying of general-purpose vectorizing compilers for adaptation the common programming 
languages to systems with massively parallel data processing have not been any success with respect to the parallel programs of any 
kind. At the same time, some of new languages for parallel programming are not getting noticeable proliferation, indicating that the 
limited capacity of traditional methods for systems programming of massively parallel computing. 

The results of numerous researches show that the one of key factor for the efficiency of parallel programming is a radical change of 
the concept of variable and assignment procedures. That is why the platform of software for parallel data processing based on imperative 
programming languages, are forced to adopt the basic principles of declarative programming concepts. 

As examples of such language implementation the FPGA-coprocessor software based on a hybrid language Mitrion-C programming 
and parallel computing platform based on a declarative language SquenceL are described in article. 

Analysis of the current status and trends of software techniques for massively parallel computing allows define the basic require-
ments for the structure and functions of the components of the software platform of HCE. The main components of such a platform are 
programming system and the subsystem of code layout. 

The programming system should be based on the declarative language and provide debugging on syntactic and semantic levels and 
accuracy control. The layout system should be based on the modular principle in order to ensure the iterative adaptation of the object 
code for optimizes the building boot code and the possibility of further development of the system. 

In case of HCE both time (data streams computation on PE arrays) and space (rectangular matrix locally connected PE) metric of 
computations are taking place. It is causes the "geometric" nature of the operation of the compiler. It must take into account the possible 
propagation path data streams in two-dimensional space of PE and optimize the lengths of these "trajectories". This fact fundamentally 
distinguishes the principles of construction and functioning of compilers for HCE and usual parallel computer systems. 
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ОБЪЕКТНАЯ МОДЕЛЬ ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ИМИТАЦИОННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ЦИКЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

 
Представлена разработка объектной модели программной системы, предназначенной для имитационного моде-
лирования циклических систем массового обслуживания. Приложение построено на основе дискретно-
событийного подхода и включает реализацию различных механизмов группового подключения и переключения 
обслуживающих приборов между входящими потоками заявок. 
Ключевые слова: циклическая система массового обслуживания; имитационное моделирование; объектно-
ориентированное проектирование. 
 

Системы массового обслуживания (СМО) [1, 2] являются стохастическими моделями реальных си-
стем. Циклические СМО – это класс систем массового обслуживания, в которых обслуживающие приборы в 
определенном (циклическом) порядке подключаются к различным накопителям для обслуживания заявок, 
находящихся в этих накопителях [3, 4]. Заявки попадают в накопители из нескольких входящих в систему 
потоков заявок. Аналитическим исследованиям циклических систем обслуживания посвящено достаточно 
много научных трудов (см., например, [5]), но несмотря на это, по вполне понятным причинам во многих 
случаях не удается получить какие-либо аналитические результаты. Тогда применяют другие методы иссле-
дования, среди которых особое место занимает имитационное моделирование [6, 7].  

Имитационный подход позволяет воспроизвести поведение системы и таким образом достичь 
требуемых результатов практически для любой конфигурации исследуемой системы. Конечно, имита-
ционное моделирование имеет и свои недостатки – это в первую очередь числовой, возможно, каче-
ственный, но не аналитический характер результатов, что позволяет делать подтвержденные выводы 
только для модели, определенной с точностью до числовых значений, но не для класса систем. Также 
выполнение имитационного моделирования требует достаточно долгого времени для проведения ком-
плексного исследования. Однако, несмотря на указанные недостатки, имитационный подход часто ис-
пользуется для решения конкретных задач в тех случаях, когда аналитические исследования невозмож-
ны либо возможны при больших упрощениях исходной модели. 

Для выполнения имитационного моделирования применяют специализированные программные 
средства, которые можно разделить на два типа: с полным контролем внутренней структуры со стороны 
аналитика (типа «белый ящик») и без такового (типа «черный ящик»). Системы первого типа наиболее 
удобно реализовать с помощью различных готовых программных продуктов, специально предназна-
ченных для имитационного моделирования, например, с помощью систем GPSS [8, 9], MatLab [10], 
AnyLogic [11] и других программных продуктов. Иногда аналитик использует стандартные языки про-
граммирования (например, Fortran или C++) для создания такой программы. В любом из этих случаев 
от исследователя требуются владение на хорошем уровне навыками программирования и / или доста-
точно глубокие знания специального языка (GPSS) или устройства соответствующей системы (MatLab).  

Системы второго типа представляют собой закрытые приложения, в которых аналитику доста-
точно только выбрать конфигурацию из предложенного списка и задать параметры, не вдаваясь в по-
дробности устройства программной системы и не написав ни строчки кода на каком-либо языке. В дан-
ном случае от пользователя приложения не требуется знания основ программирования и даже глубоко-
го знания внутреннего устройства самого процесса имитационного моделирования. 

Каждый тип систем моделирования имеет свои положительные и отрицательные стороны. 
В настоящей работе представлено решение задачи разработки приложения закрытого типа для имита-
ционного моделирования достаточно широкого класса циклических систем обслуживания. 
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1. Общее описание модели циклической системы массового обслуживания 
 
Рассматривается класс циклических систем массового обслуживания следующего вида (рис. 1). 

На вход системы поступает K ≥ 1 входящих потоков A1, …, AK, каждый из которых описывается задан-
ной для него моделью случайного потока событий с определенными параметрами. Все заявки k-го вхо-

дящего потока ( Kk ,1 ) поступают в k-й накопитель (буфер), который может иметь заданный макси-

мальный размер или может быть не ограничен в приеме заявок. Также имеется некоторое число N ≥ 1 
обслуживающих приборов (серверов) B1, …, BN, которые подключаются к накопителям, забирают из 
них заявки в порядке, соответствующем некоторой дисциплине (например, FIFO – first in first out), и 
обслуживают эти заявки в соответствии с некоторым заданным для каждого прибора законом. После 
этого заявки покидают систему. Функция распределения времени обслуживания может определяться 
для каждого прибора независимо от накопителя (входящего потока), из которого взята заявка, но также 
для каждого прибора может быть задан индивидуальный набор из K функций распределения, опреде-
ляющих продолжительность обслуживания заявок, поступивших из разных входящих потоков. Таким 
образом, при K входящих потоках (накопителях) и N обслуживающих приборах можно задать KN   

функций распределения KkNnxBnk ,1,,1),(  , определяющих продолжительность обслуживания 

разными приборами заявок из разных входящих потоков. 
 

 
 

Рис. 1. Модель циклической системы 
 

Порядок, способ и длительность подключения приборов к накопителям определяется заданными 
параметрами, которые в дальнейшем будем называть параметрами подключения. В случае, когда коли-
чество серверов N > 1, возможны различные варианты их «группового» поведения. В качестве основ-
ных групповых дисциплин выделим три: 

1. Жесткая группа. Все обслуживающие приборы системы образуют одну группу обслуживания: 
все приборы в один момент времени работают только с одним накопителем, переключение между 
накопителями и пребывание в состоянии переключения (см. далее) для всех приборов производится 
синхронно. 

2. Одиночные приборы. Обслуживающие приборы подключаются к накопителям независимо друг 
от друга, причем с одним накопителем в один момент времени может работать только один прибор. 
В случае, если по окончании сеанса подключения прибора к накопителю следующий накопитель уже 
обслуживается другим сервером, то прибор ищет следующий по циклическому порядку свободный (не 
находящийся в сеансе подключения с другим сервером) накопитель и подключается к нему. Эта дисци-
плина подключения доступна только при условии, что количество серверов не превышает количество 
накопителей (N ≤ K). 

3. Гибкие группы. Обслуживающие приборы подключаются к накопителям независимо друг от 
друга, в один момент времени к накопителю может быть подключено любое число приборов. По окон-
чании сеанса подключения прибор подключается к следующему накопителю независимо от того, об-
служивается он другими серверами или нет. 

Кроме дисциплины подключения групп важными параметрами подключения являются парамет-
ры, определяющие продолжительность одного сеанса подключения сервера или группы серверов к 
накопителю. В данной работе будем называть их дисциплиной подключения и рассмотрим два типа: 

… … …

Входящие потоки Накопители Узел подключения Приборы

A1

AK

B1

BN
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1. С разделением времени. Продолжительность каждого подключения определяется заданной 
функцией распределения длительности сеанса. По окончании этого периода обслуживание всех заявок, 
производившееся в рамках данного подключения, прерывается, а сами заявки возвращаются в накопи-
тель (в начало очереди, в порядке времени их поступления в систему). Продолжительность сеанса под-
ключения может определяться одной функцией распределения для всех накопителей либо задаваться 
индивидуально для каждого накопителя. 

2. До полного исчерпания. Подключение сохраняется до тех пор, пока не будет закончено обслу-
живание последней заявки в накопителе. При этом в случае жесткой группы все незадействованные 
приборы простаивают, пока последний из них не закончит обслуживание, но во время простоя могут 
принимать и обслуживать заявки, поступающие из текущего входящего потока. В случае гибких групп, 
если по окончании обслуживания на одном из приборов накопитель оказывается пуст, то сеанс подклю-
чения для данного прибора заканчивается и он переключается на другой накопитель. 

Когда прибор или группа приборов завершают обслуживание одного накопителя и должны пере-
ключиться к следующему, то параметрами задачи может быть задано, что это переключение требует 
некоторого времени. В случае применения дисциплины подключения «до полного исчерпания» это 
время должно быть обязательно больше нуля, так как в противном случае, если все накопители оказа-
лись временно пусты, модель перейдет в состояние «зацикливания», когда приборы мгновенно пере-
ключаются от очереди к очереди, а модельное время не изменяется. Для дисциплины с разделением 
времени этот параметр опционален. Если параметрами задачи указано, что переключение требует вре-
мени, то задается функция распределения, определяющая длительность состояния переключения, в ко-
торое прибор или группа приборов переходят по окончании сеанса подключения к одному накопителю. 
В этом состоянии приборы не выполняют никаких действий. По окончании времени переключения 
приборы подключаются к следующему накопителю. Функция распределения длительности времени 
переключения может определяться одной функцией распределения для всех накопителей либо зада-
ваться индивидуально для каждого накопителя.  

 
2. Объектная модель циклической системы обслуживания 

 
2.1. Основные объекты циклической системы 

 
Для имитационного моделирования стохастических систем наиболее подходящим методом моде-

лирования является дискретно-событийный подход [12, 13], основная идея которого заключается в 
определении событий, которые должны произойти в системе, и сдвиге модельного времени по момен-
там наступления этих событий. В настоящей работе в качестве платформы для реализации приложения 
имитационного моделирования циклических систем будут использованы библиотеки программного 
комплекса ODIS [14–16], предназначенного для имитационного моделирования сетей массового обслу-
живания. В этих библиотеках уже имеется базовый класс SimulationModel, который реализует основной 
цикл дискретно-событийного моделирования систем массового обслуживания. Исполнение цикла мо-
делирования базируется на взаимодействии объектов событий, заявок и элементов системы.  

Объектная модель разрабатываемого приложения имитационного моделирования циклических 
СМО представлена на рис. 2, 3. Реализация механизма сеансов подключения и описание основных сце-
нариев имитационного моделирования представлены в следующих подразделах. 

Классы Element, Source, PassiveBuffer реализованы каркасом ODIS и предназначены для модели-
рования элементов СМО общего вида. Классы InputSource, Server и ConnectionManager реализуют объ-
екты, специфичные для циклических СМО. 

Класс Element представляет собой абстрактный класс, потомками которого будут любые элемен-
ты системы (например, входящий поток, накопитель, прибор обслуживания), которые могут принимать 
заявки с помощью операции accept(…), а также генерировать и / или обрабатывать события. Обработка 
событий производится с помощью операции processEvent(…). 

Класс Source представляет входящий поток заявок. В методе accept(…) генерируется исключение, так 
как этот элемент не может принимать заявки. А в методе processEvent(…) генерируются новые заявки. 
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Рис. 2. Объектная модель циклической системы обслуживания 
 

Класс InputSource, в отличие от Source, включает в себя накопитель заявок (объект стандартного 
класса PassiveBuffer). Метод processEvent(…) вызывается автоматически каркасом платформы, если об-
рабатываемое системой событие сгенерировано данным объектом InputSource. В дальнейшем объекты 
класса InputSource будем называть источниками. 

Класс PassiveBuffer представляет собой реализацию объекта-накопителя заявок. Он имеет атрибут 
maxLength, который определяет максимальный объем накопителя (максимальное число заявок, которые 
можно в нем разместить). Значение maxLength = –1 означает, что накопитель не ограничен в размерах. 
Методы accept(…) и acceptReturned(…) используются для помещения заявки в накопитель. Если при 
вызове метода accept(…) оказалось, что накопитель заполнен до предела, то заявка получает отказ и не-
медленно покидает систему. В случае неограниченного объема накопителя или при вызове метода ac-
ceptReturned(…) заявка будет помещена в накопитель в обязательном порядке. В этом случае считается, 
что накопитель всегда имеет небольшой резерв для размещения заявок, возвращенных в него в экстрен-
ных ситуациях (прерывание обслуживания). 

Все заявки в накопителе сортируются в порядке времени их первого поступления в накопитель 
(времени поступления в систему). Операция getCall(…) извлекает самую старую заявку из накопителя и 
возвращает ее в качестве результата. 

Объект Server реализует обслуживающий прибор и имеет два существенных отличия по сравне-
нию с соответствующим объектом платформы, а именно: 

1) может пребывать в трех состояниях (поле state): «Свободен», «Занят обслуживанием», «В ре-
жиме переключения»; 

2) реализует возможность задания отдельных функций распределения для длительности обслужи-
вания заявок из разных накопителей (входящих потоков). Для этого используется опция distribu-
tionsType со значениями Single (одна функция распределения для всех накопителей) и ForEachBuffer 
(функции распределения вероятностей заданы для каждого накопителя в отдельности), а также массив 
distributions. 

Методы accept(…) и processEvent(…) используются соответственно для помещения заявки на об-
служивание в данном приборе и для обработки события окончания обслуживания. Метод 
breakService(…) немедленно прерывает обслуживание заявки и возвращает ее в соответствующий нако-
питель с помощью метода PassiveBuffer.acceptReturned(…). 

Класс ConnectionManager (диспетчер подключений) – искусственно введенный объект, который 
хранит информацию и реализует логику подключения приборов к очередям. Диспетчер подключений со-
держит такие атрибуты, как тип соединения connectionType, дисциплина обслуживания очередей 
sessionType, способ задания функций распределения длительности подключения sessionDistributionsType, 
функции распределения длительности подключения приборов к накопителям sessionDistributions, флаг 
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переключения приборов isPreconnectionRequired, способ задания функций распределения длительности 
времени переключения preconnectionDistributionsType, а также функции распределения длительности 
переключения приборов preconnectionDistributions. 

Метод processEvent(…) класса ConnectionManager обрабатывает событие окончания времени пе-
реключения прибора. Другие методы данного класса будут описаны ниже. 

 
2.2. Механизм сеансов подключения 

 
В объектной модели все серверы системы собраны в одну коллекцию – пул серверов (объект 

класса ServersPool). Все входящие потоки с накопителями также образуют коллекцию. У модели имеет-
ся единственный объект класса ConnectionManager, которому предоставлен полный доступ к обеим 
коллекциям. 

Для организации моделирования подключений приборов к накопителям предлагается использо-
вать механизм сеансов подключения. Сеанс подключения (объект Session) – это объект, создаваемый на 
время подключения пула приборов к одному накопителю (рис. 3). Данный объект отвечает за продол-
жительность подключения, управляет движением поступающих заявок, а также заявок, находящихся в 
накопителе и на обслуживании. 

 

 
 

Рис. 3. Структурная схема механизма сеансов подключения 
 

Объект Session реализует операцию processEvent(…) интерфейса Element, в ней обрабатывается 
событие окончания сеанса. Операции start(…) и finish() используются соответственно для старта и 
окончания сеанса. Метод serviceEnded(…) вызывается, когда обслуживающий прибор, находящийся в 
сеансе, закончил обслуживание и готов принять на обслуживание новую заявку. Операция 
acceptCall(…) используется объектами-источниками InputSource во время поступления заявки в систему 
для поиска сеанса со свободным прибором и передачи ему этой заявки. Атрибут buffer ссылается на 
объект-накопитель источника source. 

Управление сеансами полностью осуществляет объект ConnectionManager. Для этого он реализует 
методы (см. рис. 3) startNewSession(…) и sessionEnded(…) соответственно для создания сеанса и обра-
ботки события его окончания, а также метод startPreconnection(…) для создания события отложенного 
старта сеанса (так называемое время переключения). 

 
2.3. Основные сценарии имитационного моделирования циклической системы 

 
Поскольку вся система построена на дискретно-событийной модели управления, то для выполне-

ния полного цикла имитационного моделирования достаточно выделить типы событий системы, реали-
зовать механизмы их генерации, записи в журнал событий, извлечения из него и процедуры обработки 
этих событий. 

Выделим основные типы системных событий: 
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1. Начало моделирования. Происходит однократно на старте всего процесса моделирования. 
Не требует записи в журнал. 

2. Поступление заявки в систему в определенном входящем потоке. 
3. Окончание времени переключения прибора или группы приборов (если задано, что переключе-

ние требует времени). 
4. Окончание обслуживания заявки на приборе. 
5. Завершение сеанса (для дисциплины подключения «с разделением времени»). 
Начало моделирования выполняется в методе onInitialization класса PollingModel (рис. 4). Здесь 

создаются по одному событию на каждый источник заявок. Затем в методе инициализации диспетчера 
подключений производятся необходимые подготовительные действия в зависимости от заданных пара-
метров моделируемой СМО. 

 

 
 

Рис. 4. Сценарий начала моделирования 
 

Событие поступления заявки в систему обрабатывается в методе processEvent(…) класса In-
putSource (рис. 5). Если источник заявок подключен хотя бы к одному сеансу и накопитель пуст, нахо-
дим сеанс со свободным прибором и помещаем заявку в этот прибор для обслуживания. Если хотя бы 
одно из условий нарушено, заявка просто помещается в накопитель. После этого генерируем следую-
щее событие поступления заявки из входящего потока (на диаграмме этот шаг опущен – он выполняет-
ся базовым классом Source). 

Событие окончания времени переключения группы приборов обрабатывается в методе processEv-
ent(…) класса ConnectionManager. Сначала нужно создать новый сеанс подключения. Алгоритм созда-
ния и старта нового сеанса представлен на рис. 6. Во-первых, находим следующий по порядку источник 
заявок в соответствии с выбранной групповой политикой. Далее создаем новый сеанс и запускаем его. 
Если выбрана дисциплина подключения «до полного исчерпания» и в накопителе источника отсут-
ствуют заявки, то сеанс подключения тут же прекращается. Если выбрана дисциплина подключения «с 
разделением времени», то генерируем и регистрируем событие окончания сеанса. Затем все свободные 
приборы заполняются имеющимися в накопителе заявками. 

Событие окончания обслуживания заявки на приборе обрабатывается в методе processEvent(…) 
класса Server (рис. 7). Обработанная заявка удаляется из прибора, сеансу подключения сообщается об 
окончании обслуживания. Если в накопителе есть заявка, то она помещается на прибор, иначе если вы-
брана дисциплина подключения «до полного исчерпания» и ни один прибор пула серверов не занят, то 
сеанс завершается. 

 

sd Model.onInitialization()

:PollingModel

loop [for each source in inputSources]

addNewSourceEvent(source)

:ConnectionManager

initialization()

source: 
InputSource

nextEvent()

e

addEvent(e)

e:Event
new(t, call, source)

t = nextTime()

c:Call
new(t)
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Рис. 5. Обработка события поступления заявки в систему 
 
 

 
 

Рис. 6. Алгоритм старта нового сеанса 
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Рис. 7. Обработка события окончания обслуживания заявки 
 

Событие завершения сеанса (для дисциплины подключения «с разделением времени») обрабаты-
вается в методе processEvent(…) класса Session (рис. 8). 

 

 
 

Рис. 8. Обработка события завершения сеанса 
 

Сначала удаляются все признаки сеанса у источника и приборов в пуле. Если какие-то заявки 
находятся на обслуживании, то их облуживание прерывается и заявки принудительно возвращаются в 
накопитель. Затем диспетчеру подключений сообщается об окончании сеанса. Он, в свою очередь, если 
требуется, переводит пул приборов в режим переключения, регистрируя событие окончания времени 
переключения. Если времени переключения не требуется, то для текущего пула приборов начинается 
новый сеанс.  

 

Заключение 
 

Разработанная и представленная выше объектная модель позволяет выполнять имитационное мо-
делирование циклических система массового обслуживания с применением дискретно-событийного 
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подхода. На основе представленной модели было реализовано приложение, позволяющее выполнять 
имитационное моделирование для широкого класса циклических систем обслуживания за счет вариа-
тивности задаваемых параметров конфигурации: различные типы входящих потоков и их параметры 
для каждого источника, индивидуальные параметры соответствующих им накопителей, индивидуаль-
ные параметры для каждого обслуживающего прибора, в том числе в зависимости от обслуживаемого 
источника, учет возможных затрат времени на переключение приборов от одного источника к другому, 
три дисциплины подключения групп приборов, две стратегии, определяющие продолжительность сеан-
сов, в том числе для дисциплины «с разделением времени»; реализована возможность задавать продол-
жительность сеанса подключения в зависимости от обслуживаемого источника. 

Разработанное приложение может использоваться для исследования широкого класса цикличе-
ских систем обслуживания, в том числе и тогда, когда аналитические исследования не представляются 
возможными. 
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In this paper, we consider the problem of developing the application for simulation of cyclic queueing systems. Cyclic (polling) sys-
tems is a class of queuing systems in which servers cyclically connect to various buffers (or inputs) to serve customers from these buff-
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ers. In the study of cyclic systems, in most cases, analytical results cannot be obtained, therefore, the development and using software 
programs for the simulation of such systems is an important problem. 

In the paper, the following model of cyclic queuing systems is considered. The system has K ≥ 1 inputs where incoming customers 
arrive. All customers from the input number k go to a single buffer connected to this input. Also, the system has N ≥ 1 servers that peri-
odically connect to the buffers, take customers from them and serve the customers according to the specified service laws. When a ser-
vice is complete, customers leave the system. In the case of the number of servers N > 1, different versions of their group behavior (dis-
ciplines) is possible. In the paper, we consider such group disciplines as a hard group, single devices and a flexible group. Also, there are 
disciplines of two types for connecting of separate or grouped servers to buffers: time-sharing or exhaustive. Moreover, when the server 
or group of servers have completed a service of one buffer and they need to switch to the next buffer, it maybe requires a certain switch-
ing time. In addition, in the case of the exhaustive discipline, this time should be greater than zero. 

We use libraries of software package ODIS as a framework for the application implementation. This framework designed for simu-
lation of queuing networks. The main classes of the framework that used in the work are the following: Element which is an abstract 
parent of all elements of the simulation model. Source which simulates arrivals of customers, Server which implements the service unit, 
PassiveBuffer which is a buffer with queue organized for customers in it, Call which implements a customer. In addition, the following 
special classes for simulation of cyclic systems is designed in the work: InputSource combines two objects – a Source instance and a 
PassiveBuffer one; ConnectionMannager is an object which implements the logic of connecting servers to buffers; Session is an object 
which is created at the instant when servers pool is connecting to a buffer, it responds for the duration of the connection and controls the 
movements of incoming customers, customers in the buffer and in servers. 

Special technique of system events is designed to realize the simulation based on the discrete event model. This technique imple-
ments mechanisms of generation, logging and processing of system events. For the simulation of the cyclic systems, it is identified five 
types of the system events: start of simulation; customer arrival in a particular input; the end of switching time period (if it set that 
switching requires some time); customer service completion; the end of the session (for time-sharing connection discipline). Processing 
procedures for scenarios of all these events was designed and implemented. An application was implemented on the designed basis. 
The application is used for investigations in the field of queuing theory. 
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АЛГОРИТМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НАГРУЗКИ В ПРОГРАММНОЙ СИСТЕМЕ, 
ПОСТРОЕННОЙ НА ОСНОВЕ ПРОТОКОЛА HDP 

 
Предложен алгоритм эффективного распределения нагрузки в гетерогенной программной системе, построенной 
на основе протокола HDP. Данный алгоритм позволил получить равномерное распределение нагрузки в произ-
вольный момент времени эксплуатации программной системы за счет использования данных обратной связи от 
запущенных узлов. Использование алгоритма позволило обеспечить отказоустойчивость системы и повысить 
толерантность к изменению аппаратного обеспечения. Даны описания алгоритма и его сравнение с другими ал-
горитмами распределения нагрузки в программной системе.  
Ключевые слова: HDP; распределенная программная система; балансировка нагрузки. 

 
На сегодняшний день большинство программных систем подвергаются внушительным функцио-

нальным нагрузкам. Порой система развивается настолько молниеносно, что наращивание мощности 
аппаратного обеспечения не позволяет адекватно справляться с возрастающей нагрузкой. А в случае 
высоконагруженных программных систем одного физического узла попросту не хватит, чтобы кор-
ректно обработать все поступающие запросы. Поэтому такие системы строятся, как правило, из одина-
ковых копий узлов, каждый из которых выполняет одинаковые функции, что приводит к возникнове-
нию задач маршрутизации и равномерного распределения нагрузки между существующими однотип-
ными узлами программной системы. Также остро стоит вопрос о возможности поддержки: ввод нового 
узла или вывод старого узла из эксплуатации без полного выключения системы. Все эти задачи ложатся 
на методы и алгоритмы балансировки, но большинство таких методов и алгоритмов при распределении 
нагрузки не учитывают реальную ситуацию в текущий момент времени: при изменении набора узлов в 
них вносятся изменения, а дальше система функционирует без стороннего вмешательства.  

Важнейшим фактором, приводящим к появлению копий одних и тех же узлов, является и потреб-
ность отсутствия единой точки отказа. Система должна быть устойчива к выходу из строя одного или 
нескольких узлов и продолжать корректно реагировать на поступающие запросы. Такие системы могут 
быть построены на основе протокола взаимодействия HDP, в котором реализован алгоритм баланси-
ровки нагрузки с учетом данных обратной связи, который позволяет в режиме реального времени ме-
нять нагрузку на тот или иной узел, чтобы поддерживать оптимальную нагрузку на программную си-
стему в целом. 

 
1. Алгоритмы распределения нагрузки в распределенных системах 

 
Балансировка нагрузки – это метод распределения запросов между несколькими одинаковыми уз-

лами распределенной вычислительной системы с целью оптимизации использования всех узлов сов-
местно. Существуют различные алгоритмы балансировки нагрузки, которые имеют разное применение 
в различных областях, их целью также является обеспечение отказоустойчивости системы в целом.  

Алгоритм round robin представляет из себя циклический перебор всех узлов по кругу, каждый 
следующий запрос отправляется на следующий в наборе узел. Главное достоинство – это простота ал-
горитма, что позволяет использовать его во многих системах, и архитектура таких систем остается мак-
симально простой, так как эксплуатационные особенности системы не вносят дополнительного вклада в 
сложность архитектуры. Из недостатков алгоритма стоит выделить неравномерное распределение 
нагрузки, если узлы сети имеют разные технические характеристики. Технически более мощный узел 
будет лучше справляться с запросами, чем остальные, которые будут более нагружены. Также не реше-



82 

на проблема недоступного узла, т.е. узла, который во время эксплуатации системы внезапно вышел из 
строя.  

Алгоритм weighted round robin представляет собой модификацию алгоритма round robin, в которой 
каждому узлу вручную назначается некий вес – вероятность, с которой балансировщик нагрузки в сле-
дующий раз выберет именно этот узел. По сравнению с round robin в данном алгоритме удалось ком-
пенсировать возможные технические отличия узлов сети. Из недостатков алгоритма стоит выделить 
отсутствие решения всех задач отказоустойчивости, ведь если узел сети с высоким приоритетом пере-
стает быть доступным, на него все равно отправляется большинство запросов. 

 
2. Алгоритм распределения нагрузки feedback node в программной системе, 

использующей протокол HDP для взаимодействия узлов 
 

Протокол HDP представляет собой протокол для обмена гетерогенными данными в распределенной 
вычислительной среде. Протокол использует жестко структурированные данные в формате JSON со спе-
циальными служебными метками согласно спецификации протокола. Согласно спецификации протокола 
все взаимодействующие узлы в HDP делятся на два типа: клиент и поставщик. Клиент – узел, запрашива-
ющий данные. Поставщик – узел, предоставляющий доступ к данным и функциям их обработки.  

В протоколе заложена возможность указания нескольких узлов: однотипных копий одних и тех 
же сервисов для того, чтобы была возможность балансировать нагрузку между копиями, выдающими 
одинаковые данные и предоставляющими одинаковые функции над данными.  

Предлагаемый автором алгоритм feedback node является алгоритмом распределения нагрузки в 
программной системе, построенной на основе протокола HDP. Он учитывает гетерогенные данные о 
текущей загрузке каждого узла и на основе этих данных распределяет между ними нагрузку. На отсле-
живаемый узел устанавливается агент, который передает серверу данные об общей загрузке, загрузке 
процессора и использовании памяти на данном узле. Балансировщик HDP на основе этих данных при-
нимает решение о передаче запроса тому или иному узлу в зависимости от его загруженности в теку-
щий момент времени. 

Среди выбранных отслеживаемых метрик используются:  
– LA (Load Average)  среднее значение загрузки системы за период в 1 минуту. Значение LA 

строится на основе процессов, стоящих в очереди ожидания ресурсов, поэтому данное значение тракту-
ется в зависимости от количества ядер процессора: значением по данной метрике является отношение 
количества ожидающих процессов к общему количеству ядер; 

– CPU (CPU utilization)  загрузка процессора в текущий момент времени, выраженная в процен-
тах; 

– MU (Memory usage)  использование памяти, выраженное в процентах относительно общего ко-
личеств.  

Стоит отметить, что алгоритм может подстраиваться к исключению указанных выше метрик или 
добавлению новых. 

В любой момент времени на сервере поддерживается в актуальном состоянии список приоритет-
ных узлов, в котором перечислены адреса всех узлов в определенном порядке. Один и тот же узел мо-
жет быть указан в списке многократно. Балансировщик нагрузки обходит этот список по кругу и пере-
дает каждый следующий запрос последовательно следующему узлу, указанному в списке.  

У этого списка есть предельное время жизни (в секундах), в течение которого список не обновля-
ется и признается актуальным. Предельное время жизни определяется на предположении, что за опре-
деленный промежуток времени значения отслеживаемых метрик кардинальным образом не изменятся, 
поэтому не имеет смысла нагружать узлы лишним получением метрик, тем самым повышая нагрузку на 
узел. 

Алгоритм распределения нагрузки feedback node: 
1. Присвоить N количество всех доступных однотипных узлов в программной системе. 
2. Отправить запросы получения текущих значений LA, CPU, MU всем узлам с установленными 

агентами. 
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3.1. Сравнить значения параметра LA у всех узлов. 
3.1.1. Если значение параметра LA хотя бы у 2 узлов отличается, то перейти к пункту 3.1.2., иначе 

перейти к пункту 3.2. 
3.1.2. Вычислить SLA – сумму значений всех параметров:  

1

N

i
i

SLA LA


 . 

3.1.3. Сформировать таблицу «Узел-Значение», где «Значение» вычислить по следующей формуле 
для каждого узла из списка: 

100i i
SLASLA LA . 

3.1.4. Инвертировать столбец «Значение», перейти к пункту 4. 
3.2. Сравнить значения параметра CPU у всех узлов. 
3.2.1. Если значение параметра CPU хотя бы у 2 узлов отличается, то перейти к пункту 3.2.2., ина-

че перейти к пункту 3.3. 
3.2.2. Вычислить SCPU  сумму значений всех параметров: 





N

i
iCPUSCPU

1

.  

3.2.3. Сформировать таблицу «Узел-Значение», где «Значение» вычислить по следующей формуле 
для каждого узла из списка: 

.
100i i

SCPUACPU CPU  

3.2.4. Инвертировать столбец «Значение», перейти к пункту 4. 
3.3. Сравнить значения параметра MU у всех узлов. 
3.3.1. Если значение параметра MU хотя бы у 2 узлов отличается, то перейти к пункту 3.3.2., иначе 

составить таблицу «Узел-Значение», в которой каждому узлу поставить 1 в «Значение» и перейти к 
пункту 4. 

3.3.2. Вычислить SMU – сумму значений всех параметров: 





N

i
iMUSMU

1

.  

3.3.3. Сформировать таблицу «Узел-Значение», где «Значение» вычислить по следующей формуле 
для каждого узла из списка: 

.
100i i

SMUAMU MU  

3.3.4. Инвертировать столбец «Значение», перейти к пункту 4. 
4. Сформировать список приоритетных узлов на основе таблицы «Узел-Значение» следующим 

образом: обойти таблицу и внести в список один и тот же узел столько раз, сколько указано в столбце 
«Значение». 

5. Первый входящий запрос Ri=1 передать первому узлу из списка. 
6. Входящий запрос Ri передать узлу Ri из списка. 
7. При получении запроса RN+1 проверить, превышено ли предельное время жизни списка приори-

тетных узлов. Если время жизни списка было превышено, перейти к пункту 1, иначе присвоить i = 1 и 
перейти к пункту 5. 

 
Заключение 

 
В данной работе был проведен анализ проблемы оптимального распределения нагрузки в гетеро-

генной программной системе, указаны достоинства и недостатки существующих алгоритмов, предло-
жен алгоритм распределения нагрузки, учитывающий обратные данные о текущем состоянии узлов и 
меняющий вектор нагрузки в режиме реального времени. Данный алгоритм позволяет эффективно ис-
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пользовать имеющиеся аппаратные ресурсы в виде распределенных узлов, равномерная загрузка кото-
рых, в свою очередь, ведет к повышению отказоустойчивости системы в целом и уменьшению времени 
реагирования на поступающие входящие запросы. В будущем данный алгоритм достаточно гибко мо-
жет подстраиваться под новые метрики и толерантен к включению или выключению учета отдельных 
метрик в произвольных системах. Это приводит к тому, что данный алгоритм можно применить в высо-
конагруженных распределенных программных системах, где крайне важно избежать единой точки от-
каза, обеспечить отказоустойчивость и сбор метрик не является критичным фактором, способным зна-
чительно увеличить общую нагрузку на программную систему. 
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In this paper, we discuss load balancing in a software system based on the HDP protocol. Load balancing is a method of distributing 

requests between several identical nodes of a distributed computing system in order to optimize the use of all nodes together. There are 
various load balancing algorithms that have different applications in different areas and their purpose is also to ensure the fault tolerance 
of the system as a whole.  

The algorithm of round robin is a cyclic search of all nodes in a circle, each subsequent request is sent to the next node in the set. 
The main advantage is the simplicity of the algorithm, which makes it possible to use it in many systems and the architecture of such 
systems remains as simple as possible. The operational characteristics of the system do not add to the complexity of the architecture. 
From the disadvantages of the algorithm is to distinguish the uneven distribution of the load, if the nodes of the network have different 
technical characteristics. A technically more powerful node will better cope with requests than others, which will be more loaded. Also, 
the problem of an inaccessible node is not solved, i.e. which during the operation of the system suddenly went out of order. 

The algorithm weighted round robin is a modification of the round robin algorithm, in which each node is manually assigned a cer-
tain weight - the probability with which the load balancer next time will choose this particular node. Compared with the round robin in 
this algorithm, it was possible to compensate for possible technical differences between the nodes of the network. From the disad-
vantages of the algorithm, it is worth highlighting the lack of a solution to all fault-tolerance problems, because if a network node with a 
high priority ceases to be available, queries are still sent to it.  

The main problem with most balancing algorithms is that they do not use the state information of each node that is in the list from 
which the balancer selects the appropriate node each time based on a certain algorithm. The feedback node algorithm proposed by the 
author is an algorithm for load distribution in a distributed system based on the HDP protocol. This algorithm takes into account hetero-
geneous data about the current load of each node and, based on these data, distributes the load between them. An agent is installed on 
the monitored node, which transmits to the server the data on the overall load, the processor load, and the use of memory on this node. 
The HDP balancer uses this data to decide whether to send a request to a particular node, depending on its load at the current time. 
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