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При синтезе управлений широко используется метод управления динамическими объектами с 
применением прогнозирующих моделей – Model Predictive Control (MPC) [1]. Область применения MPC 
охватывает задачи управления технологическими процессами, производственными системами, управ-
ления запасами, задачи управления портфелем ценных бумаг [1–6] и др. 

В работе рассматривается задача синтеза адаптивного прогнозирующего управления для динами-
ческих объектов с неизвестными параметрами и неизвестным входом, при этом применяются методы 
идентификации неизвестных параметров объекта [7, 8], методы вычисления оценок вектора состояния 
объекта, использующие оценки неизвестного входа [9–12]. Дано применение метода к задаче синтеза 
адаптивного прогнозирующего управления производством, хранением и поставками товара с учетом 
возможного наличия в модели объекта неизвестного входа. 

 

1. Постановка задачи 
 

Модель объекта, наблюдений и выхода описывается следующими линейно-разностными уравне-
ниями: 

ttttttt wIruBxAx  )()(1 , 00| xx tt  ,                                          (1) 

t t tHx v   ,                                                                   (2) 

tt Gxy  ,                                                                      (3) 

где n
t Rx   – состояние объекта; m

t Ru   – управляющее воздействие (известный вход); l
t R   – наблю-

дения; q
t Rr   – неизвестный вход; p

t Ry   – управляемый выход; t – неизвестный вектор; )( tA  , )( tB  , 

I, ,H  G  – матрицы соответствующих размерностей. Случайные возмущения wt, шумы измерения vt и век-

тор начальных условий 0x  подчиняются гауссовскому распределению с характеристиками:  

, ,{ } 0, { } 0, { } , { } , { } 0,t t t k t k t k t k t kw v w w W v v V w v               

0 0M{ }x x , 
00 0 0 0M{( )( ) } xx x x x P   . 

Ограничения на векторы состояния и управления представимы в виде 

1 1 2 1 2 2( ) ( ), ( , ) ( , )t t t ta t S x a t x t S u x t      ,                                         (4) 

где S1 и S2 – структурные матрицы полного ранга, состоящие из нулей и единиц, определяющие компо-
ненты векторов xt и ut, на которые накладываются ограничения; )(1 ta , )(2 ta , ),(1 txt , ),(2 txt  – задан-

ные векторы и вектор-функции соответствующих размерностей. 
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Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям ψt определить стратегию управления в условиях непол-
ной информации о модели, при которой вектор выхода системы yt будет близок к заданному вектору ty . 

 

2. Прогнозирование поведения объекта в условиях неполной информации о модели 
 

Прогнозирование поведения объекта и вектора выхода системы осуществляется с использованием 
экстраполятора Калмана на основе оценок вектора состояния |ˆi tx , вектора выхода |ˆi ty  и оценки вектора 

неизвестного входа tr̂ :  

)ˆ(ˆˆˆˆˆ 1|1||1   tttttttttttt xHKrIuBxAx , 01|0ˆ xx  ,                                    (5) 

tttt xGy |1|1 ˆˆ   ,                                                                    (6) 
1

)(ˆ 

  VHHPHPAK tttt ,                                                     (7) 
TT

1
ˆ)(ˆˆˆ 1

ttttttttt AHPVHHPHPAAPAWP


 
 , 

00 xPP  ,                                (8) 

где )ˆ(ˆ
tt AA   и )ˆ(ˆ

tt BB   – матрицы, полученные в результате идентификации модели.  

Идентификацию модели можно осуществить с помощью фильтра Калмана и модифицированного 
метода наименьших квадратов. 

 

3. Идентификация модели с использованием фильтра Калмана 
 

Идентификацию модели осуществим с помощью фильтра Калмана. В этом случае для идентифи-
кации необходимо иметь определенный уровень априорной информации о неизвестном векторе t . 

Предположим, что закон поведения неизвестного вектора задается следующим уравнением: 

tttt  1 , 00|  tt ,                                                        (9) 

где t  – матрица, определяющая динамику неизвестного вектора в момент времени t; t  – случайная 

гауссовская величина с нулевым средним и ковариацией ,{ }t k t t k
      ; 0  – случайный вектор 

начальных условий с известными характеристиками 

00}{  , 
00 0 0 0{( )( ) } P
        .  

Будем предполагать, что матрицы )( tA   и )( tB   линейно зависят от t . Тогда можно представить век-

тор 1tx   в виде линейной функции от t : 

tttttttttttttt wIruxuxwIruBxAx  ),(),()()(1 .                     (10) 

Умножив (10) слева на матрицу Н и добавив 1tv  к левой и правой частям (10), получим 

1111 ),(),(   ttttttttttt vHIrHwuxHuxHvHx .                        (11) 

Далее, используя алгоритм фильтрации Калмана к модели (9) и каналу наблюдений (11), при этом заме-
нив в (11) xt и rt на их оценки, получим оценку неизвестного параметра в момент времени t+1, которая 
определяется из следующих выражений:  

 ttttttttt rHHK ˆˆˆˆˆˆ
11   , 00

ˆ  ,                                  (12) 

  1

ˆˆˆ


  VHWHPPK tt tttt ,                                             (13) 

t t t t tP P      , 1
ˆ( )t n t t tP E K P    , 

00P P ,                                     (14) 

где | 1
ˆ ˆ( , )t t t tx u   , | 1ˆ ˆ( , )t t t tx u   . Оценка вектора состояния  определяется по формуле 

1| | 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) , (15)t t t t t t t t t t t tx A x B u Ir Ir           

 ˆ ˆ ˆгде ( ),t t tA A   ˆˆ ˆ ( ).t t tB B   

Для построения оценок неизвестного входа будем использовать модифицированный метод МНК 
[9], в основу которого положена минимизация следующего критерия: 

ttx |1ˆ 
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 2 2

1 | 1 1
1

ˆ ˆ ˆ( ) ψ
RR

t

t i i i i DC
i

J r Hx r  


   ,                                                    (16) 

где CR и DR – симметричные, положительно определенные матрицы. 
Оптимизация критерия до текущего момента времени t сводится к минимизации критерия в каж-

дый момент времени ti ,1 : 

 
0 11

2 2

1 | 1 1ˆ ˆˆ
1

ˆ ˆ ˆ( ) min min min ψ
RRt

t

t i i i i DCr rr i
J r Hx r


  



   .                                      (17) 

Оптимальная оценка неизвестного входа на шаге 1t  

 
0

2 2

0 1 1|0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ( ) min ψ

RR DCr
J r Hx r   . 

Учитывая, что 1|0 0 0 0ˆ ˆx Ax Bu Ir   , имеем 

 
0

2 2

0 1 0 0 0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ( ) min ψ

R RC Dr
J r HAx HBu HIr r     .                                             (18) 

После преобразований получаем 

    
0

0 0 0 0 1 0 0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min 2T T

R R Rr
J r r I H C HI D r r I H C HAx HBu           , 

где 0  – величина, не зависящая от 0̂r . 

Оптимальная оценка находится из условия 

   0
0 1 0 0

0

ˆ( )
ˆ2 2 0

ˆ
T T

R R R
J r I H C HI D r I H C HAx HBu

r
 

      


, 

откуда получаем оптимальную оценку неизвестного входа в момент времени 1t :  

 0 1 0 0ˆ Rr S HAx HBu    ,                                                            (19) 

где   R
T

RR
T

R CHIDHICHIS  
1

. Подставляя полученное выражение для 0̂r  в (18), вычисляем опти-

мальное значение критерия в момент времени 1t : 

   0 1 0 0 1 0 0ˆ( ) ψ ψRJ r HAx HBu M HAx HBu
     ,                                    (20) 

где   RRR
T

RRRRR SDHICHISHISCCM  2 . 

В момент времени 2t  оптимальная оценка неизвестного входящего сигнала находится исходя 
из оптимизации следующего критерия: 

 
0 1

2 22 2

1 2 2|1 1 1 1|0 0ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min min ψ ψ

R RR RD DC Cr r
J r Hx r Hx r      . 

Выражение для 1̂( )J r  может быть преобразовано следующим образом: 

 
1

2 2

1 2 2|1 1 0ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min ψ ( )

RR DCr
J r Hx r J r      

 
1

2 2 2

2 1|0 1 1 1 1 0 0ˆ
ˆ ˆ ˆmin ψ ψ

R RR D MCr
HAx HBu HIr r HAx HBu          

    
1

1 1 1 2 1|0 1 1ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆmin 2 ψT T

R R Rr
r I H C HI D r r I H C HAx HBu          , 

где 1  – величина, не зависящая от 1̂r . Дифференцируя по 1̂r , по аналогии с операциями, проведенными 

на первом шаге, имеем 

 1 2 1|0 1ˆ ˆψRr S HAx HBu   ,                                                                (21) 

   1 2 1|0 1 2 1|0 1ˆ ˆ ˆ( ) ψ ψRJ r HAx HBu M HAx HBu


     .                                           (22) 

Для последующих шагов применяя метод математической индукции, получим 

 1 | 1ˆ ˆψt R t t t tr S HAx HBu    .                                                              (23) 
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5. Синтез адаптивного управления 
 

Реализуем прогнозирование поведения объекта и выхода системы с использованием следующих 
формул: 

1|

1 1 1

| |
1 1 1

ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
t t

i k k

t i t t i k t i l t i k t i k t t i l t i k
k l l

x A x A B u A Ir


  

            
  

     
       
     
   ,                    (24) 

1|

1 1 11 1

| |
1 11 1 1

ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
t t

i k ki i

t i t t i t i k t i t i l t i k t i k t t i t i l t i k
k kk l l

y G A x G A B u G A Ir


   

               
   

     
       

     
    ,      (25) 

где |t k tu   – управление, используемое для прогнозирования.  

Уравнения для прогнозируемых векторов состояния и выхода представляются в векторно-
матричной форме 

1
ˆˆ ˆ ˆˆˆt t |t t tX = x + U SR   , 

1
ˆˆ ˆ ˆˆˆt t |t t tY = x + U QR   ,                                                               (26) 

где векторы ˆ ˆ ˆ, , ,t t t tX Y U R  имеют вид  























tNt

tt

t

x

x
X

|

|1

ˆ

ˆ
ˆ  , 























tNt

tt

t

y

y
Y

|

|1

ˆ

ˆ
ˆ  , 























tNt

tt

t

u

u
U

|

|1

 , 
1|

|

ˆ
ˆ ,

ˆ

t t

t

t N t

r
R

r





 
   
  

  

матрицы ˆ ˆˆ ˆ, , ,t t S Q   определяются следующим образом: 





































1

1

12

1

ˆ

ˆˆ

ˆ

ˆ

N

k
kNt

tt

t

n

t

A

AA
A
E


, 







































1

1

123

12

1

ˆ

ˆˆ

ˆ

ˆ

N

k
kNtNt

ttt

tt

t

t

AG

AAG
AG

G


, 

2 3

0 0 0 0

0 0 0

ˆ ˆ 0 0

ˆ ˆ 0N N

I

S AI I

A I A I I 

 
 
 
 
 
 
 
 





    



, 

2 3

0 0 0 0

0 0 0

ˆ ˆ 0 0

ˆ ˆ 0N N

GI

Q GAI GI

GA I GA I GI 

 
 
 
 
 
 
 
 





    



.                   (27) 

В случае M < N матрицы t̂P   и ˆ
t   вводятся следующим образом: 













































































































































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При M = N: 




























































 0ˆˆˆˆˆ

00ˆˆˆ
000ˆ
0000

ˆ

12

3

1
1

2

1

212

1

Ntt

N

k
kNtt

N

k
kNt

ttt

t

t

BBABA

BBA
B








, 

 




























































 0ˆˆˆˆˆ

00ˆˆˆ
000ˆ
0000

ˆ

12

3

1
1

2

1

212

1

Ntt

N

k
kNtt

N

k
kNt

ttt

t

t

BGBAGBAG

BGBAG
BG








.                      (29) 

Синтез управления осуществляется на основе минимизации критерия  
2 2
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который можно записать в следующем виде: 
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1
ˆ( , )
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где  – слагаемое, не зависящее от управления,  

DCF   , 
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матрицы  и  имеют вид 
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  **
|1 00 tntt UEu  , 

где *
tU  определяется численно на основе оптимизации критерия (30) с учетом ограничений (4). 

 
6. Применение алгоритма к задаче управления системой производства, 

хранения и поставок товара потребителям 
 

Рассмотрим задачу управления производством, хранением и поставками товаров потребителям [4]. 
Модель объекта с дополнительно включенными неизвестными составляющими возмущений имеет вид 

1 ( )t t t t tq = A q +b     , 00 qq  , 

1 ( )t t t t t tz = z + B d       , 0 0z z ,                                                  (32) 

где s
tq R , qi,t – количество товара i-го типа у потребителя в момент времени t ( 1,t T , 1,i s ); zi,t – 

количество товаров i-го типа на складе производителя; ωi,t – объем производства товаров i-го типа; φi,t – 
объем поставок товаров i-го типа; bt, dt – неизвестные составляющие возмущений; t , t  – векторные 

гауссовские случайные последовательности (M{ t } = 0, M{ t } = 0, ,M{ }t k t k
    , ,M{ }t k t k

    , 

M{ } 0t k
   ); ( )A   и ( )B   – матрицы; – неизвестный постоянный вектор.  

В каждый момент времени t должны выполняться ограничения 

min max max, 0 , 0 .t t t tz z z z         

Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям определить стратегию управления производством, 
хранением и поставками товара, обеспечивающую количество товара у потребителя qt, близкое к задан-
ному вектору q , при неполной информации о параметрах модели. 

Моделирование проводится для следующих исходных данных: 

1

2

0

0,25
A

 
    

, 3 0,1

0,2 0,8
B

 
  
 

, min max

0,1 1,5
, ,

0,1 2,5
z z   

    
   

max

0,8
,

0,9

 
   

 
0

0,2
,

0,2
z  
  
 

 0

0
,

0
q  

  
 

 

V = diag{0,0005; 0,0005; 0,0005; 0,0005},
1

,
2

q  
  
 

 
0,04

,
0,02

b  
  
 

0,05
,

0,03
d  
  
   

0 0

0,1
,

0,1

 
     

 
 0

0,75 0,3

0,9 , 0,3 ,

0,3 0,5

   
         
      

 
2 0

,
0 1

С  
  
 

 diag{2; 2; 2; 2},D   

0 04 4 4 3 360,  4, , , , 0, 0, , 0, .x r tT M N P E P E H E W T E T R E                      (33) 

Результаты численного моделирования алгоритма адаптивного управления, использующего 

оценки параметров θ и r, приведены в виде графиков переходных процессов на рис. 1–3.  
 

 
 

Рис. 1. Динамика изменения количества товаров у потребителя  
(пунктирная линия – заданный уровень количества товара у потребителя,  

сплошная – количество товара у потребителя) 
 

t
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Рис. 2. Динамика изменения количества товаров на складе и объемов поставок  
(сплошная линия – количество товара на складе производителя,  

точки – объем поставок товаров, пунктирная линия – ограничения) 
 

 
 

Рис. 3. Процессы изменения объемов производства товаров  
(сплошная линия – объем производства товара, пунктирная – ограничения) 

 

Результаты моделирования показали, что дополнение алгоритмов адаптивного управления, ис-
пользующих идентификацию неизвестных параметров, процедурами оценивания неизвестного входа 
позволяет реализовать цель управления экономическим объектом в условиях неполной информации о 
модели объекта.  

 
Заключение 

 
Разработаны алгоритмы синтеза адаптивного прогнозирующего управления дискретным объек-

том в условиях неполной информации о параметрах модели и при наличии в модели объекта неизвест-
ного входа.  

Дано применение алгоритма адаптивного прогнозирующего управления к экономической системе 
производства, хранения и поставок товаров потребителям.  
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The model of the object, observations and output is described by the following linear difference equations: 

1 ( ) ( )t t t t t t tx A x B u Ir w       , | 0 0t tx x  , 

t t tHx v   , 

t ty Gx , 

where n
tx R is the state of the object, m

tu R is the control (known input), l
t R   is the observations vector, 

q
tr R  is an un-

known input, p
ty R is the controlled output, t  is an unknown parameter vector, ( )tA  , ( )tB  , I, ,H  G  are matrices. The ran-

dom perturbations wt, the measurement noise vt, and the vector of initial conditions x0 are not correlated to each other and obey a Gauss-
ian distribution with characteristics: 

, ,{ } 0, { } 0, { } , { } , { } 0,t t t k t k t k t k t kw v w w W v v V wv               

0 0M{ }x x , 
00 0 0 0M{( )( ) } xx x x x P   . 

Restrictions on the state and control vectors are representable in the form 

1 1 2 1 2 2( ) ( ), ( , ) ( , )t t t ta t S x a t x t S u x t      , 

where S1 and S2 are structure matrices of full rank consisting of zeros and ones defining the components of the vectors xt and ut, on 

which constraints are imposed; 1( )a t , 2 ( )a t , 1( , )tx t , 2 ( , )tx t  are the given vectors and vector-functions. 

Based on the minimization of the criterion 
2 2
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N M

t t t t k t t k t k t t k tC D
k k

J x U y y u u     
 

      

algorithms for the synthesis of adaptive predictive control of a discrete object under conditions of incomplete information about the 
parameters of the model and in the presence of an unknown input in the model of the object are considered.  

The application of the algorithm of adaptive predictive control to the economic system of production, storage and delivery of goods 
to consumers is given. 
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