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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРА НЕПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ 
СЛУЧАЙНОЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ В ПУАССОНОВСКОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ 

 
Рассматривается простейший поток событий с параметром λ, функционирующий в условиях непродлевающего-
ся мертвого времени, порождаемого текущим наблюдаемым событием. Случайное мертвое время распределено 
по экспоненциальному закону с параметром α. Показано, что оценивание неизвестных параметров λ и α (λ	≠	α) 
методом максимального правдоподобия либо методом моментов неосуществимо. Оценивание является возмож-
ным указанными методами только тогда, когда один из параметров является известным либо известно, что λ = α. 
При этом метод максимального правдоподобия обеспечивает более приемлемые оценки, чем метод моментов. 
Ключевые слова: простейший поток; непродлевающееся мертвое время; оценки параметров; метод максималь-
ного правдоподобия; метод моментов. 

 
Распространенными математическими моделями физических явлений и процессов являются по-

токи событий. В частности, такие модели применяются при исследовании информационных потоков 
сообщений в телекоммуникационных системах, в спутниковых сетях связи и т.п. Задачи по оценке па-
раметров случайных потоков событий возникают в оптических и лазерных системах, функционирую-
щих в режиме счета фотонов. В большинстве публикаций авторы рассматривают математические моде-
ли потоков событий, когда события потока доступны наблюдению. Однако на практике возникают си-
туации, когда наступившее событие влечет за собой ненаблюдаемость последующих событий. Причи-
ной ненаблюдаемости выступает мертвое время регистрирующих приборов [1, 2], в течение которого 
зарегистрированное событие обрабатывается; другие же события, поступившие в этот период, теряют-
ся. Регистрирующие приборы при этом делятся на два вида: с непродлевающимся мертвым временем и 
продлевающимся [Там же]. Задачи по оценке параметров и состояний потока событий в условиях нали-
чия мертвого времени фиксированной длительности рассматривались в работах [3–33]. При этом в [3, 
5–8, 10, 12–16, 18–31] получены результаты для непродлевающегося мертвого времени, в [4, 9, 11, 17] – 
для продлевающегося. 

При непродлевающемся мертвом времени фиксированной длительности Т решены задачи по 
нахождению оценки ෠ܶ: в [3] – для пуассоновского потока, в [5, 6] – для синхронного альтернирующего 
потока, в [7, 8, 10] – для асинхронного альтернирующего потока, в [12] – для синхронного потока, в 
[13–15] – для асинхронного потока, в [16, 18] – для полусинхронного потока, в [19–21] – для обобщен-
ного асинхронного потока, в [22, 23] – для обобщенного полусинхронного потока, в [24, 25] – для МАР-
потока, в [26, 27] – для модулированного синхронного потока, в [28, 29] – для модулированного обоб-
щенного полусинхронного потока, в [30–33] – для модулированного МАР-потока; при продлевающемся 
мертвом времени фиксированной длительности Т – в [4] (для пуассоновского потока), в [9] – для аль-
тернируюшего асинхронного потока, в [11] – для синхронного потока, в [17] – для полусинхронного 
потока. 

Однако достаточно открытым остается вопрос изучения потоков событий, когда мертвое время 
является случайной величиной с тем или иным законом распределения. В настоящей статье в текущем 
времени строятся оценки параметров наблюдаемого потока, порожденного пуассоновским потоком, 
функционирующим в условиях непродлевающегося мертвого времени случайной длительности. 
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1. Математическая модель наблюдаемого потока 
 

Рассматривается пуассоновский поток событий интенсивности λ. После каждого зарегистриро-
ванного в момент времени tk события наступает период мертвого времени случайной длительности, в 
течение которого другие события потока недоступны наблюдению и не вызывают его продления (не-
продлевающееся мертвое время). По окончании периода мертвого времени первое наступившее собы-
тие снова создает период мертвого времени случайной длительности и т.д. Принимается, что длитель-
ность мертвого времени распределена по экспоненциальному закону с параметром α. Вариант возник-
новения ситуации приведен на рис. 1, где прямоугольниками обозначены периоды мертвого времени 
длительности Т1, Т2,…; t1, t2,… – моменты наступления событий в наблюдаемом потоке. 

 

 
 

Рис.1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Рассматривается установившийся (стационарный) режим функционирования наблюдаемого по-
тока событий, поэтому переходными процессами на полуинтервале наблюдения (t0, t], где t0 – начало 
наблюдений, t – окончание наблюдений, пренебрегаем. Тогда без потери общности можно положить 
t0 = 0.  

Предполагается, что параметры наблюдаемого потока   и   являются неизвестными. Необходи-
мо в момент окончания наблюдений (в момент времени t) на основании выборки t1, t2, .., tn наблюден-
ных моментов наступления событий потока осуществить методом максимального правдоподобия и ме-

тодом моментов построение оценок ̂  и ̂  и произвести сравнение качества полученных оценок. 
 

2. Оценки максимального правдоподобия параметров ૃ и α 
 

Обозначим через kkk tt  1 , k = 1,2…, значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока ( 0k ). Так как рассматривается стационарный режим, то плотность 

вероятности значений длительности k-го интервала есть ݌α(τ௞) = α(߬), 0݌ , для любого k (индекс α 
подчеркивает, что плотность вероятности зависит от случайной длительности мертвого времени) в 
наблюдаемом потоке событий. В силу этого момент времен tk без потери общности можно положить 
равным нулю, т.е. момент наступления события есть τ = 0. В [3] получено выражение для плотности 
вероятности ݌(τ	ǀ	ܶ), когда длительность мертвого времени является детерминированной величиной: ݌(τ	ǀ	ܶ) = 0, τ < (T	ǀ	τ)݌  ,ܶ = λeିλ(τି୘), Т .                                        (1) 

Тогда плотность вероятности ݌α(τ)	 запишется в виде 

dТTpTpp  



0

)|()()( .                                                                  (2) 

Подставляя в (2) выражение (1) и учитывая, что TeTp )( , находим 

 
 




 eep )( , 0 .                                                          (3) 

Пусть 1 2 1t t   ,…, nnn tt  1 , 1 0  ,…, 0n  – последовательность измеренных в результате 

наблюдения за потоком в течение полуинтервала наблюдения (0, t] значений длительностей интервалов 

между соседними событиями потока. В силу предпосылок последовательность ሼτ௞ሽ	, nk ,1
 

, образует 
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конкретную реализацию выборки из совокупности независимых случайных величин. Тогда функция 
правдоподобия примет вид 

 1 n
1

λα
(α, λ|τ ,...,τ )

λ α
k k

n n

k

L e e 



    
 .                                         (4) 

Здесь возможны три варианта:  ,  ,   ( 0 , 0 ). 
Рассмотрим вариант  . Тогда, логарифмируя (4), после чего взяв первые производные по   и α, получим систему уравнений правдоподобия для определения оценок ̂ , ̂  
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Преобразовывая (5), (6), находим 
 ˆ ,                                                                        (7) 
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В (7), (8) величина   


n

k
kn

1
/1ˆ . Отметим, что уравнение (8) есть уравнение относительно  , 

решение которого определяет оценку ̂ . Подстановкой ̂  в уравнение (7) находится оценка ̂ . Если 

решение уравнений (7), (8) существует, то   ˆ/2ˆ ,   ˆ/2ˆ . 

Эквивалентные преобразования уравнения (5), (6) приводят к уравнениям 
 ˆ ,                                                                        (9) 
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Уравнение (10) есть уравнение относительно  , решение которого определяет оценку ̂ . Подста-

новкой ̂  в уравнение (9) находится оценка ̂ . Если решение уравнений (9), (10) существует, то 

  ˆ/2ˆ ,   ˆ/2ˆ . 

Замечание 1. Уравнения (7), (8) и уравнения (9), (10) полностью идентичны. 
Замечание 2. Аналогичный результат получается для варианта  , за исключением того что 

  ˆ/2ˆ ,   ˆ/2ˆ . 

Рассмотрим вариант  . Тогда (4) выпишется в виде 
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При этом из уравнения правдоподобия находится оценка  ˆ/2ˆ . 
Теорема 1. Метод максимального правдоподобия вне зависимости от соотношения неизвестных 

параметров   и   обеспечивает оценки ̂  и ̂  в виде  ˆ/2ˆˆ , т.е. его работоспособность распро-
страняется только на вариант  . 

Доказательство. Рассмотрим вариант  . В силу идентичности уравнений (8), (10) выпишем 
их в виде 
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Пусть ݔ∗	– корень уравнения (11). Тогда   x  – корень уравнения (8). С другой стороны, 
  x  – корень уравнения (10). Таким образом, имеем   . Тогда из (7) следует )1ˆ/(ˆ **  , 

из (9) следует )1ˆ/(ˆ **  . Так как   , то  ˆˆ . Из уравнений (7), (8) вытекает   ˆ/2ˆ , 

  ˆ/2ˆ . Тогда, так как  ˆˆ , имеем   ˆ/2ˆ ,   ˆ/2ˆ , поэтому   ˆ/2ˆˆ  – единственная точка, 

в которой уравнения (7), (8), а также уравнения (9), (10) не противоречивы.  
Аналогично рассматривается вариант  . Теорема 1 доказана. 

 
3. ММ-оценки параметров		ૃ и α 

 
Получим оценки параметров		λ и α методом моментов. Теоретическое среднее значение длитель-

ности интервала между соседними моментами наступления событий наблюдаемого потока (начальный 
момент первого порядка): 
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Преобразовывая (12), находим  
 

λ = α/ሾτ̂ଵα− 1ሿ, 2 2
1 2 1ˆ ˆ ˆ[ (1 2) ] 1 0.                                           (13) 

 
Решением квадратного уравнения (13) являются корни αଵ и αଶ, которые определяют оценки 

αොଵ = αଵ , αොଶ = αଶ. В свою очередь, оценки αොଵ и αොଶ путем подстановки в первое уравнение (13) опреде-
ляют соответствующие оценки λ෠ଵ и λ෠ଶ. 

Эквивалентные преобразования уравнения (12) приводят к уравнениям 

α = λ/ሾτ̂ଵλ − 1ሿ, 2 2
1 2 1ˆ ˆ ˆ[ (1 2) ] 1 0.                                                (14) 

Решением квадратного уравнения (14) являются корни λଵ и λଶ, которые определяют оценки 
λ෠ଵ = λଵ , λ෠ଶ = λଶ. В свою очередь, оценки λ෠ଵ и λ෠ଶ путем подстановки в первое уравнение (14) определя-
ют соответствующие оценки αොଵ и αොଶ. 

Замечание 3. Уравнения (13) и (14) полностью идентичны. 
Теорема 2. Решение уравнений моментов (12) не существует. 
Доказательство. В силу идентичности уравнений (13), (14), полученных из (12), выпишем квад-

ратное уравнение в виде 
2 2
1 2 1ˆ ˆ ˆ( ) [ (1 2) ] 1 0.x x x                                                            (15) 

Корнями уравнения (15) являются  ݔଵ = τොଵ − ඥ2τොଶ − 3߬̂ଵଶ2߬̂ଵଶ − τොଶ , ଶݔ							 = τොଵ + ඥ2τොଶ − 3߬̂ଵଶ2߬̂ଵଶ − τොଶ . 
При этом должно выполняться ݔଵ > ଶݔ ,0 > 0, так как α > 0, λ > 0. 
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Если дискриминант ܦ = 2τ̂ଶ − 3߬̂ଵଶ < 0, то решение уравнения (15) не существует. Случай ܦ = 0, 
который приводит к оценкам αො = λ෠ = (2 τ̂)⁄ , имеет нулевую вероятность. Таким образом, если ܦ ≤ 0, то 
решение уравнений (12) не существует. Рассмотрим случай ܦ > 0: 1) пусть ݀ = ߬̂ଵଶ − (1/2)τ̂ଶ < 0, тогда 
решение уравнений (12) не существует; 2) случай ݀ = 0 имеет нулевую вероятность. Таким образом, 
если 		ܦ > 0 и ݀ ≤ 0, то решение уравнений (12) не существует. 

Рассмотрим последнюю ситуацию: ܦ > 0 и ݀ > 0. Так как 	ݔଵ – корень уравнения (13), то αଵ =  .ଵݔ
С другой стороны, ݔଵ – корень уравнения (14), тогда λଵ = ଵ, при этом (1ݔ τ̂ଵ)⁄ < ଵݔ < (2 τ̂ଵ)⁄ . Отсюда 
следует αଵ = λଵ. Из первого равенства системы (13) находим  λ෠ଵ = αଵ/ሾτ̂ଵαଵ − 1ሿ, из первого равенства 
системы (14) получаем αොଵ = λଵ/ሾτ̂ଵλଵ − 1ሿ. Так как 		αଵ = λଵ, то αොଵ = λ෠ଵ. Из уравнений (13) следует (1 τ̂ଵ)⁄ < 	αොଵ < (2 τ̂ଵ)⁄ , λ෠ଵ>(2 τ̂ଵ)⁄ . Из уравнений (14) вытекает (1 τ̂ଵ)⁄ < 	 λ෠ଵ < (2 τ̂ଵ)⁄ ,  αොଵ>(2 τ̂ଵ)⁄ . Так как 
уравнения (13), (14) эквивалентны, то единственная точка, которая одновременно удовлетворяет этим 
уравнениям, есть αොଵ = λ෠ଵ = (2 τ̂ଵ)⁄ . Последнее равенство возможно, если ܦ = 0. Выполнение  последне-
го равенства имеет нулевую вероятность, так что решения уравнений (12) не существует. 

Аналогичное утверждение имеет место для корня ݔଶ. Теорема 2 доказана. 
Таким образом, при оценке неизвестных параметров λ и α метод моментов неработоспособен. 
Замечание 4. Для варианта α	= 	λ имеем ଵܶ = (2 α)⁄ . Тогда уравнение моментов принимает вид (2 α) = τ̂ଵ⁄ , откуда следует αො = (2 τ̂ଵ)⁄ . 

 
4. МП- и ММ-оценки параметра α 

 
Пусть параметр λ	 является известным. 
МП-оценка параметра	 α. Для оценки параметра 	α	 имеем уравнение (6). Обозначим левую 

часть уравнения (6) через  ݂(α). После преобразования уравнение (6) примет вид  

1

( )  0,
( )

k

k k

n

k
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e e
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  0 , 

lim
α→଴ ݂(α) = ∞ , lim

α→ఒ ݂(α) = 2݊λ (2 − λτ̂ଵ),						 lim
α→∞ ݂(α) = − 0.																											(16)	 

Замечание 5. Функция ݂(α), по крайней мере, один раз пересекает ось абсцисс, т.е. решение 
уравнения (16) существует. 

Замечание 6. Решение уравнения (16) возможно только численно. 
ММ-оценка параметра α. Для оценки параметра 	α	 имеем первое  уравнение моментов (12), из 

которого получаем αො = λ/ሾτ̂ଵλ− 1ሿ. 
С целью установления качества получаемых оценок параметра α	 методом максимального прав-

доподобия и методом моментов поставлен статистический эксперимент. 
Отдельный j-й эксперимент (j=1,ܰതതതതത) заключается в следующем: 1) при заданных значениях α, λ и 

заданном времени моделировании 	 ௠ܶ	 осуществляется имитационное моделирование наблюдаемого 
потока; выходом имитационной модели является последовательность значений 1 , 2 …, n ; 2) численно 

решается уравнение (16), т.е. находится оценка ( )
МПˆ j ; 3) по первой формуле (14) находится оценка ( )

ММˆ j ; 

4) осуществляется повторение N раз шагов 1–3 для получения выборок достаточного объема. 
Результатом выполнения описанного алгоритма являются две выборки ( (1)

МП̂ ,…, ( )
МПˆ N ), ( (1)

ММ̂ ,…,
( )
ММˆ N ), на основании которых вычисляются выборочные средние 
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и выборочные вариации получаемых оценок 
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где α – известное истинное значение оцениваемого параметра (это значение задается в исходных дан-
ных имитационной модели наблюдаемого потока). 
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Программа расчета реализована на языке программирования С# в среде Microsoft Visual Studio C#. 
При проведении статистического эксперимента выбраны следующие параметры имитационной 
ли:		λ = 1, α = 2. В табл. 1, 2 в качестве иллюстрации приведены результаты эксперимента. Результаты 
получены для N = 100. 
 

Т а б л и ц а  1 

Результаты статистического эксперимента 60mT   

 

mT  20 30 40 50 60 

МП̂  2,628 2,701 2,349 2,295 2,278 

МПV̂  3,274 3,561 1,474 1,016 0,734 

ММ̂  63,135 3,806 2,685 2,501 2,352 

ММV̂  359361,2 19,696 24,892 3,184 1,069 

МП ММ
ˆ ˆV V  –359357,9 –16,135 –23,418 –2,168 –0,335 

                                                                                                     
Т а б л и ц а  2 

Результаты статистического эксперимента 100 500 mT  

 

mT  100 200 300 400 500 

МП̂  2,184 2,056 2,051 1,973 2,010 

МПV̂  0,350 0,137 0,063 0,061 0,040 

ММ̂  2,211 2,104 2,080 1,971 2,023 

ММV̂  0,446 0,255 0,096 0,076 0,050 

МП ММ
ˆ ˆV V  –0,096 –0,118 –0,033 –0,015 –0,010 

 

В первой строке таблиц указано время моделирования mT  (в табл. 1: mT 20, 30,…, 60; в табл. 2:  

mT 100, 200,…,500); во второй и четвертой строках приведены значения выборочных средних МП̂  и 

ММ̂ ; в третьей и пятой – значения выборочных вариаций МПV̂  и ММV̂ ; в шестой – значения разностей 

МП ММ
ˆ ˆV V . 

Анализ численных результатов показывает, что в смысле введенного критерия (выборочная вари-

ация оценки		αො) оценки МП̂  всегда лучше оценок ММ̂ . При этом качество оценок улучшается при уве-

личении времени моделирования mT , что является естественным. 
 

Заключение 
 

По результатам проведенного исследования можно сделать следующие выводы: 1) оценивание 
неизвестных параметров наблюдаемого потока α	, λ по наблюдениям моментов наступления событий 
методом максимального правдоподобия либо методом моментов является невозможным; 2) в случае, 
когда известно, что 	λ = α, либо известен параметр λ (параметр α), осуществимо оценивание параметра 
α (параметра λ), при этом метод максимального правдоподобия обеспечивает более приемлемые оцен-
ки, чем метод моментов. 
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Gortsev Alexander M., Zavgorodnyaya Maria E. (National Research Tomsk State University, Russian Federation). 
Estimation of the parameter of unextendable dead time random duration in the Poisson flow of events. 
Keywords: the simplest flow; an unextendable dead time; parameter estimates; the maximum likelihood method; the method of moments.  
 

We consider a Poisson flow of intensity events λ. After each event registered at time tk, a dead time period of random duration oc-
curs during which other events of the flow are unavailable to the observation and do not cause it to be prolonged (unextendable dead 
time). At the end of the dead time period, the first event that occurred again creates a period of dead time of random duration, etc. It is 
assumed that the dead time duration is distributed exponentially with the parameter α. 

The stationary mode of operation of the observed event flow is studied, therefore we neglect the transient processes on the observation half-
line (t0, t], where t0 is the beginning of the observations, t is the end of the observations, then without loss of generality we can set t0 = 0. 

It is assumed that the parameters of the observed flow are unknown. It is necessary, at the end of the observations (at time t), based 
on the sample t1, t2, .., tn the observed moments of the onset of the flow events, to make the maximum likelihood method and the method 

of moments constructing the estimates ̂ , ̂  and to compare the quality of the estimates obtained. 
The likelihood function is written out 
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where, kkk tt  1  , ,...,2,1k  is the sequence of the values of the lengths of intervals between adjacent events of the flow measured 

during the observation of the flow during the observation interval (0, t]. It is shown that the maximum likelihood method, regardless of 

the ratio of the unknown parameters   and  , provides estimates ̂  and ̂  in the form ˆˆ ˆ2 /     , i.e. its performance only applies 
to the option    . 

For the method of moments it is proved that the equations of moments λ + α = τොଵαλ	; 2 2
22 2

1 1 1
ˆ2          

 

relatively unknown parameters and have no solution.  
For the case of a known parameter  , an unknown parameter   is estimated both by the maximum likelihood method and by the 

moment method. In this situation, the numerical results show the advantage of the maximum likelihood method. 
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