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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ
ТОНКОЙ КВАДРАТНОЙ ЗАГОТОВКИ ПРИ ЕЕ ОСАДКЕ

ШЕРОХОВАТЫМИ ПЛИТАМИ

Получены зависимости и разработан метод определения параметров напря-
женного состояния при осадке жесткопластической тонкой квадратной заго-
товки с использованием метода минимизации полной энергии деформаций.
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Представленная работа, в которой параметры напряженного и деформирован-
ного состояния определены с помощью уравнений равновесия и физических
уравнений, является продолжением статей [1, 4]. В целях упрощения решения бы-
ли приняты  допущения, обоснованность которых нужно проверить. В частности
при определении напряжений по формулам Леви – Мизеса интенсивность относи-
тельных скоростей полагалась приближённо постоянной равной  V/h, в то время
как она переменна. При нахождении силы трения на торцевых поверхностях при-
нималось, что она равна τср – средне-интегральному значению касательных на-
пряжений на этих поверхностях, тогда как в общепринятой постановке сила тре-
ния вычисляется по закону Амонтона – Кулона. С этой целью задача определения
параметров напряженного и деформированного состояния была решена с помо-
щью принципа минимума полной энергии, свободного от вышеуказанных допу-

щений. Согласно этому принципу, для тонкой квадратной заготовки 1
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где σт – предел текучести; ω, s – объем и площадь торца заготовки; iζ  – интен-
сивность скоростей деформаций,

2 2 2 22 / 3 ( ) ( ) ( ) 3 / 2i r r z z rϕ ϕ ϕζ = ζ − ζ + ζ − ζ + ζ − ζ + ζ ;
μ – коэффициент внешнего трения; Vr,Vφ,Vz – компоненты скорости точки.

На рис. 1 представлена схема заготовки при ее осадке, где 2a, 2h – сторона и
толщина заготовки, O – центр заготовки, V – скорость осадки.

Так как пластинка имеет 5 осей симметрии и нагрузка симметрична относи-
тельно осей, то рассматривается только 1/8 часть пластинки при ϕ ∈ [0, π /4].
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Рис. 1. Схема заготовки при ее осадке
Fig. 1. Diagram of the workpiece during upsetting

Для минимизации полной энергии согласно методу Ритца подбираем выраже-
ния для скоростей так, чтобы выполнялись граничные условия и условие несжи-
маемости. Тогда  Vz = –Vz/h  , 2 sin(4 )V cVrϕ = ϕ , а Vr находится из условия несжи-
маемости:

0z r ϕζ + ζ + ζ = ,  (2)

где , ,z r ϕζ ζ ζ – компоненты скорости деформации.
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Подставляя эти выражения в (2), получим
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где c – коэффициент, зависящий от размеров заготовки и μ . Подставляя выраже-
ния скоростей и скоростей деформаций в (1), получим
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Линеаризуя выражения под знаком интеграла, применяя биномиальное разло-
жение и  беря два его  первых  члена, а затем, интегрируя, получим
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Обсуждение результатов

Для проверки точности полученных выражений для  скоростей и скоростей
деформаций были взяты заготовки из технического пластилина размерами
23×23×5 мм. Осадка производилась  плитами из стали 12Х18Н10Т,  шероховато-
стью 90 мкм, при  T = 21−22 °С. Перед осадкой  торцевые поверхности заготовки
смазывались тальком. В выражение для коэффициента c входит коэффициент
внешнего трения μ, который нам неизвестен. Чтобы его определить, строили кри-
вые r(V) 0ϕ= для различных значений c, используя формулу для Vr , и сравнивали

с такой же кривой, полученной экспериментально. Из семейства кривых r(V) 0ϕ=

выбиралась кривая, наиболее близкая к экспериментальной, таким образом коэф-
фициент c, а значит и μ, были определены. Для заготовки указанных размеров
c = 6.62·10−4 1/мм2, μ = 0.3. На рис. 2 при указанных выше c и μ приведены опыт-
ная и теоретическая кривые перемещения точки  (φ = 0, r = a), т.е. кривые
r(V) 0ϕ= . Теперь, зная значение коэффициента c, можно по формулам (3) опреде-
лить поле скоростей и скоростей деформаций, которые нам потребуются для оп-
ределения напряжений, определяемых из уравнений связи Леви – Мизеса [2]:
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Первые три уравнения определяют нормальные напряжения через скорости
деформаций (которые  известны) с точностью до 0σ  – среднего напряжения.

Определим  неизвестное 0σ   в точках ( , )
cos

a
ϕ

ϕ
границы (свободной поверх-

ности). Так как на границе нормальное  напряжение nσ   = 0, то для определения

0σ   на границе имеем условие
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Поле деформаций, а значит, скорости деформаций, определены на границе, т.е.
в выражении (6) неизвестной является только величина  0σ , в предположении,
что т 1iσ = σ =  (в единицах тσ ). Определив 0σ  и, следовательно, rσ , исходя из
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формул  (5) на границе, находим rσ   в точках внутри области. В уравнении рав-
новесия

1 0r rr дд
дr r д r

ϕ ϕτ σ − σσ
+ + =

ϕ

последние два слагаемых – известные величины в каждой точке (r, ϕ ) на луче

(0 / 4)≤ ϕ ≤ π . Следовательно, величину rд
дr
σ

 определим из этого уравнения. Итак,

в точке (r,a/cos ϕ ) на границе известны величины ,rσ rд
дr
σ

. Задаваясь определен-

ным шагом и двигаясь с этим шагом от  граничной точки по лучу constϕ = , будем

получать  искомые значения ,rσ  и rд
дr
σ

 в каждой точке луча, а ϕσ  может быть по-

лучено через rσ   вычитанием из первого уравнения второго в выражениях (5).
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Рис. 2. Теоретическая (1) и экспериментальная (2) кривые зависимости
радиального перемещения точки (φ = 0, r = a) от величины осадки

Fig. 2. Theoretical (1) and experimental (2) dependency diagrams
of the radial displacement of the point (φ = 0, r = a) upon the upsetting value

Таким образом, зная значение коэффициента с по формуле (4), можно опреде-
лить поле скоростей и скоростей деформаций, которые потребуются для опреде-
ления напряжений из уравнений связи Леви – Мизеса.

Заключение

Полученные зависимости для скоростей и скоростей деформаций хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными, позволяют определять конфигурацию
заготовки в зависимости от величины осадки, а также определять напряжения и
коэффициент внешнего трения.
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In this paper, a stress-strain state of the thin square rigid-plastic plate upsetting by the rough
plates has been investigated using the energy minimization method. It is known that the total
strain energy Π is expressed in terms of the strain rate, which according to the Ritz method must
be chosen so that the boundary conditions and incompressibility conditions are both satisfied. The
obtained dependences for the strain rates contain the c coefficient depending on the plate
dimensions and external friction coefficient. The value of the c is obtained from the condition of
zero partial derivative of П with respect to с. Having determined the c, it is possible to obtain the
strain rate field, i.e. the solution of the problem of strain state of the plate. The strain state as
detailed in the paper is determined using the Levy-Mises equations, which integrate the stress
with the strain rates. The authors of the paper have previously considered a similar problem and it
has been solved using the equilibrium equations and physical equations of the plastic flow. The
results in the form of strain state parameters of the workpieces made of different materials have
been experimentally obtained. In both cases, there is a good agreement with the theoretical
dependences for the strain rates. The obtained dependences for velocities and strain rates, which
are in a good agreement with the experimental data, allow determining both the workpiece
configuration depending on the upsetting value, the voltage and the external friction coefficient.
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