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Рассматривается задача синтеза неизбыточных схем из функциональных элемен-
тов, реализующих булевы функции от n переменных и допускающих короткие
единичные проверяющие тесты относительно однотипных константных неисправ-
ностей на выходах элементов, в базисе {&,¬} и схожих базисах. Для каждой
булевой функции, допускающей реализацию неизбыточной схемой, найдено ми-
нимально возможное значение длины такого теста. В частности, доказано, что
оно не превосходит трёх.
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Let D1(f) (D0(f)) be the least length of a fault detection test for irredundant logic
networks consisting of logic gates in the basis {&,¬}, implementing a given Boolean
function f(x1, . . . , xn), and having at most one stuck-at-1 (stuck-at-0 respectively)
fault on outputs of the logic gates. Let f1 = xi; f2 = 0, xi, or xσ1i1 &xi2 . . .&xik ; f3 =
= xi1&xi2&xi3& . . .&xik or (. . . ((︸ ︷︷ ︸

k−1

xσ1i1 &xi2)σ2&xi3)σ3& . . .&xik)
σk ; f4 = xσ1i1 & . . .&xσkik ;

f5 = (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xσ2i2 )δ1&xσ3i3 )δ2& . . .&xσkik )δk−1 , where 2 6 k 6 n for f2, f3, and f5;

1 6 k 6 n for f4; σ1, . . . , σk, δ1, . . . , δk−1 ∈ {0, 1}; i, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}; indices
i1, . . . , ik are pairwise different; for f3, at least one of numbers σ2, . . . , σk equals 0 and
if k = 2, then assume xi3& . . .&xik ≡ 1; for f5, at least one of numbers δ1, . . . , δk−1

1Работа выполнена при поддержке гранта РНФ, проект № 14-21-00025 П.
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equals 0. It is proved that, for each Boolean function f(x1, . . . , xn) 6≡ 1,

D1(f) =


0, iff the function f is representable in the form of f1,

1, iff the function f is representable in the form of f2,

2, iff the function f is representable in the form of f3,

3 otherwise.

If f ≡ 1 then the value D1(f) is undefined. Also, it is proved that, for each Boolean
function f(x1, . . . , xn) which is different from constants,

D0(f) =


0, iff the function f is representable in the form of f1,

1, iff the function f is representable in the form of f4 but not of f1,

2, iff the function f is representable in the form of f5,

3 otherwise.

If f ≡ 1 or f ≡ 0 then the value D0(f) is undefined.

Keywords: logic network, stuck-at fault, single fault detection test.

Введение
В работе рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем, реализующих

заданные булевы функции. Логический подход к тестированию электрических схем
предложен С.В. Яблонским и И.А. Чегис в [1]; этот подход также применим к тести-
рованию схем из функциональных элементов [2 – 4]. Пусть имеется схема из функци-
ональных элементов S с одним выходом (без обратных связей), реализующая булеву
функцию f(x̃n), где x̃n = (x1, . . . , xn). Под воздействием некоторого источника неис-
правностей один или несколько элементов схемы S могут перейти в неисправное со-
стояние. В результате схема S вместо исходной функции f(x̃n) будет реализовывать
некоторую булеву функцию g(x̃n), вообще говоря, отличную от f . Все такие функ-
ции g(x̃n), получающиеся при всевозможных допустимых для рассматриваемой зада-
чи неисправностях элементов схемы S, называются функциями неисправности данной
схемы.

Введём следующие определения [2 – 4]. Проверяющим тестом для схемы S назы-
вается такое множество T наборов значений переменных x1, . . . , xn, что для любой
отличной от f(x̃n) функции неисправности схемы S в T найдётся набор σ̃, на котором
f(σ̃) 6= g(σ̃). Диагностическим тестом для схемы S называется такое множество T
наборов значений переменных x1, . . . , xn, что T является проверяющим тестом и, кро-
ме того, для любых двух различных функций неисправности g1(x̃n) и g2(x̃n) схемы S
в T найдётся набор σ̃, на котором g1(σ̃) 6= g2(σ̃). Число наборов в T называется длиной
теста. В качестве тривиального диагностического (и проверяющего) теста длины 2n

для схемы S всегда можно взять множество, состоящее из всех двоичных наборов
длины n. Тест называется полным, если в схеме могут быть неисправны сколько угод-
но элементов, и единичным, если в схеме может быть неисправен только один элемент.
Единичные тесты обычно рассматривают для неизбыточных схем [4], т. е. для таких
схем, в которых любая допустимая неисправность любого одного элемента приводит
к функции неисправности, отличной от исходной функции, реализуемой схемой.

Любое множество булевых функций будем называть базисом.
Пусть зафиксирован вид неисправностей элементов, B —произвольный функци-

онально полный базис и T — единичный проверяющий тест (ЕПТ) для некоторой
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схемы S в базисе B. Введём следующие обозначения: DB
s,detect(T ) —длина теста T ;

DB
s,detect(S) = minDB

s,detect(T ), где минимум берётся по всем ЕПТ T для схемы S;
DB

s,detect(f) = minDB
s,detect(S), где минимум берётся по всем неизбыточным схемам S

в базисе B, реализующим функцию f ; DB
s,detect(n) = maxDB

s,detect(f), где максимум
берётся по всем булевым функциям f от n переменных, для которых определено зна-
чение DB

s,detect(f). Функция DB
s,detect(n) называется функцией Шеннона длины ЕПТ.

По аналогии с функциямиDB
s,detect можно ввести функцииDB

s,diagn,DB
c,detect иDB

c,diagn для
соответственно единичного диагностического теста, полного проверяющего и полного
диагностического тестов, зависящие от T , от S, от f и от n (в определениях функций
DB

c,detect(f) и DB
c,diagn(f) не требуется предполагать неизбыточность схем). Так, напри-

мер, DB
c,diagn(n) —функция Шеннона длины полного диагностического теста.

Перечислим основные результаты, касающиеся тестирования схем из функциональ-
ных элементов. Класс допустимых неисправностей функциональных элементов огра-
ничим константными неисправностями на выходах элементов, при которых значение
на выходе любого неисправного элемента становится равно некоторой булевой кон-
станте. Неисправности на выходах элементов называются однотипными константны-
ми типа p, если эта константа одна и та же для каждого неисправного элемента и
равна p, и произвольными константными, если эта константа может быть равна как 0,
так и 1 для каждого неисправного элемента независимо от неисправностей других
элементов. Для удобства над буквой D после символов, обозначающих базис, через
точку с запятой будем ставить символы «0, 1», «0» или «1» в случаях, когда в схемах
допускаются соответственно произвольные константные неисправности, однотипные
константные неисправности типа 0 или типа 1 на выходах элементов. Вполне разум-
но предполагать, что если в базисе содержится булева константа α, то у элемента, её
реализующего, не может быть неисправности типа α.

В работе С.М. Редди [5] для базиса Жегалкина B1 = {&,⊕, 1, 0} получена оцен-
ка DB1; 0,1

s,detect(n) 6 n + 3. В дальнейшем этот результат был обобщён С.С. Колядой
в [6] на случай произвольного функционально полного конечного базиса. Последний
результат, в свою очередь, был усилен Д.С. Романовым, который в [7] для любого
функционально полного базиса B получил оценку DB; 0,1

s,detect(n) 6 4 (правда, в [7] ис-
пользуется несколько другое определение неизбыточных схем). Для полных прове-
ряющих тестов Н.П. Редькин в [8, 9] для любого полного конечного базиса B2 по-
лучил оценку DB2; 0,1

c,detect(n) 6 2
(
2bn/2c + 2dn/2e + n

)
. Д.С. Романов в [10] доказал, что

существует базис B3, содержащий функциональные элементы с числом входов от од-
ного до семи, в котором 2 6 DB3; 0,1

c,detect(n) 6 4. В [4, с. 113, теорема 9] с использова-
нием идей С.В. Яблонского установлено, что для любого полного базиса B функ-
ция DB; 0,1

s,diagn(n) асимптотически не превосходит 2n+1/n; аналогично можно показать,
что DB; p

s,diagn(n) . 2n/n, p = 0, 1. Для базиса B4 = {&,∨,¬} Н.П. Редькин в [11, 12]
получил оценки DB4; p

c,detect(n) 6 n и DB4; p
s,diagn(n) 6 2n + 1 для p = 0, 1. Первая из

этих оценок впоследствии была улучшена Ю.В. Бородиной, которая в [13] устано-
вила, что DB4; p

c,detect(n) = 2; вторая оценка улучшена в [14], где, в частности, доказано,
что DB4; p

s,diagn(n) = 2. Ю.В. Бородина в базисе B5 = {|} (штрих Шеффера) получила
оценку DB5; 1

c,detect(n) 6 n + 1 [15]. Ей же в базисе Жегалкина B1 удалось найти точ-
ное значение функций Шеннона DB1; 1

s,detect(n) = 1 [16] и DB1; 0
c,detect(n) = 1 [17] (совместно

с П.А. Бородиным). В работе [18], в частности, установлено равенство DB1; 0
s,diagn(n) = 2.

Определим множество булевых функций B̂0 = {x1, x1& . . .&xm : m > 2}. В данной
работе рассматриваются только единичные проверяющие тесты, в качестве неисправ-
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ностей функциональных элементов — однотипные константные неисправности типа p
(p ∈ {0, 1}) на выходах элементов, а в качестве базиса — произвольное функционально
полное подмножество B0 множества B̂0, например множество {x1, x1&x2}. Для крат-
кости вместо DB0; p

s,detect(f) и DB0; p
s,detect(n) будем писать соответственно Dp(f) и Dp(n).

Любой элемент, реализующий функцию вида x1& . . .&xm, где m > 2 (функцию
x1), будем называть конъюнктором (соответственно инвертором). Введём обозначе-
ния 0̃r = 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

r

, 1̃r = 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, где r ∈ Z+. Будем говорить, что функциональный

элемент E ′ расположен в схеме S выше (ниже) функционального элемента E, если
в ней существует ориентированный путь от E ′ к E (соответственно от E к E ′).

Ограничимся рассмотрением только таких схем из функциональных элементов,
в которых выход каждого элемента, не являющегося выходным, соединён хотя бы
с одним входом хотя бы одного элемента, т. е. нет «висячих» элементов. В против-
ном случае все «висячие» элементы схемы можно удалить, и это никак не скажется
на функции, реализуемой схемой, множестве функций неисправности данной схемы
и её неизбыточности, если исходная схема неизбыточна. Кроме того, будем считать,
что каждый функциональный элемент, реализующий некоторую булеву функцию из
базиса B0, имеет столько входов, сколько существенных переменных у этой функции.
Это предположение также не ограничивает общности.

1. Вспомогательные утверждения
Пусть S —произвольная схема из функциональных элементов. Произвольный эле-

мент E этой схемы будем называть разделяющим, если любая цепочка, соединяющая
любой элемент, расположенный в этой схеме выше элемента E, с выходом схемы S,
проходит через элемент E.

Лемма 1. Пусть S —произвольная схема из функциональных элементов, неиз-
быточная относительно однотипных константных неисправностей типа 0 или 1 на вы-
ходах элементов; T —произвольный ЕПТ для этой схемы; E —произвольный разделя-
ющий элемент схемы S; S ′ —подсхема схемы S, получающаяся из неё удалением всех
элементов, расположенных в схеме S не выше элемента E, кроме него самого, и пере-
носом выхода схемы на выход элемента E. Тогда схема S ′ неизбыточна относительно
неисправностей такого же типа и множество T является для неё ЕПТ.

Доказательство. Пусть E ′ —произвольный элемент, содержащийся в схеме S ′,
тогда он содержится и в схеме S. Так как T —ЕПТ для неизбыточной схемы S, то
в T найдётся набор σ̃, на котором значение на выходе схемы S при неисправности
элемента E ′ изменится. Тогда на этом наборе при указанной неисправности изменится
и значение на выходе элемента E. Действительно, в противном случае переход эле-
мента E ′ в неисправное состояние никак не отразился бы на значении, выдаваемом
схемой S на наборе σ̃, что невозможно. Таким образом, при указанной неисправности
изменится значение на выходе схемы S ′, откуда следует, что эта схема неизбыточна и
множество T является для неё ЕПТ.

Лемма 2. Пусть S —произвольная схема из функциональных элементов в бази-
се B0, неизбыточная относительно однотипных константных неисправностей типа 1
на выходах элементов; в S содержится хотя бы один элемент и вход любого ин-
вертора соединён с одним из входов схемы; T — произвольный ЕПТ для схемы S;
xi1 , . . . , xid — все попарно различные переменные, подаваемые в S на входы инверто-
ров (если таких переменных нет, полагаем d = 0); xid+1

, . . . , xik — все попарно различ-
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ные переменные, каждая из которых подаётся на вход хотя бы одного конъюнкто-
ра (если таких переменных нет, полагаем k = d; множества индексов {i1, . . . , id} и
{id+1, . . . , ik} могут пересекаться). Тогда k > 1, на выходе схемы S реализуется функ-
ция xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik (в случае d = 0 полагаем xi1& . . .&xid ≡ 1; в случае
k = d полагаем xid+1

& . . .&xik ≡ 1) и |T | > d.
Доказательство. Неравенство k > 1 очевидно, так как хотя бы одна переменная

обязана подаваться на входы произвольного «верхнего» элемента схемы S. Все инвер-
торы схемы S и все её входы, отвечающие переменным xid+1

, . . . , xik , соединяются со
входами некоторой подсхемы, состоящей из одних конъюнкторов (эта подсхема содер-
жит все конъюнкторы схемы S). Поэтому на выходе схемы S реализуется функция
f = xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik .
Докажем неравенство |T | > d. При d = 0 оно очевидно. Пусть d > 1. Если какая-

то из переменных xi1 , . . . , xid подаётся в схеме S на входы хотя бы двух инверто-
ров, то при неисправности любого из них функция неисправности этой схемы равна
1&xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik ≡ f , т. е. схема S избыточна, что невозможно. Поэтому
каждая из переменных xi1 , . . . , xid подаётся в схеме S на вход только одного инверто-
ра (и других инверторов в этой схеме нет). Тогда при неисправности инвертора, на
вход которого подаётся переменная xij , j ∈ {1, . . . , d}, функция неисправности схе-
мы S равна gj = xi1& . . .&xij−1

&xij+1
& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik . Заметим, что gj 6≡ f ,
так как схема S неизбыточна, и функцию gj можно отличить от функции f только
на тех наборах, у которых компоненты с номерами i1, . . . , ij−1, ij+1, . . . , id равны нулю,
а с номерами ij, id+1, id+2, . . . , ik — единице. Очевидно, что при j = 1, . . . , d множества
этих наборов попарно не пересекаются. В тест T должно входить хотя бы по одному
набору из каждого из этих d множеств, т. е. хотя бы d наборов, откуда |T | > d.

2. Единичные проверяющие тесты при однотипных константных
неисправностях типа 1 на выходах элементов

Выделим три возможных представления функции f(x̃n):

f(x̃n) = xi; (1)
f(x̃n) = 0, xi или xσ1i1 &xi2& . . .&xik ; (2)

f(x̃n) = xi1&xi2&xi3& . . .&xik или (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xi2)
σ2&xi3)

σ3& . . .&xik)
σk , (3)

где 2 6 k 6 n; i, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}, индексы i1, . . . , ik попарно различны и
σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}, причём в представлении (3) хотя бы одно из чисел σ2, . . . , σk равно 0
и если k = 2, то полагаем xi3& . . .&xik ≡ 1.

Теорема 1. Для любой булевой функции f(x̃n), отличной от тождественной еди-
ницы, справедливо равенство

D1(f) =


0, если функция f представима в виде (1),
1, если функция f представима в виде (2),
2, если функция f представима в виде (3),
3, если функция f непредставима в видах (1)–(3).

Если f ≡ 1, то значение D1(f) не определено.
Следствие 1. Для любого n > 2 справедливо равенство D1(n) = 3.
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Для доказательства следствия 1 достаточно заметить, что функция x1 ⊕ . . . ⊕ xn
при n > 2 непредставима в видах (1)–(3).

Доказательство теоремы 1. Вместо D1(f) для краткости будем писать D(f).
Будем считать, что в базисе B0 содержится функция x1&x2; в противном случае можно
отождествить все входы, кроме одного, у произвольного конъюнктора из этого бази-
са и получить двухвходовой конъюнктор, допускающий те же самые неисправности
(а именно неисправность типа 1 на выходе), что и исходный конъюнктор. Пусть сна-
чала f ≡ 1; S —произвольная схема в базисе B0, реализующая функцию f . Выход
схемы S, очевидно, не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому он является
выходом некоторого функционального элемента. Тогда при неисправности этого эле-
мента получающаяся схема по-прежнему будет реализовывать тождественную едини-
цу, т. е. схема S избыточна. Получаем, что неизбыточных схем, реализующих функцию
f , не существует и, следовательно, значение D(f) не определено. Далее будем считать,
что f 6≡ 1. Рассмотрим четыре случая:

1. Функция f представима в виде (1). Тогда её можно реализовать схемой, не содер-
жащей функциональных элементов. У такой схемы нет ни одной функции неисправ-
ности, поэтому пустое множество является для неё ЕПТ, откуда следует равенство
D(f) = 0.

2. Функция f представима в виде (2). Поскольку она непредставима в виде (1),
выход любой схемы, реализующей функцию f , не может совпадать ни с одним из её
входов, поэтому он является выходом некоторого функционального элемента. Тогда
при неисправности этого элемента схема реализует тождественную единицу, которую
надо отличить от функции f хотя бы на одном наборе, откуда следует, что D(f) > 1.
Докажем неравенство D(f) 6 1. Рассмотрим три подслучая:

2.1. Пусть f ≡ 0. Реализуем функцию f схемой S в базисе B0, содержащей один ин-
вертор и один двухвходовой конъюнктор. На вход инвертора подадим переменную x1,
его выход соединим с левым входом конъюнктора, а на правый вход подадим перемен-
ную x1. Очевидно, что схема S реализует тождественный нуль и имеет две функции
неисправности — тождественную единицу и x1. Каждую из них можно отличить от
функции f на наборе (1̃n), поэтому схема S неизбыточна и множество {(1̃n)} является
для неё ЕПТ длины 1, откуда D(f) 6 1.

2.2. Пусть f = xi, где i ∈ {1, . . . , n}. Реализуем функцию f схемой в базисе B0, со-
держащей один инвертор. Эта схема имеет только одну функцию неисправности—
тождественную единицу, которую можно отличить от функции f на наборе (1̃n).
Поэтому схема неизбыточна и D(f) 6 1.

2.3. Пусть f = xσ1i1 &xi2& . . .&xik , где 2 6 k 6 n; i1, . . . , ik —попарно различные ин-
дексы из множества {1, . . . , n} и σ1 ∈ {0, 1}. Без ограничения общности можно считать,
что i1 = 1, . . . , ik = k, т. е. f(x̃n) = xσ11 &x2& . . .&xk. Реализуем функцию f схемой S
в базисе B0, представляющей собой цепочку из одного инвертора (в случае σ1 = 0) и
k − 1 двухвходовых конъюнкторов, на правые входы которых подаются переменные
x2, . . . , xk. Если σ1 = 0, то верхний элемент этой цепочки— инвертор, на вход которого
подаётся переменная x1, а его выход соединяется с левым входом верхнего конъюнк-
тора; если σ1 = 1, то верхний элемент этой цепочки— конъюнктор, на левый вход
которого подаётся переменная x1.

Очевидно, что схема S реализует функцию f . Докажем, что она неизбыточна и
множество {π̃} является для неё ЕПТ, где π̃ = (σ1, 1̃n−1). Заметим, что f(π̃) = 0,
причём на правые входы всех конъюнкторов в схеме S на наборе π̃ подаются единицы.
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Если неисправен некоторый элемент в схеме, то на указанном наборе на выходе этого
и всех следующих за ним элементов в схеме S, а значит, и на выходе схемы появятся
единицы и неисправность будет обнаружена. Поэтому схема S неизбыточна иD(f) 6 1.

В итоге для любой функции f вида (2) получаем равенство D(f) = 1.
3. Функция f представима в виде (3). Докажем сначала неравенство D(f) 6 2.

Рассмотрим два подслучая:
3.1. Пусть f = xi1&xi2&xi3& . . .&xik , где 2 6 k 6 n и i1, . . . , ik —попарно различ-

ные индексы из множества {1, . . . , n}. Без ограничения общности можно считать, что
i1 = 1, . . . , ik = k, т. е. f(x̃n) = x1&x2&x3& . . .&xk. Реализуем функцию f схемой S
в базисе B0, содержащей два инвертора и k−1 двухвходовых конъюнкторов. На входы
инверторов подадим переменные x1 и x2; затем выходы этих инверторов и входы схе-
мы, отвечающие переменным x3, . . . , xk, последовательно соединим со входами цепочки
из k − 1 конъюнкторов: входы верхнего конъюнктора из цепочки соединим с выхода-
ми инверторов; на правые входы остальных k− 2 конъюнкторов подадим переменные
x3, . . . , xk.

Очевидно, что схема S реализует функцию f . Докажем, что она неизбыточна и
множество {π̃1, π̃2} является для неё ЕПТ, где π̃1 = (0, 1̃n−1), π̃2 = (1, 0, 1̃n−2). Заметим,
что f(π̃1) = f(π̃2) = 0, причём на один из входов верхнего конъюнктора и на правые
входы всех остальных конъюнкторов в схеме S на каждом из наборов π̃1, π̃2 подаются
единицы. Если неисправен некоторый элемент, то по крайней мере на одном из ука-
занных наборов на выходе этого и всех следующих за ним элементов, а значит, и на
выходе схемы появятся единицы и неисправность будет обнаружена. Поэтому схема S
неизбыточна и D(f) 6 2.

3.2. Пусть f = (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xi2)
σ2&xi3)

σ3& . . .&xik)
σk , где 2 6 k 6 n; i1, . . . , ik —по-

парно различные индексы из множества {1, . . . , n} и σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}, причём хотя
бы одно из чисел σ2, . . . , σk равно 0. Без ограничения общности можно считать, что
i1 = 1, . . . , ik = k, т. е. f(x̃n) = (. . . ((︸ ︷︷ ︸

k−1

xσ11 &x2)σ2&x3)σ3& . . .&xk)
σk . Реализуем функ-

цию f схемой S в базисе B0, представляющей собой цепочку из инверторов и конъ-
юнкторов, в соответствии с последним равенством. В этой схеме содержатся k − 1
двухвходовых конъюнкторов и столько инверторов, сколько чисел из σ1, . . . , σk рав-
ны 0. Если σ1 = 1, то верхний элемент схемы S —двухвходовой конъюнктор, на входы
которого подаются переменные x1 и x2. Если σ1 = 0, то верхний элемент схемы S —
инвертор, на вход которого подаётся переменная x1; выход инвертора соединяется с
левым входом конъюнктора, на правый вход которого подаётся переменная x2. Если
σ2 = 0, то выход указанного конъюнктора соединяется со входом инвертора. Далее,
если k > 3, то выход последнего построенного элемента соединяется с левым входом
конъюнктора, на правый вход которого подаётся переменная x3, и т. д.

Очевидно, что схема S реализует функцию f . Докажем, что она неизбыточна и
множество T = {π̃1, π̃2} является для неё ЕПТ, где π̃1 = (0, 1̃n−1), π̃2 = (1̃n). Заметим,
что f(x1, 1̃

n−1) = (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ11 )σ2)σ3 . . . )σk , поэтому

f(π̃1) 6= f(π̃2). (4)

Единственная цепь, связывающая вход x1 схемы S с её выходом, проходит через каж-
дый элемент. Поэтому если в схеме какой-то элемент неисправен, то при подаче на её
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входы вместо переменных x2, . . . , xn константы 1 изменение значения переменной x1

с 0 на 1, т. е. переход от входного набора π̃1 к набору π̃2, никак не отразится на значе-
нии, выдаваемом схемой S. Следовательно, функция неисправности g схемы S удов-
летворяет условию g(π̃1) = g(π̃2). Отсюда и из (4) вытекает, что g 6≡ f , т. е. схема S
неизбыточна и множество T является для неё ЕПТ, поэтому D(f) 6 2.

Докажем теперь, что D(f) > 2. Пусть S —произвольная неизбыточная схема, реа-
лизующая функцию f вида (3); T —произвольный ЕПТ для этой схемы. Надо дока-
зать, что |T | > 2. Рассмотрим два подслучая:

3.1′. В схеме S найдётся хотя бы один инвертор I, вход которого соединён с выхо-
дом некоторого функционального элемента E. Пусть на выходе элемента E в схеме S
реализуется булева функция ϕ, тогда на выходе элемента I реализуется функция ϕ.
Чтобы обнаружить неисправность элемента E (I), в тесте T должен содержаться на-
бор σ̃1 (σ̃2), для которого ϕ(σ̃1) = 0 (соответственно ϕ(σ̃2) = 0). Из двух последних
равенств следует, что σ̃1 6= σ̃2, поэтому |T | > 2, что и требовалось доказать.

3.2′. Вход любого инвертора схемы S соединён с одним из входов схемы. Пусть
xi1 , . . . , xid — все попарно различные переменные, подаваемые на входы инверторов
(если таких переменных нет, полагаем d = 0), а xid+1

, . . . , xik — все попарно различ-
ные переменные, каждая из которых подаётся на вход хотя бы одного конъюнктора
(если таких переменных нет, полагаем k = d). Тогда в силу леммы 2 имеем k > 1,
f = xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik (в случае d = 0 полагаем xi1& . . .&xid ≡ 1; в случае
k = d полагаем xid+1

& . . .&xik ≡ 1) и |T | > d. Так как функция f непредставима
в видах (1), (2), то d > 2, следовательно, |T | > 2, что и требовалось доказать.

В итоге для любой функции f вида (3) получаем равенство D(f) = 2.
4. Функция f отлична от тождественной единицы и непредставима в видах (1)–(3).

Докажем сначала неравенство D(f) 6 3. Идеи доказательства сходны с идеями, ис-
пользованными в [6, 7] при получении верхних оценок длин ЕПТ в базисе {&,¬}.
Представим функцию f полиномом Жегалкина

f(x̃n) = K1 ⊕ . . .⊕Km ⊕ c, (5)

где c ∈ {0, 1} и K1 — самая короткая конъюнкция в полиноме. Без ограничения общ-
ности K1 = x1& . . .&xk. Отметим, что k < n, так как в противном случае функ-
ция f была бы равна x1& . . .&xn ⊕ c = (x1& . . .&xn)c, т. е. имела бы вид (2) или (3).
По аналогичной причине m > 2. Если в полиноме Жегалкина для функции f при-
сутствует слагаемое x1& . . .&xk&xk+1, то будем без ограничения общности считать,
что это слагаемое Km. Представим K1 в виде K ′1 ⊕Km+1, где K ′1 = x1& . . .&xk&xk+1,
Km+1 = x1& . . .&xk&xk+1. Тогда

f = K ′1 ⊕K2 ⊕ . . .⊕Km ⊕Km+1 ⊕ c = K ′1 ⊕K2 ⊕ . . .⊕Kq ⊕ c, (6)

где q = m − 1 при Km = Km+1 и q = m + 1 при Km 6= Km+1. Отметим, что случай
m = 2, Km = Km+1 невозможен, так как тогда функция f была бы равна K ′1 ⊕ c =
= (xk+1&x1 . . .&xk)

c, т. е. была бы представима в виде (2) или (3). Поэтому q > 2.
Так как K1 — самая короткая конъюнкция в полиноме Жегалкина для функции f ,

в каждую конъюнкцию Ki = xj1(i)& . . .&xjti (i), где i = 2, . . . , q, входит хотя бы од-
на переменная, отличная от переменных x1, . . . , xk. Без ограничения общности это
переменная xj1(i). В случае ti > 3 представим конъюнкцию Ki, i = 2, . . . , q, в виде
(K

(2)
i ⊕. . .⊕K

(ti−1)
i ⊕K(ti)

i )⊕(K
(2)
i ⊕. . .⊕K

(ti−1)
i ), гдеK(s)

i = xj1(i)& . . .&xjs(i), s = 2, . . . , ti
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(конъюнкция первых s переменных из Ki). Тогда представление (6) примет вид

f = K ′1 ⊕
q⊕
i=2

(
ti⊕
s=2

K
(s)
i ⊕

ti−1⊕
s=2

K
(s)
i

)
⊕ c (7)

(в случае ti ∈ {1, 2} полагаем
ti⊕
s=2

K
(s)
i ⊕

ti−1⊕
s=2

K
(s)
i = Ki).

Наконец, заменим в представлении (7) все операции ⊕ на ⊕′, где по определению
полагаем x ⊕′ y = x ⊕ y ⊕ 1. Эта замена приведёт к прибавлению к правой части
представления (7) некоторого числа единиц (по одному на каждую операцию ⊕). Сло-
жив все эти единицы, а также константу c по модулю 2, получим некоторую булеву
константу c′, такую, что

f = K ′1 ⊕′
q⊕
i=2

′
(

ti⊕
s=2

′K
(s)
i ⊕′

ti−1⊕
s=2

′K
(s)
i

)
⊕ c′. (8)

Пусть S⊕′ — схема в базисе B0 с двумя входами и одним выходом, изображённая на
рис. 1 (все конъюнкторы двухвходовые). Нетрудно проверить, что на выходе этой схе-
мы реализуется функция x⊕′y, её всевозможными функциями неисправности являют-
ся функции 1, 0, x∨ y, x∨ y, x, y, xy (и, следовательно, схема S⊕′ неизбыточна), а в ка-
честве ЕПТ для неё можно взять множество T⊕′ = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)} (действительно,
единственной булевой функцией от двух переменных, которую нельзя отличить от
функции x⊕′ y на наборах из множества T⊕′ , кроме неё самой, является функция x y,
но она не входит в число функций неисправности схемы S⊕′).

&

&

&

x y

Рис. 1. Схема S⊕′

Реализуем функцию f(x̃n) схемой S в базисе B0 в соответствии с представлением (8)
(рис. 2). Конъюнкцию K ′1 реализуем цепочкой Z1 из одного инвертора и k двухвходо-
вых конъюнкторов, верхним элементом в которой является инвертор; на вход инвер-
тора подадим переменную xk+1, а на правые входы конъюнкторов — последовательно
переменные x1, . . . , xk. Каждую конъюнкциюKi, i = 2, . . . , q, реализуем цепочкой Zi из
ti − 1 двухвходовых конъюнкторов, на входы которой последовательно подадим пере-
менные xj1(i), xj2(i) . . . , xjti (i) (в случае ti = 1 в этой цепочке не содержится элементов, а
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её выход совпадает с входом xj1(i) схемы S). Далее, для каждого i ∈ {2, . . . , q}, такого,
что ti > 3, реализуем конъюнкциюK

(ti−1)
i цепочкой Ẑi из ti−2 двухвходовых конъюнк-

торов, на входы которой последовательно подадим переменные xj1(i), xj2(i) . . . , xjti−1(i).
Затем выход цепочки Z1, выходы всех цепочек Zi, в которых не содержится элементов,
и выходы всех конъюнкторов, содержащихся в цепочках Z2, . . . , Zq, Ẑ2, . . . , Ẑq (точнее,
в тех из них, которые были определены), соединим со входами цепочки Z⊕′ , состоящей
из блоков S⊕′ и (в случае c′ = 1) инвертора, вход которого соединён с выходом ниж-
него из этих блоков, причём левый верхний вход этой цепочки соединим с выходом
цепочки Z1. Выход нижнего элемента цепочки Z⊕′ объявим выходом схемы S.
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Рис. 2. Схема S

Нетрудно убедиться, что построенная схема S реализует функцию f(x̃n). Для это-
го достаточно заметить, что на выходах конъюнкторов, содержащихся в цепочке Zi,
i = 2, . . . , q, при движении по этой цепочке «сверху вниз» реализуются функции
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K
(2)
i , . . . , K

(ti)
i (при ti > 2), а на выходах конъюнкторов, содержащихся в цепочке Ẑi,

i = 2, . . . , q, — функции K(2)
i , . . . , K

(ti−1)
i (при ti > 3).

Докажем, что схема S неизбыточна и множество T = {σ̃1, σ̃2, σ̃3} является для неё
ЕПТ, где σ̃1 = (0̃n), σ̃2 = (1̃k, 0̃n−k), σ̃3 = (1̃n). В случае исправности всех элементов
схемы S на наборе σ̃1 на выходах всех конъюнкторов, содержащихся в цепочках Zi, Ẑi,
где i = 2, . . . , q, появятся нули. Если неисправен некоторый конъюнктор в одной из
цепочек, то на наборе σ̃1 на выходе этого конъюнктора будет единица, а на выходах
всех остальных конъюнкторов — по-прежнему нули. Учитывая, что выход неисправ-
ного конъюнктора соединяется ровно с одним входом цепочки Z⊕′ , реализующей ли-
нейную функцию от своих входов, значение на выходе данной цепочки, т. е. на выходе
всей схемы S, изменится, поэтому рассматриваемая неисправность будет обнаружена
на наборе σ̃1.

Далее, в случае исправности всех элементов схемы S на наборе σ̃3 на выходах
всех элементов, содержащихся в цепочке Z1, будут нули, причём на правые входы
всех конъюнкторов в цепочке подаются единицы. Если неисправен некоторый элемент
в цепочке, то на наборе σ̃3 на выходе этого и всех следующих за ним элементов в це-
почке Z1, т. е. на выходе этой цепочки, очевидно, возникнут единицы. Учитывая, что
выход цепочки Z1 соединяется ровно с одним входом цепочки Z⊕′ , реализующей ли-
нейную функцию от своих входов, значение на выходе данной цепочки, т. е. на выходе
всей схемы S, изменится, поэтому рассматриваемая неисправность будет обнаружена
на наборе σ̃3.

Осталось рассмотреть неисправность некоторого элемента в цепочке Z⊕′ . В случае
исправности всех элементов схемы S на наборах σ̃1, σ̃2, σ̃3 на выходе цепочки Z1 воз-
никают значения соответственно 0, 1, 0, а на выходах всех цепочек Zi, в которых не
содержится элементов, и выходах всех конъюнкторов, содержащихся в цепочках Zi, Ẑi,
где i = 2, . . . , q, — соответственно 0, 0, 1 (здесь используется то свойство, что каждая
переменная xj1(i) отлична от переменных x1, . . . , xk). В таком случае на входы верхнего
блока S⊕′ цепочки Z⊕′ подаются наборы (0, 0), (1, 0), (0, 1), а на его выходе реализуют-
ся значения 0 ⊕′ 0, 1 ⊕′ 0, 0 ⊕′ 1, т. е. 1, 0, 0. Тогда на входы второго сверху блока S⊕′
цепочки Z⊕′ (если он существует) подаются наборы (1, 0), (0, 0), (0, 1), а на его выходе
реализуются значения 1⊕′ 0, 0⊕′ 0, 0⊕′ 1, т. е. 0, 1, 0. Далее, на входы третьего сверху
блока S⊕′ цепочки Z⊕′ (если он существует) подаются наборы (0, 0), (1, 0), (0, 1), а на
его выходе реализуются значения 0 ⊕′ 0, 1 ⊕′ 0, 0 ⊕′ 1, т. е. 1, 0, 0, и т.д. Таким обра-
зом, на входах каждого блока S⊕′ цепочки Z⊕′ при подаче на входы схемы S наборов
σ̃1, σ̃2, σ̃3 возникают все наборы из множества T⊕′ . Так как это множество является
ЕПТ для неизбыточной схемы S⊕′ , то при неисправности любого элемента в любом
блоке S⊕′ цепочки Z⊕′ хотя бы на одном из наборов σ̃1, σ̃2, σ̃3 значение на выходе этого
блока изменится. Учитывая, что выход указанного блока либо совпадает с выходом
схемы S, либо соединяется ровно с одним входом некоторой нижней части цепочки Z⊕′ ,
реализующей линейную функцию от своих входов, значение на выходе схемы S изме-
нится, поэтому рассматриваемая неисправность будет обнаружена на одном из наборов
σ̃1, σ̃2, σ̃3.

Наконец, если неисправен выходной инвертор цепочки Z⊕′ (в случае c′ = 1), то
функция неисправности схемы S равна тождественной единице, которую можно отли-
чить от функции f на одном из наборов σ̃1, σ̃2 (поскольку f(σ̃1) = c, f(σ̃2) = c— это
следует из представления (5)).

В итоге получаем, что любую функцию неисправности схемы S можно отличить
от функции f(x̃n) хотя бы на одном наборе из множества T . Это означает, что схема S
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неизбыточна и множество T является для неё ЕПТ. Его длина равна 3, откуда следует
неравенство D(f) 6 3.

Докажем теперь, что D(f) > 3. Пусть S —произвольная неизбыточная схема, реа-
лизующая функцию f , отличную от тождественной единицы и непредставимую в ви-
дах (1)–(3); T —произвольный ЕПТ для этой схемы. Надо доказать, что |T | > 3. Рас-
смотрим два подслучая:

4.1. В схеме S найдётся элемент, входы которого соединены с выходами по край-
ней мере двух различных функциональных элементов. Среди всех элементов с таким
свойством выберем произвольный «нижний» элемент E, ниже которого в схеме S не
существует элемента с указанным свойством (это можно сделать, так как схема конеч-
на и не содержит ориентированных циклов). Очевидно, что элемент E —конъюнктор,
а входы каждого элемента, расположенного в схеме S ниже элемента E, соединены
с выходом ровно одного функционального элемента (напомним, что мы рассматриваем
только схемы без «висячих» элементов) и, как следствие, E —разделяющий элемент.

Среди всех элементов, выходы которых соединены в схеме S непосредственно со
входами элемента E (а таких элементов не меньше двух), выберем произвольный
«нижний» элемент E1, ниже которого в схеме S не существует элемента с указанным
свойством, и любой другой элемент E2. Пусть в случае исправности всех элементов
схемы S на выходе элемента E1 (E2) этой схемы реализуется булева функция ϕ1 (соот-
ветственно ϕ2). Тогда на выходе элемента E реализуется булева функция ϕ1&ϕ2&ϕ3,
где ϕ3 —конъюнкция функций, подаваемых на все те входы элемента E, которые не
соединены с выходом ни одного из элементов E1, E2, либо тождественная единица,
если таких входов не существует. Рассмотрим три подслучая:

4.1.1. В схеме S найдётся хотя бы один инвертор, расположенный ниже элемента E.
Пусть I —«верхний» из этих инверторов. Очевидно, что I —разделяющий элемент.
По лемме 1 схема S ′, получающаяся из схемы S удалением всех элементов, располо-
женных в ней не выше элемента I, кроме него самого, и переносом выхода схемы на
выход элемента I, неизбыточна и T —ЕПТ для схемы S ′. Все элементы, расположен-
ные в схеме S ниже элемента E, но выше элемента I (если такие есть) — конъюнкто-
ры. Поэтому на вход элемента I подаётся функция ϕ1&ϕ2&ϕ3&ϕ4, где ϕ4 —некоторая
булева функция. Тогда на выходе элемента I, т. е. на выходе схемы S ′, реализуется
функция f ′ = ϕ1&ϕ2&ϕ3&ϕ4.

При неисправности инвертора I на выходе схемы S ′ возникнет функция неисправ-
ности g1 ≡ 1. При неисправности элемента E1 на его выходе вместо функции ϕ1 воз-
никнет тождественная единица, а функции на выходах всех остальных элементов,
соединяющихся со входами элемента E, не изменятся, поскольку все эти элементы
расположены в схеме S ′ не ниже элемента E1 в силу его выбора. Поэтому на выходе
схемы S ′ появится функция неисправности g2 = 1&ϕ2&ϕ3&ϕ4 = ϕ2&ϕ3&ϕ4.

Так как схема S ′ неизбыточна, каждая из функций g1, g2 отлична от функции f ′.
Чтобы отличить функцию f ′ от функции g1, в множестве T должен содержаться хотя
бы один набор σ̃1, для которого f ′(σ̃1) = 0, т. е. ϕ1(σ̃1) = ϕ2(σ̃1) = ϕ3(σ̃1) = ϕ4(σ̃1) = 1.
Чтобы отличить функцию f ′ от функции g2, в множестве T должен содержаться хотя
бы один набор σ̃2, для которого ϕ1(σ̃2) = 0, ϕ2(σ̃2) = ϕ3(σ̃2) = ϕ4(σ̃2) = 1. Из равенств
ϕ1(σ̃1) = 1, ϕ1(σ̃2) = 0 следует, что σ̃1 6= σ̃2, а из равенств ϕ2(σ̃1) = ϕ2(σ̃2) = 1 —что
неисправность элемента E2, на выходе которого в случае исправности всех элементов
схемы S ′ реализуется функция ϕ2, нельзя обнаружить на наборах σ̃1, σ̃2. Поэтому
в тесте T должен содержаться ещё какой-то набор, отличный от этих двух наборов.
Таким образом, |T | > 3, что и требовалось доказать.
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4.1.2. Условие случая 4.1.1 не выполнено, но при этом в схеме S найдётся хотя бы
один инвертор, расположенный выше элемента E, вход которого соединён с выходом
некоторого функционального элемента. Среди всех инверторов с такими свойствами
выберем произвольный «нижний» инвертор I, ниже которого в схеме S не существует
инвертора с указанными свойствами. Пусть Z —произвольная цепочка, соединяющая
элемент I с элементом E. Будем считать, что сам элемент I в неё не входит. Очевидно
тогда, что все элементы в цепочке Z —конъюнкторы. По лемме 1 схема S ′, получающа-
яся из схемы S удалением всех элементов, расположенных в ней не выше элемента E,
кроме него самого, и переносом выхода схемы на выход элемента E, неизбыточна и
T —ЕПТ для схемы S ′. На выходе элемента E, т. е. на выходе схемы S ′, как было
показано ранее, реализуется функция f ′ = ϕ1&ϕ2&ϕ3.

При неисправности того элемента, выход которого соединён в схеме S (и, следова-
тельно, в схеме S ′) со входом инвертора I, на вход I подаётся тождественная единица,
а на его выходе появится тождественный нуль. Он будет подаваться на один из входов
цепочки Z из конъюнкторов, поэтому на её выходе, т. е. на выходе элемента E, а зна-
чит, и схемы S ′, возникнет функция неисправности g1 ≡ 0. Далее, при неисправности
элемента E1 на его выходе вместо функции ϕ1 будет тождественная единица, а функ-
ции на выходах всех остальных элементов, соединяющихся со входами элемента E, не
изменятся, поскольку все эти элементы расположены в схеме S ′ не ниже элемента E1

в силу его выбора. Поэтому на выходе схемы S ′ возникнет функция неисправности
g2 = 1&ϕ2&ϕ3 = ϕ2&ϕ3.

Так как схема S ′ неизбыточна, каждая из функций g1, g2 отлична от функции f ′.
Чтобы отличить функцию f ′ от функции g1, в множестве T должен содержаться хотя
бы один набор σ̃1, для которого f ′(σ̃1) = 1, т. е. ϕ1(σ̃1) = ϕ2(σ̃1) = ϕ3(σ̃1) = 1. Чтобы
отличить функцию f ′ от функции g2, в множестве T должен содержаться хотя бы
один набор σ̃2, для которого ϕ1(σ̃2) = 0, ϕ2(σ̃2) = ϕ3(σ̃2) = 1. Из равенств ϕ1(σ̃1) = 1,
ϕ1(σ̃2) = 0 следует, что σ̃1 6= σ̃2, а из равенств ϕ2(σ̃1) = ϕ2(σ̃2) = 1 —что неисправность
элемента E2, на выходе которого в случае исправности всех элементов схемы S ′ реали-
зуется функция ϕ2, нельзя обнаружить на наборах σ̃1, σ̃2. Поэтому в тесте T должен
содержаться ещё какой-то набор. Таким образом, |T | > 3, что и требовалось доказать.

4.1.3. Отрицание объединения случаев 4.1.1 и 4.1.2: в схеме S ниже элемента E
не расположено ни одного инвертора, а вход любого инвертора этой схемы, располо-
женного выше элемента E, соединён с одним из входов схемы. В таком случае вход
любого инвертора схемы S соединён с одним из входов этой схемы. Пусть xi1 , . . . , xid —
все попарно различные переменные, подаваемые в схеме на входы инверторов (ес-
ли таких переменных нет, полагаем d = 0), а xid+1

, . . . , xik — все попарно различные
переменные, каждая из которых подаётся на вход хотя бы одного конъюнктора (ес-
ли таких переменных нет, полагаем k = d). Тогда в силу леммы 2 имеем k > 1,
f = xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik (в случае d = 0 полагаем xi1& . . .&xid ≡ 1; в случае
k = d полагаем xid+1

& . . .&xik ≡ 1) и |T | > d. Так как функция f непредставима в ви-
дах (1)–(3), то d > 3, следовательно, |T | > 3, что и требовалось доказать. Случай 4.1
разобран.

4.2. Входы каждого элемента схемы S соединены с выходом не более чем одного
функционального элемента. Очевидно, что в таком случае схема S представляет со-
бой цепочку из элементов, причём в ней содержится хотя бы один элемент, так как
функция f непредставима в виде (1). Пусть в этой цепочке при движении сверху вниз
расположены элементы E1, . . . , Er, где r— общее число элементов в схеме S.
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Докажем по индукции, что на выходе каждого из этих элементов реализуется функ-
ция вида

0, 1 или (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xi2)
σ2&xi3)

σ3& . . .&xik)
σk , (9)

где 1 6 k 6 n; i1, . . . , ik —попарно различные индексы и σ1, . . . , σk ∈ {0, 1} (при k = 1
этот вид превращается в xσ1i1 ). Легко видеть, что вне зависимости от того, является
элемент E1 инвертором или конъюнктором, на его выходе будет реализована функция
вида (9). В случае r = 1 утверждение доказано. Далее будем считать, что r > 2. Пусть
утверждение верно для элемента Ej, где j ∈ {1, . . . , r − 1}; докажем его для элемен-
та Ej+1. На выходе элемента Ej по предположению индукции реализуется функция fj
вида (9); этот выход соединяется в схеме S с одним или несколькими входами элемен-
та Ej+1, на все остальные входы которого подаются переменные. Если Ej+1 —инвер-
тор, то утверждение очевидно, так как отрицание любой функции вида (9) является
функцией того же вида. Пусть этот элемент — конъюнктор и все попарно различные
переменные, которые подаются на его входы, не соединённые с выходом элемента Ej, —
это переменные xik+1

, . . . , xil , где l > k и ik+1, . . . , il —попарно различные индексы (ес-
ли таких переменных нет, полагаем l = k). Тогда на выходе Ej+1 реализуется функция
fj&xik+1

& . . .&xil (в случае l = k полагаем xik+1
& . . .&xil ≡ 1). Справедливо тождество

fj&xik+1
& . . .&xil ≡ hj&xik+1

& . . .&xil , (10)

где hj — булева функция, получающаяся подстановкой в функцию fj вместо всех
переменных из множества {xik+1

, . . . , xil} константы 1 (в случае l = k полагаем
{xik+1

, . . . , xil} = ∅). Для доказательства тождества (10) достаточно рассмотреть слу-
чай, когда хотя бы одна из переменных xik+1

, . . . , xil равна 0, и противоположный
случай. Но функция hj&xik+1

& . . .&xil , как нетрудно видеть, представима в виде (9)
при указанных в начале этого абзаца условиях на индексы. Индуктивный переход
доказан.

Получаем, что на выходе элемента Er, т. е. на выходе всей схемы S, реализуется
функция f вида (9). Но тогда эта функция имеет один из видов (1)–(3) или равна
тождественной единице, что невозможно по предположению случая 4. Противоречие.

В итоге для любой булевой функции f , отличной от тождественной единицы и
непредставимой в видах (1)–(3), получаем равенство D(f) = 3.

3. Единичные проверяющие тесты при однотипных константных
неисправностях типа 0 на выходах элементов

Выделим ещё два возможных представления функции f(x̃n):

f(x̃n) = xσ1i1 & . . .&xσkik , (11)

f(x̃n) = (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xσ2i2 )δ1&xσ3i3 )δ2& . . .&xσkik )δk−1 , (12)

где 1 6 k 6 n в представлении (11) и 2 6 k 6 n в представлении (12); i1, . . . , ik —
попарно различные индексы из множества {1, . . . , n} и σ1, . . . , σk, δ1, . . . , δk−1 ∈ {0, 1},
причём хотя бы одно из чисел δ1, . . . , δk−1 (в представлении (12)) равно 0.
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Теорема 2. Для любой булевой функции f(x̃n), отличной от констант, справед-
ливо равенство

D0(f) =


0, если функция f представима в виде (1),
1, если функция f представима в виде (11), но не в виде (1),
2, если функция f представима в виде (12),
3, если функция f непредставима в видах (1), (11), (12).

Если f ≡ 0 или f ≡ 1, то значение D0(f) не определено.
Следствие 2. Для любого n > 2 справедливо равенство D0(n) = 3.
Для доказательства следствия 2 достаточно заметить, что функция x1 ⊕ . . . ⊕ xn

при n > 2 непредставима в видах (1), (11), (12).
Доказательство теоремы 2. Вместо D0(f) для краткости будем писать D(f).

Можно считать, что в базисе B0 содержится функция x1&x2 (см. начало доказатель-
ства теоремы 1). Пусть f ≡ 0 или f ≡ 1. Рассуждая аналогично доказательству тео-
ремы 5 из [7], получаем, что неизбыточных схем, реализующих функцию f , не суще-
ствует и, следовательно, значение D(f) не определено. Далее будем считать, что f 6≡ 0
и f 6≡ 1. Рассмотрим четыре случая:

1. Функция f представима в виде (1). Тогда её можно реализовать схемой, не содер-
жащей функциональных элементов. У такой схемы нет ни одной функции неисправ-
ности, поэтому пустое множество для неё является ЕПТ, откуда следует равенство
D(f) = 0.

2. Функция f представима в виде (11), но не в виде (1). Выход любой схемы, реали-
зующей функцию f , не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому он является
выходом некоторого функционального элемента. Тогда при неисправности этого эле-
мента схема реализует тождественный нуль, которую надо отличить от функции f
хотя бы на одном наборе, откуда следует, что D(f) > 1.

Докажем неравенство D(f) 6 1. Имеем f = xσ1i1 & . . .&xσkik , где 1 6 k 6 n; i1, . . . , ik —
попарно различные индексы и σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}. Реализуем функцию f схемой S в ба-
зисе B0 в соответствии с последним равенством. В этой схеме содержатся k − 1 двух-
входовых конъюнкторов и столько инверторов, сколько чисел из σ1, . . . , σk равны 0.
Каждый множитель вида xij реализуем с использованием одного инвертора. Затем все
построенные инверторы и все входы xij соединим цепочкой из конъюнкторов. Очевид-
но, что полученная схема реализует функцию f , а единственной её функцией неис-
правности является тождественный нуль. Отсюда следует, что схема S неизбыточна
и множество, состоящее из любого одного набора, на котором функция f принимает
значение 1, является для этой схемы ЕПТ длины 1. Поэтому D(f) 6 1.

В итоге получаем равенство D(f) = 1. Случай 2 разобран.
3. Функция f представима в виде (12). Докажем сначала неравенство D(f) 6 2.

Без ограничения общности можно считать, что i1 = 1, . . . , ik = k, т. е. f(x̃n) =
= (. . . ((︸ ︷︷ ︸

k−1

xσ11 &xσ22 )δ1&xσ33 )δ2& . . .&xσkk )δk−1 . Реализуем функцию f схемой S в базисе B0

в соответствии с последним равенством. В этой схеме содержатся k − 1 двухвходовых
конъюнкторов и столько инверторов, сколько чисел из σ1, . . . , σk, δ1, . . . , δk−1 равны 0.
Для каждого i ∈ {1, . . . , k}, такого, что σi = 0, подадим входную переменную xi на
вход инвертора. Затем подадим функции xσ11 и xσ22 (каждая из которых берётся либо со
входа схемы, либо с выхода одного из инверторов) соответственно на левый и правый
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входы конъюнктора. Если δ1 = 0, то выход конъюнктора соединим со входом инверто-
ра. Далее, если k > 3, то выход последнего построенного элемента соединим с левым
входом конъюнктора, на правый вход которого подадим функцию xσ33 (взятую либо со
входа схемы, либо с выхода одного из инверторов). Если δ2 = 0, то выход конъюнктора
соединим со входом инвертора, и т. д.

Очевидно, что схема S реализует функцию f . Докажем, что она неизбыточ-
на и множество T = {π̃1, π̃2} является для неё ЕПТ, где π̃1 = (0, σ2, . . . , σk, 1̃

n−k),
π̃2 = (1, σ2, . . . , σk, 1̃

n−k). Заметим, что f(x1, σ2, . . . , σk, 1̃
n−k) = (. . . ((︸ ︷︷ ︸

k−1

xσ11 )δ1)δ2 . . . )δk−1 ,

поэтому верно соотношение (4): f(π̃1) 6= f(π̃2). Неисправность каждого инвертора в
схеме S, кроме выходного (если выходной элемент — инвертор), приводит к той же
функции неисправности схемы S, что и неисправность следующего за ним конъюнк-
тора. Поэтому достаточно рассмотреть неисправности конъюнкторов и, быть может,
выходного инвертора. Единственная цепь, связывающая вход x1 схемы S с её выходом,
проходит через каждый из этих элементов. Поэтому если какой-то из них неисправен,
то при подаче на входы схемы S вместо переменных x2, . . . , xn констант соответственно
σ2, . . . , σk, 1̃

n−k изменение значения переменной x1 с 0 на 1, т. е. переход от входного
набора π̃1 к входному набору π̃2, никак не отразится на значении, выдаваемом схе-
мой. Следовательно, получающаяся функция неисправности g схемы S удовлетворяет
условию g(π̃1) = g(π̃2). Отсюда и из (4) вытекает, что g 6≡ f , т. е. схема S неизбыточна,
и множество T является для неё ЕПТ, поэтому D(f) 6 2.

Докажем теперь, что D(f) > 2. Пусть S —произвольная неизбыточная схема, реа-
лизующая функцию f вида (12); T —произвольный ЕПТ для этой схемы. Надо дока-
зать, что |T | > 2. Рассмотрим два подслучая:

3.1. В схеме S найдётся хотя бы один инвертор I, вход которого соединён с выхо-
дом некоторого функционального элемента E. Пусть на выходе элемента E в схеме S
реализуется булева функция ϕ, тогда на выходе элемента I реализуется функция ϕ.
Чтобы обнаружить неисправность элемента E (I), в тесте T должен содержаться на-
бор σ̃1 (σ̃2), для которого ϕ(σ̃1) = 1 (соответственно ϕ(σ̃2) = 1). Из двух последних
равенств следует, что σ̃1 6= σ̃2, поэтому |T | > 2, что и требовалось доказать.

3.2. Вход любого инвертора схемы S соединён с одним из входов схемы. Рассуж-
дая аналогично первому абзацу из доказательства леммы 2 и учитывая соотношение
f 6≡ 0, получаем, что функция f представима в одном из видов (1), (11). Однако это
невозможно, так как она представима в виде (12). Противоречие.

В итоге для любой функции f вида (12) получаем равенство D(f) = 2. Случай 3
разобран.

4. Функция f отлична от булевых констант и непредставима в видах (1), (11) и (12).
Докажем сначала неравенство D(f) 6 3. Идеи доказательства сходны с идеями, ис-
пользованными при получении аналогичного неравенства в случае 4 из доказательства
теоремы 1. Представим функцию f полиномомЖегалкина (5), где c ∈ {0, 1}, аK1 — са-
мая короткая конъюнкция в этом полиноме. Пусть Ki = xj1(i)& . . .&xjti (i), i = 1, . . . ,m.
Без ограничения общности K1 = x1& . . .&xk. Отметим, что k < n, так как в противном
случае функция f равна x1& . . .&xn ⊕ c = (x1& . . .&xn)c, т. е. имеет вид (11) или (12).
По аналогичной причине m > 2.

Так как K1 — самая короткая конъюнкция в полиноме Жегалкина для функции f ,
в каждую конъюнкцию Ki, i = 2, . . . ,m, входит хотя бы одна переменная, отличная от
переменных x1, . . . , xk. Без ограничения общности это переменная xj1(i).
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Заменим в представлении (5) все операции ⊕ на операции ⊕′. Эта замена приведёт
к прибавлению к правой части представления (5) некоторого числа единиц (по одному
на каждую операцию ⊕). Сложив все эти единицы, а также константу c по модулю 2,
получим некоторую булеву константу c′, такую, что

f = K1 ⊕′ . . .⊕′ Km ⊕ c′. (13)

Пусть S⊕′ — схема в базисе B0 с двумя входами и одним выходом (рис. 3). Нетрудно
проверить, что на выходе схемы реализуется функция x⊕′ y, её всевозможными функ-
циями неисправности являются функции 0, 1, xy, x y (и, следовательно, схема S⊕′ неиз-
быточна), а в качестве ЕПТ для неё можно взять множество T⊕′ = {(0, 0), (1, 0), (1, 1)}
(действительно, единственной булевой функцией от двух переменных, которую нельзя
отличить от функции x⊕′ y на наборах из множества T⊕′ , кроме неё самой, является
функция x ∨ y, но она не входит в число функций неисправности схемы S⊕′).

&

&

&

x y

Рис. 3. Схема S⊕′

Реализуем функцию f(x̃n) схемой S в базисе B0 в соответствии с представлени-
ем (13) (рис. 4). Каждую конъюнкцию Ki, i = 1, . . . ,m, реализуем цепочкой Zi из
конъюнкторов, причём если i > 2 и ранг конъюнкции Ki не менее 2, то на левый вход
верхнего элемента цепочки подадим переменную xj1(i), а если ранг конъюнкции Ki ра-
вен 1, то в цепочке Zi не содержится элементов, а её выход совпадает со входом xj1(i)

схемы S. Затем выходы всех построенных цепочек Z1, . . . , Zm соединим со входами
цепочки Z⊕′ , состоящей из блоков S⊕′ и (в случае c′ = 1) инвертора, вход которого
соединён с выходом нижнего из этих блоков, причём левый верхний вход этой цепоч-
ки соединим с выходом цепочки Z1. Выход нижнего элемента цепочки Z⊕′ объявим
выходом схемы S.

Легко видеть, что схема S реализует функцию f(x̃n). Докажем, что она неизбыточ-
на и множество T = {σ̃1, σ̃2, σ̃3} является для неё ЕПТ, где σ̃1 = (0̃n), σ̃2 = (1̃k, 0̃n−k),
σ̃3 = (1̃n). В случае исправности всех элементов схемы S на наборе σ̃3 на выходах всех
конъюнкторов, содержащихся в цепочках Z1, . . . , Zm, будут единицы. Если неисправен
некоторый конъюнктор в цепочке Zi, i ∈ {1, . . . ,m}, то на наборе σ̃3 на выходе этого
конъюнктора и всех следующих за ним конъюнкторов в указанной цепочке, а значит, и
на выходе цепочки Zi, будут нули, а на выходах всех остальных конъюнкторов из этих
цепочек по-прежнему будут единицы. Поскольку выход цепочки Zi соединяется ровно
с одним входом цепочки Z⊕′ , реализующей линейную функцию, значение на выходе
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Рис. 4. Схема S

данной цепочки, т. е. на выходе всей схемы S, изменится, поэтому рассматриваемая
неисправность будет обнаружена на наборе σ̃3.

Далее, в случае исправности всех элементов схемы S на наборах σ̃1, σ̃2, σ̃3 на выходе
цепочки Z1 возникают значения соответственно 0, 1, 1, а на выходе каждой из цепочек
Z2, . . . , Zm — соответственно 0, 0, 1 (здесь используется то свойство, что каждая из пе-
ременных xj1(2), . . . , xj1(m) отлична от переменных x1, . . . , xk). В таком случае на входы
верхнего блока S⊕′ цепочки Z⊕′ подаются наборы (0, 0), (1, 0), (1, 1), а на его выходе
реализуются значения 0 ⊕′ 0, 1 ⊕′ 0, 1 ⊕′ 1, т. е. 1, 0, 1. Тогда на входы второго сверху
блока S⊕′ цепочки Z⊕′ (если он существует) подаются наборы (1, 0), (0, 0), (1, 1), а на
его выходе реализуются значения 1⊕′0, 0⊕′0, 1⊕′1, т. е. 0, 1, 1. Далее, на входы третьего
сверху блока S⊕′ цепочки Z⊕′ (если он существует) подаются наборы (0, 0), (1, 0), (1, 1),
а на его выходе реализуются значения 0⊕′ 0, 1⊕′ 0, 1⊕′ 1, т. е. 1, 0, 1, и т. д. Таким обра-
зом, на входах каждого блока S⊕′ цепочки Z⊕′ при подаче на входы схемы S наборов
σ̃1, σ̃2, σ̃3 возникают все наборы из множества T⊕′ . Так как это множество является
ЕПТ для неизбыточной схемы S⊕′ , то при неисправности любого элемента в любом
блоке S⊕′ цепочки Z⊕′ хотя бы на одном из наборов σ̃1, σ̃2, σ̃3 значение на выходе этого
блока изменится. Поскольку выход блока либо совпадает с выходом схемы S, либо со-
единяется ровно с одним входом некоторой нижней части цепочки Z⊕′ , реализующей
линейную функцию, значение на выходе схемы S изменится, поэтому рассматриваемая
неисправность будет обнаружена на одном из наборов σ̃1, σ̃2, σ̃3.

Наконец, если неисправен выходной инвертор цепочки Z⊕′ (в случае c′ = 1), то
функция неисправности схемы S равна тождественному нулю, которую можно отли-
чить от функции f на одном из наборов σ̃1, σ̃2 (поскольку f(σ̃1) = c, f(σ̃2) = c— это
следует из представления (5)).

В итоге получаем, что любую функцию неисправности схемы S можно отличить
от функции f(x̃n) хотя бы на одном наборе из множества T . Это означает, что схема S
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неизбыточна и множество T является для неё ЕПТ. Его длина равна 3, откуда следует
неравенство D(f) 6 3.

Докажем теперь, что D(f) > 3. Пусть S —произвольная неизбыточная схема, ре-
ализующая функцию f , отличную от констант и непредставимую в видах (1), (11)
и (12); T —произвольный ЕПТ для этой схемы. Надо доказать, что |T | > 3.

Пусть E —произвольный конъюнктор, содержащийся в схеме S. Через A1(E) будем
обозначать множество всех таких конъюнкторов схемы S, каждый из которых явля-
ется верхним элементом хотя бы одной цепочки из конъюнкторов, у которой нижний
элемент —E. Очевидно, что E ∈ A1(E). Через A2(E) обозначим множество всех таких
элементов схемы S, не принадлежащих множеству A1(E), выход каждого из кото-
рых соединён хотя бы с одним входом хотя бы одного элемента из множества A1(E).
Легко видеть, что все элементы в множестве A2(E) (если такие есть) — инверторы.
Через A3(E) обозначим множество всех таких элементов схемы S, выход каждого из
которых соединён со входом хотя бы одного инвертора из множества A2(E). Рассмот-
рим два подслучая:

4.1. В схеме S найдётся разделяющий конъюнктор E, для которого |A3(E)| > 2.
Среди всех элементов из множества A3(E) выберем произвольный «нижний» эле-
мент E1, ниже которого в схеме S не существует элемента из этого множества, и любой
другой элемент E2. Пусть I1 (I2) — произвольный инвертор из множества A2(E), вход
которого соединён с выходом элемента E1 (соответственно E2); E ′1 (E ′2) — произволь-
ный конъюнктор из множества A1(E), хотя бы один вход которого соединён с выходом
элемента I1 (соответственно I2; элементы E ′1 и E ′2 могут совпадать). Пусть в случае
исправности всех элементов схемы S на выходе элемента E1 (E2) реализуется булева
функция ϕ1 (соответственно ϕ2). Тогда на выходе элемента I1 (I2) реализуется функ-
ция ϕ1 (соответственно ϕ2), на выходе элемента E ′1 (E ′2) —функция, меньшая либо рав-
ная ϕ1 (соответственно ϕ2), а на выходе элемента E —функция, меньшая либо равная
как ϕ1, так и ϕ2, т. е. функция вида ϕ1&ϕ2&ϕ3, где ϕ3 —некоторая булева функция.

По лемме 1 схема S ′, получающаяся из схемы S удалением всех элементов, распо-
ложенных в ней не выше элемента E, кроме него самого, и переносом выхода схемы
на выход элемента E, неизбыточна и T —ЕПТ для схемы S ′. На выходе элемента E,
т. е. на выходе схемы S ′, как показано ранее, реализуется функция f ′ = ϕ1&ϕ2&ϕ3.
При неисправности элемента E на выходе схемы S ′ возникнет функция неисправности
g1 ≡ 0. При неисправности элемента E1 в силу его выбора на выходе элемента E2 в схе-
ме S (а значит, и в схеме S ′) по-прежнему будет реализована функция ϕ2, а на выходе
элемента I2 —функция ϕ2. Тогда на выходе элемента E ′2 и, как следствие, элемента E
будет реализована функция, меньшая либо равная ϕ2. Поэтому получающаяся функ-
ция неисправности g2 схемы S ′ представима в виде ϕ2&ϕ′3, где ϕ′3 —некоторая булева
функция.

Так как схема S ′ неизбыточна, то каждая из функций g1, g2 отлична от функции f ′.
Чтобы отличить функцию f ′ от функции g1, в множестве T должен содержаться хотя
бы один набор σ̃1, для которого f ′(σ̃1) = 1, т. е. ϕ1(σ̃1) = ϕ2(σ̃1) = 0, ϕ3(σ̃1) = 1. Чтобы
отличить функцию f ′ от функции g2, в множестве T должен содержаться хотя бы один
набор σ̃2, для которого ϕ2(σ̃2) = 0 (это следует из выражений для функций f ′, g2) и
ϕ1(σ̃2) = 1 (чтобы можно было обнаружить появление на выходе элемента E1 вместо
функции ϕ1 константы 0). Из равенств ϕ1(σ̃1) = 0, ϕ1(σ̃2) = 1 следует, что σ̃1 6= σ̃2, а
из равенств ϕ2(σ̃1) = ϕ2(σ̃2) = 0 —что неисправность элемента E2, на выходе которого
в случае исправности всех элементов схемы S ′ реализуется функция ϕ2, нельзя обна-
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ружить на наборах σ̃1, σ̃2. Поэтому в тесте T должен содержаться ещё какой-то набор,
отличный от указанных двух. Таким образом, |T | > 3, что и требовалось доказать.

4.2. Для любого разделяющего конъюнктора E в схеме S выполняется неравен-
ство |A3(E)| 6 1. Так как функция f непредставима в видах (1), (11), то в схеме S
содержится хотя бы один конъюнктор. «Нижний» конъюнктор схемы S, очевидно, яв-
ляется разделяющим (ниже него в схеме S может располагаться только цепочка из
инверторов). Обозначим этот конъюнктор через E1. Если |A3(E1)| = 0, то вход каж-
дого инвертора, расположенного в схеме S выше элемента E1, соединён с одним из
входов этой схемы. Тогда, рассуждая аналогично первому абзацу из доказательства
леммы 2, получаем, что на выходе элемента E1 и, как следствие, на выходе схемы S
реализуется функция одного из видов (1), (11), (12) или булева константа, что невоз-
можно. Поэтому |A3(E1)| = 1. Пусть E ′2 — единственный элемент из множества A3(E1);
I1 —произвольный инвертор из множества A2(E1), вход которого соединён с выходом
элемента E ′2. Входы всех остальных инверторов из множества A2(E1) соединены либо
с выходом элемента E ′2, либо со входами схемы. Входы всех «верхних» конъюнкторов
из множества A1(E1), очевидно, соединены либо с выходами инверторов из множе-
ства A2(E1), либо со входами схемы.

Пусть в случае исправности всех элементов схемы S на выходе элемента E ′2 реа-
лизуется булева функция ϕ1. Тогда на выходе элемента I1 реализуется функция ϕ1.
Заметим, что E ′2 /∈ A1(E1)∪A2(E1), так как в противном случае на выходе элемента E1

реализовывалась бы функция ϕ1&ϕ1& . . . ≡ 0, что невозможно. В таком случае легко
видеть, что функция f , реализуемая на выходе всей схемы, имеет вид (ϕ1&K1)δ1 , где
δ1 ∈ {0, 1}, а K1 —либо тождественная единица, либо выражение вида xσ1i1 & . . .&xσkik ,
в котором k > 1; i1, . . . , ik —попарно различные индексы из множества {1, . . . , n} и
σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}).

Справедливо тождество ϕ1&K1 = h1&K1, где h1 — булева функция, получающая-
ся подстановкой в функцию ϕ1 вместо тех переменных, которые входят в конъюнк-
цию K1, булевых констант, обращающих эту конъюнкцию в единицу (доказательство
аналогично доказательству тождества (10); в случае K1 ≡ 1 полагаем, что таких пере-
менных нет). Тогда f = (h1&K1)δ1 . Функция ϕ1 не может иметь вид (1), (11), (12) или
равняться константе, так как в противном случае такой же вид имела бы функция
h1&K1, а значит, и функция f = (h1&K1)δ1 , что невозможно.

Легко видеть, что элемент E ′2 в схеме S является разделяющим. Действительно,
любая цепочка, соединяющая любой элемент, расположенный в схеме S выше элемен-
та E ′2, с выходным элементом, обязана проходить через E ′2, так как у всех остальных
элементов из множества A1(E1)∪A2(E1)∪A3(E1) все входы уже «заняты» либо выхо-
дами элементов из этого же множества, либо входами схемы (рис. 5).

Далее, если элемент E ′2 —конъюнктор, то положим E2 = E ′2; если E ′2 —инвертор,
то пусть E2 —«нижний» конъюнктор, расположенный в схеме S выше элемента E ′2
(если такого конъюнктора нет, то выше элемента E ′2 располагается цепочка из инвер-
торов, поэтому функция ϕ1, реализуемая на выходе элемента E ′2, имеет вид xσi , где
i ∈ {1, . . . , n}, σ ∈ {0, 1}, т. е. вид (1) или (11), что невозможно); во втором случае
очевидно, что от элемента E2 к элементу E ′2 ведёт цепочка из инверторов. В любом
случае получаем, что на выходе конъюнктора E2 реализуется булева функция ϕδ21 , где
δ2 ∈ {0, 1}.

Из того, что элемент E ′2 разделяющий, а между элементами E2 и E ′2 в схеме S
может располагаться только цепочка из инверторов, вход каждого из которых уже
«занят» выходом предыдущего элемента в этой цепочке или выходом элемента E2, лег-
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Рис. 5. Нижняя часть схемы S

ко следует, что E2 —разделяющий конъюнктор. По предположению случая 4.2 имеем
|A3(E2)| 6 1. Далее отдельно разбираем случаи |A3(E2)| = 0 и |A3(E2)| = 1 по анало-
гии с разбором случаев |A3(E1)| = 0 и |A3(E1)| = 1 (с использованием того факта, что
функция ϕδ21 отлична от констант и непредставима в видах (1), (11), (12)). Получаем,
что в схеме S выше элемента E2 должен существовать некоторый разделяющий конъ-
юнктор E3, на выходе которого реализуется функция, отличная от булевых констант
и непредставимая в видах (1), (11), (12), и т. д. Поскольку число элементов в схеме S
конечно, придём к противоречию. Поэтому случай 4.2 невозможен.

В итоге для любой булевой функции f , отличной от констант и непредставимой в
видах (1), (11), (12), получаем равенство D(f) = 3.

Используя теоремы 1, 2, следствия 1, 2 и принцип двойственности (см., напри-
мер, [19, с. 24]), а именно рассматривая схемы, получающиеся заменой всех элемен-
тов в схемах из доказательства теорем 1, 2 на двойственные, нетрудно получить
двойственные им результаты для базиса B∗0 , являющегося произвольным функцио-
нально полным подмножеством множества B̂∗0 = {x1, x1 ∨ . . . ∨ xm : m > 2} (на-
пример, для базиса {x1, x1 ∨ x2}). В частности, при n > 2 справедливы равенства
D
B∗0 ; 0
s,detect(n) = D

B∗0 ; 1
s,detect(n) = 3.
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