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In many decision-making problems, related to design, planning, management etc.,
the logical constraints are used. These constraints are often described in the terms
of mathematical logic and lead to the satisfiability problem (SAT) and its generaliza-
tions. Most known problems are the maximum satisfiability problem (MAX SAT) and
the partial maximum satisfiability problem. The latter problem includes two types of
constraints that are used: the “hard” constraints (that should be satisfied anyway)
and the “soft” constraints (that can be violated under certain conditions). In this
paper, we analyze the partial maximum satisfiability problem as discrete optimiza-
tion problem based on integer linear programming models and L-partition approach.
In previous papers, estimates of the cardinality of L-complexes of polyhedrons of the
SAT and the MAX SAT problems were obtained. In this paper, we prove a new
property of the polyhedron of the partial MAX SAT problem, namely a relation of
cardinality of the L-complexes of the indicated problem and the corresponding SAT
problem is obtained. Using this result, it is possible to obtain theoretical estimates of
the cardinality of the L-complex of the polyhedron of the partial MAX SAT problem
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on the basis of similar estimates for the SAT and the MAX SAT problems. In par-
ticular, it is established that if hard constraints form an instance of 2-SAT problem,
then the cardinality of any L-complex of the partial MAX SAT problem does not
exceed n − 1. In addition, we can construct families of logical formulas for which
the cardinality of L-complex of the polyhedron of partial MAX SAT problem grows
exponentially with increasing number of variables in the formulas.

Keywords: logical constraints, partial maximum satisfiability problem, integer pro-
gramming, L-partition.

Введение
Учёт логических ограничений необходим во многих задачах дискретной оптими-

зации и криптографических приложениях [1 – 5]. Данные ограничения могут описы-
ваться с помощью логических формул и приводить к задаче выполнимости, одной
из центральных в теории сложности, а также к её известным обобщениям— зада-
че максимальной выполнимости или смешанной задаче максимальной выполнимости.
Практическая значимость задач с логическими ограничениями и соответствующих им
задач выполнимости стимулирует разработку различных методов для их анализа и
решения [6 – 11]. Одним из известных подходов является использование моделей цело-
численного линейного программирования (ЦЛП) и L-разбиения [12]. В рамках этого
подхода исследованы некоторые структурные свойства многогранников рассматрива-
емых задач и предложены семейства труднорешаемых задач для определённых клас-
сов алгоритмов [13 – 15]. В работе продолжены исследования в данном направлении.
Получено новое свойство, которое отражает зависимость структуры многогранника
указанной смешанной задачи со структурой многогранника соответствующей задачи
выполнимости. Полученное свойство позволяет создавать и анализировать алгоритмы
решения смешанной задачи, основанные на методе перебора L-классов, в частности
оценивать их трудоёмкость.

Рассмотрим постановку задачи выполнимости (SAT). Пусть x1, . . . , xn —перемен-
ные, принимающие значение истина или ложь. Под литералом понимается либо пере-
менная xj, j = 1, . . . , n, либо её отрицание. Пусть логическая формула F представляет
собой конъюнкцию формул (скобок) Dk, k = 1, . . . , l, каждая из которых является
дизъюнкцией литералов. Требуется определить, выполнима ли формула F , т. е. су-
ществует ли такой набор значений переменных, при котором F принимает значение
истина.

Важным обобщением задачи SAT является задача максимальной выполнимости
(MAX SAT). Пусть логическая формула F представляет собой конъюнкцию формул
(скобок) Ci, i = 1, . . . ,m, и каждой скобке Ci соответствует неотрицательный вес ci.
Задача MAX SAT состоит в отыскании набора значений логических переменных, при
котором суммарный вес выполненных скобок будет наибольшим. Особенностью сме-
шанной задачи является наличие так называемых «жёстких» и «мягких» логических
ограничений. «Жёсткие» ограничения обязательны для выполнения и формируют
некоторую задачу SAT. Выполнимость или невыполнимость «мягких» ограничений
влияет на значение целевой функции и приводит к некоторой задаче MAX SAT. Такие
постановки, в которых логические ограничения обоих типов присутствуют одновре-
менно, представляют большой теоретический и практический интерес.
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1. Модели ЦЛП для задач с логическими ограничениями
Перейдем к рассмотрению моделей ЦЛП рассматриваемых задач. Приведём снача-

ла модель для задачи выполнимости. Введём булевы переменные y1, . . . , yn, такие, что
yj соответствует переменной xj, а (1 − yj) — её отрицанию, т. е. yj = 1 тогда и только
тогда, когда переменная xj принимает значение истина, j = 1, . . . , n. Нетрудно пока-
зать, что условие выполнимости логической формулы F эквивалентно существованию
решения следующей системы:∑

j∈D+
k

yj −
∑
j∈D−k

yj > 1− |D−k |, i = 1, . . . , l; (1)

0 6 yj 6 1, j = 1, . . . , n, (2)
yj ∈ Z, j = 1, . . . , n.

Здесь D−k и D+
k —множества индексов переменных, входящих в скобку Dk с отрица-

нием и без него соответственно; |D−k |—мощность множества D−k .
Для формулировки задачи SAT в терминах ЦЛП необходимо ввести целевую функ-

цию. В качестве такой функции может быть выбрана, например, f(y) = y1 → max или

f(y) =
n∑
j=1

yj → max, где y = (y1, . . . , yn).

Определим множества C−i и C+
i аналогично множествам D−k и D+

k . Тогда модель
ЦЛП для задачи MAX SAT будет выглядеть следующим образом:

m∑
i=1

cizi → max;∑
j∈C−i

yj −
∑
j∈C+

i

yj + zi 6 |C−i |, i = 1, . . . ,m; (3)

0 6 yj 6 1, j = 1, . . . , n; (4)
0 6 zi 6 1, i = 1, . . . ,m; (5)

yj, zi ∈ Z, j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m.

Здесь каждой скобке Ci поставлена в соответствие переменная zi, причём в любом
допустимом целочисленном решении zi = 1 только в том случае, когда Ci выполне-
на. Таким образом, оптимальное значение целевой функции равно наибольшему сум-
марному весу выполненных скобок. Заметим, что если в последнюю модель добавить
ограничения вида (1), то получится модель ЦЛП для смешанной задачи с «жёстки-
ми» ограничениями (1) и «мягкими» ограничениями (3). В результате модель ЦЛП
для смешанной задачи MAX SAT будет иметь следующий вид:

m∑
i=1

cizi → max; (6)∑
j∈C−i

yj −
∑
j∈C+

i

yj + zi 6 |C−i |, i = 1, . . . ,m; (7)∑
j∈D−k

yj −
∑
j∈D+

k

yj 6 |D−k | − 1, k = 1, . . . , l; (8)

0 6 yj 6 1, j = 1, . . . , n; (9)
0 6 zi 6 1, i = 1, . . . ,m; (10)

yj, zi ∈ Z, j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. (11)

Далее в п. 3 проводится анализ структуры многогранника смешанной задачи MAX
SAT на основе модели ЦЛП (6)–(11).
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2. О методе регулярных разбиений
Для исследования структуры задач целочисленного программирования, постро-

ения и анализа алгоритмов их решения был предложен метод регулярных разбие-
ний [12], получивший развитие в большом количестве работ А.А. Колоколова и его
учеников. Идея данного подхода заключается в выделении семейства специальных
разбиений релаксационного множества задачи.

Приведём необходимые определения и обозначения. В первую очередь нам потре-
буется понятие лексикографического порядка. Для этого рассмотрим функцию

η(x, y) = min{i : xi 6= yi, i = 1, . . . , n}, x, y ∈ Rn, x 6= y.

Вектор x лексикографически больше (меньше) вектора y, т. е. x � y (x ≺ y), если x 6= y
и xw > yw (xw < yw) для w = η(x, y). Отношение � представляет собой отношение
строгого линейного порядка. Запись x � y означает, что либо x � y, либо x = y.
Аналогично понимается x � y.

Для множеств X, Y ⊂ Rn полагаем: X � Y (X ≺ Y ), если x � y (x ≺ y) для любых
x ∈ X и y ∈ Y .

Пусть x, y ∈ Rn и x � y. Будем говорить, что точки x и y отделимы, если найдётся
точка z ∈ Zn, для которой выполняется x � z � y. Точку z назовём отделяющей.

Далее рассмотрим L-разбиение, которое является наиболее изученным среди раз-
биений. Точки x, y ∈ Rn (x � y) называются L-эквивалентными, если не существует
отделяющей их точки z ∈ Zn. Это отношение эквивалентности порождает разбиение
любого множестваX ⊂ Rn на непересекающиеся L-классы. Фактор-множествоX/L на-
зывается L-разбиением множества X. Отметим основные свойства L-разбиения, при-
меняемые при разработке и исследовании алгоритмов целочисленного программиро-
вания:

1) каждая точка z ∈ Zn образует отдельный L-класс, остальные классы состоят
из нецелочисленных точек и называются дробными;

2) если X — ограниченное множество, то фактор-множество X/L конечно;
3) любой дробный L-класс V ∈ X/L можно представить в виде

V = X ∩ {x : x1 = a1, . . . , xr−1 = ar−1, ar < xr < ar + 1},

где ai ∈ Z (i = 1, . . . , r), 1 6 r 6 n.
Рангом L-класса V ⊂ Rn называется величина

r(V ) =

{
min{i : xi 6= [xi], i = 1, . . . , n, x ∈ V }, если V — дробный,
n+ 1 в противном случае.

Подмножество K дробных L-классов из X/L называется L-комплексом, если для лю-
бых V, V ′ ∈ K, V � V ′, не существует точки z ∈ X ∩ Zn, отделяющей V и V ′, т. е.
V � z � V ′. Говорят, что множество X имеет альтернирующую L-структуру, если
мощность любого её L-комплекса не превосходит 1, а лексикографически максималь-
ный и минимальный L-классы являются целочисленными.

Далее рассмотрим лексикографическую задачу ЦЛП следующего вида: найти лек-
сикографически максимальную точку y∗ множества (M ∩ Zn), т. е.

найти y∗ = lexmax(M ∩ Zn), (12)
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гдеM —некоторый выпуклый многогранник. Важную роль в исследовании задачи (12)
и методов её решения играет множество

M∗ = {y ∈M : ∀z ∈M ∩ Zn (y � z)},

которое называется дробным накрытием задачи (12). Фактор-множество M∗/L назы-
вается L-накрытием задачи.

Выделение этой части релаксационного множества задачи связано с тем, что в
некоторых методах ЦЛП (отсечения, перебора L-классов) происходит последователь-
ное исключение точек из M∗, т. е. эти методы можно рассматривать как определённые
способы «снятия» дробных накрытий.

С использованием метода регулярных разбиений получен ряд теоретических ре-
зультатов при исследовании задач с логическими условиями [10, 13, 14]. Проведён
анализ L-структуры многогранников (1)–(2) и (3)–(5) задач выполнимости и макси-
мальной выполнимости. Построены семейства логических формул, для которых мощ-
ности L-накрытий задач выполнимости и максимальной выполнимости растут экс-
поненциально с увеличением числа переменных. Получены оценки числа итераций
некоторых алгоритмов ЦЛП при решении задач из построенных семейств. Новизна
результатов исследований, представленных в данной работе, состоит в применении
указанного подхода к смешанной задаче максимальной выполнимости и получении
свойств L-структуры соответствующего многогранника (7)–(10).

3. Анализ L-структуры многогранника смешанной задачи
максимальной выполнимости

Рассмотрим модель ЦЛП смешанной задачи максимальной выполнимости (6)–(11).
Пусть ограничения (8) и (9) задают многогранникD задачи выполнимости в простран-
стве Rn, а релаксационный многогранник всей задачи обозначим через M . Покажем,
как связаны L-структуры многогранников M и D.

Определим два отображения ψ и ϕ следующего вида. Пусть отображение ψ : c→ P ,
c = (c1, . . . , cn) ∈ D ∩ Zn, P = {(c1, . . . , cn, pn+1, . . . , pm) ∈ M : 0 6 pi 6 1, i = n + 1,
. . . ,m} задаёт грань многогранника M . Отображение ϕ : V → V для множеств

V = {(v1, . . . , vn) : 0 < vk < 1, 0 6 vj 6 1, j = k + 1, . . . , n} ∈ D/L,
V = {(v1, . . . , vn+m) : 0 < vk < 1, 0 6 vj 6 1, j = k + 1, . . . , n+m} ∈M/L

связывает между собой L-классы многогранников D и M , k 6 n.
Далее будем говорить, что отображение f : X → Y сохраняет лексикографический

порядок, если для любых x1, x2 ∈ X выполняется x1 ≺ x2 тогда и только тогда, когда
f(x1) ≺ f(x2).

Лемма 1. Отображения ψ и ϕ взаимно-однозначны и сохраняют лексикографи-
ческий порядок.

Доказательство данного свойства очевидно. Кроме этого, для отображения ψ верно
следущее утверждение.

Лемма 2. Пусть отображение ψ : c → P , c = (c1, . . . , cn) ∈ D ∩ Zn, P = {(c1, . . . ,
cn, pn+1, . . . , pm) ∈ M : 0 6 pi 6 1, i = n + 1, . . . ,m}. Тогда множество P имеет альтер-
нирующую L-структуру.

Доказательство. Заметим, что (c1, . . . , cn, 0, . . . , 0) ∈M , а значит, множество P
не пусто. Пусть c = (c1, . . . , cn) ∈ D ∩ Z, P = ψ(c).



Исследование L-структуры многогранника задачи максимальной выполнимости 115

Очевидно, что lexmin(P ) = (c1, . . . , cn, 0, . . . , 0). Докажем, что lexmax(P ) —цело-
численная точка. Допустим, lexmax(P ) = (c1, . . . , cn, vn+1, . . . , vn+m) —нецелочислен-
ная точка. Нетрудно показать, что (c1, . . . , cn, dvn+1e, . . . , dvn+me) ∈ P и лексикографи-
чески больше (c1, . . . , cn, vn+1, . . . , vn+m). Противоречие.

Рассмотрим два различных дробных L-класса

V = {(c1, . . . , cn, vn+1, . . . , vn+m) : 0 6 vi 6 1, i = n+ 1, . . . ,m},
W = {(c1, . . . , cn, wn+1, . . . , wn+m) : 0 6 wi 6 1, i = n+ 1, . . . ,m},

принадлежащих P/L. Будем считать, что V ≺ W . Докажем, что существует целочис-
ленная точка из P , отделяющая эти два L-класса:

1) Если n < r(V ) < r(W ), то точка

(c1, . . . , cn, w1, . . . , wr(W )−1, bwr(W )c, . . . , bwn+mc)

является отделяющей.
2) Если n < r(W ) 6 r(V ), то точка

(c1, . . . , cn, v1, . . . , vr(V )−1, dvr(V )e, . . . , dvn+me)

является отделяющей.
Таким образом, в силу произвольности V и W , множество P имеет альтернирую-

щую L-структуру.

Лемма 3. Для любого целочисленного L-класса V ∈ D/L и любого дробного
L-класса W ∈ D/L, таких, что V ≺ W (V � W ), справедливо ψ(V ) ≺ ϕ(W ) (ψ(V ) �
� ϕ(W )).

Доказательство. Пусть V = {(v1, . . . , vn)} ∈ D/L, где vj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n;
W = {(w1, . . . , wn) : 0 6 wj 6 1, j = r + 1, . . . , n, 0 < wr < 1} ∈ D/L, где wj ∈ {0, 1},
j = 1, . . . , r − 1, r 6 n, и известно, что V ≺ W (V � W ). Тогда

ψ(V ) = {(v1, . . . , vn, vn+1, . . . , vn+m) ∈M : 0 6 vj 6 1, j = n+ 1, . . . , n+m},
ϕ(W ) = {(w1, . . . , wr−1, wr, . . . , wn+m) ∈M : 0 6 wj 6 1, j = r + 1, . . . , n+m, 0 < wr < 1}.

Видно, что ψ(V ) ≺ ϕ(W ) (соответственно ψ(V ) � ϕ(W )).

Леммы 1–3 использованы при анализе L-структуры многогранника смешанной за-
дачи максимальной выполнимости, результаты представлены в теоремах 1 и 2.

Теорема 1. Пусть мощность любого L-комплекса многогранника (8)–(9) не пре-
восходит величины t(n). Тогда мощность любого L-комплекса многогранника (7)–(10)
также не превосходит t(n).

Доказательство. Используем те же обозначения: D—многогранник (8)–(9),
M —многогранник (7)–(10).

Рассмотрим L-комплекс Ω = {V1, . . . , Vk} многогранника D, где V1, . . . , Vk /∈ Zn,
V1 ≺ . . . ≺ Vk, k 6 t(n). Из леммы 1 получаем ϕ(V1) ≺ . . . ≺ ϕ(Vk). Предположим, что
существует V ∈M/L, такое, что ϕ(Vi) ≺ V ≺ ϕ(Vi+1), 1 6 i 6 k − 1. Если r(V ) 6 n, то
по лемме 1 Vi ≺ ϕ−1(V ) ≺ Vi+1; если r(V ) > n, то Vi ≺ ψ−1(V ) ≺ Vi+1. Противоречие.

Пусть существует V0 ∈ D∩Zn, такое, что V0 ≺ V1 (Vk ≺ V0) и между ними нет других
L-классов. Из леммы 3 известно, что ψ(V0) ≺ ϕ(V1) (ϕ(Vk) ≺ ψ(V0)). Предположим,
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что существует V ∈ M/L, для которого ψ(V0) ≺ V ≺ ϕ(V1) (ϕ(Vk) ≺ V ≺ ψ(V0)). Если
r(V ) 6 n, то V0 ≺ ϕ−1(V ) ≺ V1 (Vk ≺ ϕ−1(V ) ≺ V0); если r(V ) > n, то V0 ≺ ψ−1(V ) ≺ V1

(Vk ≺ ψ−1(V ) ≺ V0). Противоречие. Для случая, когда L-класса V0 не существует,
справедливы аналогичные рассуждения.

Таким образом, L-комплексу Ω = {V1, . . . , Vk} многогранника D соответствует
L-комплекс Ω = {ϕ(V1), . . . , ϕ(Vk)} многогранника M той же мощности. По лемме 2
множество ϕ(V0), где V0 ∈ D∩Zn, имеет альтернирующую L-структуру, а значит, мощ-
ность любого L-комплекса из ϕ(V0) не превосходит 1. Следовательно, размер любого
L-комплекса множества M не превосходит t(n).

Используя аналогичные рассуждения, можно доказать также следующую теорему.
Теорема 2. Пусть многогранник (8)–(9) содержит L-комплекс мощности не мень-

ше t(n). Тогда многогранник (7)–(10) также содержит L-комплекс мощности не мень-
ше t(n).

Таким образом, структура многогранника D является определяющей для L-струк-
туры смешанной задачи максимальной выполнимости. В [13, 14] построены семейства
задач выполнимости, у которых мощность L-накрытия растёт экспоненциально с уве-
личением числа переменных в формуле. Это дало возможность генерировать семейства
труднорешаемых задач для определённого класса алгоритмов, основанных на непре-
рывной оптимизации (методы ветвей и границ, отсечения, перебора L-классов). На ос-
нове указанных результатов и теоремы 2 нетрудно построить такие смешанные задачи
максимальной выполнимости, мощности L-накрытий которых также будут экспонен-
циальными от числа переменных. С другой стороны, в [15] показано, что мощность
любого L-комплекса многогранника задачи 2-выполнимости с выполнимой формулой
не превосходит n−1. В некоторых прикладных задачах (например, задачах проектиро-
вания [10]) набор логических ограничений представляет собой задачу 2-выполнимости,
а значит, теорема 1 гарантирует, что многогранник указанной задачи содержит
L-комплексы, мощности которых ограничены полиномом от числа переменных в фор-
муле. Таким образом, переход от одного допустимого решения задачи к следующему
в лексикографическом порядке осуществляется достаточно быстро. В связи с этим для
смешанной задачи MAX SAT возможно построение эффективных алгоритмов, осно-
ванных на методе перебора L-классов, позволяющих применять указанный подход для
некоторых постановок прикладных задач с логическими ограничениями.
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