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Для величины l(xn) —минимального числа операций умножения, достаточного
для вычисления по переменной x степени xn — уточнена нижняя оценка. Установ-
лено, что для любого ε > 0 доля чисел k, не превосходящих n и удовлетворяющих
условию
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Let l(xn) be the minimal number of multiplications sufficient for computing xn. In the
paper, we improve the lower bound of l(xn). We establish that for all ε > 0 the fraction
of the numbers k, k 6 n, satisfying the relation
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tends to 1 as n→∞.
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1. Определения, обсуждения, формулировка основного результата
В работе исследуется возможность уточнения нижней оценки для известной (см.,

например, [1, разд. 4.6.3]) задачи о сложности возведения в степень, т. е. задачи о на-
хождении величины l(xn) —минимального числа операций умножения, достаточного
для вычисления по переменной x степени xn.

Эту задачу (а также её обобщения) обычно рассматривают в аддитивной постанов-
ке — это так называемая задача об аддитивных цепочках [2], которая формулируется
следующим образом. Аддитивной цепочкой для натурального числа n называется вся-
кая последовательность целых чисел

a0 = 1, a1, . . . , am = n,
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удовлетворяющая следующему свойству: для каждого k, 1 6 k 6 m, найдутся два
целых числа (не обязательно различных) i и j, 0 6 i 6 k− 1, 0 6 j 6 k− 1, таких, что
ak = ai+aj. Минимальная длинаm аддитивной цепочки для n называется аддитивной
сложностью числа n и обозначается l(n). Очевидно, что величины l(n) и l(xn) равны.

Различным аспектам классической задачи об эффективном вычислении степеней
(задачи о длине аддитивных цепочек) посвящено большое число публикаций (см., на-
пример, работы [1, 3 – 11], являющиеся обзорами или содержащие обзорную часть).
Кроме того, в связи с активным применением аппарата аддитивных цепочек в крип-
тографических алгоритмах и других приложениях [12 – 14] в последнее время объём
литературы по этой тематике серьёзно увеличился. В значительной части публикаций
приводятся разные эвристические алгоритмы возведения в степень (построения адди-
тивных цепочек), но принципиальных улучшений оценок величины l(xn), доказанных
в середине прошлого века, практически не получено.

В 1939 г. А. Брауэром [15] для величины l(n) при n → ∞ установлена асимптоти-
ческая формула

l(n) ∼ log n

и получена верхняя оценка

l(n) 6 log n+
log n

log log n

(
1 +

2 log log log n

log log n
+

1 + o(1)

log log n

)
. (1)

Здесь и далее log x— это log2 x, а запись f(n) ∼ g(n) означает, что при n → ∞ отно-
шение f(n)/g(n) стремится к 1.

В 1960 г. П. Эрдёш [16] показал, что для любого ε > 0 найдётся такая константа c,
1 < c < 2, что доля чисел n, не превосходящих N и удовлетворяющих условию

l(n) > logN + (1− ε) logN

log logN
,

а, следовательно, и условию

l(n) > log n+ (1− ε) log n

log log n
, (2)

при всех достаточно больших значениях n не меньше величины 1 − (c/2)logn и, как
следствие, стремится к 1 при n→∞ (похожий, но более слабый результат установлен
в [17]).

Cтоит отметить разную природу слагаемых в правой части неравенства (2) — сла-
гаемое log n связано с величиной числа n и должно присутствовать для любого значе-
ния n, а «мощностное» (отношение логарифма количества чисел, не превосходящих n,
к повторному логарифму) слагаемое зависит от «строения» числа n и присутствует
для «почти всех» n. Однако несмотря на то, что для почти всех значений n величина
l(n) − log n достаточно велика, предъявить явным образом бесконечную последова-
тельность таких значений не удаётся. Конструктивных нижних оценок, качественно
сильнее неравенства

l(n) > log n+ log s(n)− 2,13

(здесь s(n) —число единиц в двоичной записи числа n), установленного в 1975 г.
А. Шенхаге [18], до сих пор, по-видимому, не получено.
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Такая ситуация (принципиальная разница между типичным значением сложности
и известными нижними оценками сложности для конкретных представителей) харак-
терна для схемных вычислений [19, 20].

Сравним результаты о типичных значениях сложности вычисления степеней с ана-
логичными результатами в хорошо изученной задаче о сложности реализации булевых
функций схемами из функциональных элементов (логическими схемами, булевыми
схемами).

О.Б. Лупановым найдена (см., например, [21], где можно найти все необходимые
определения) асимптотика роста функции Шеннона LB(n), характеризующей слож-
ность (минимальное число элементов) реализации схемами в произвольном полном
конечном базисе B самой сложнореализуемой функции от n переменных. Из этого ре-
зультата для произвольного полного базиса B1, состоящего из функций, зависящих не
более чем от двух переменных, можно извлечь следующие оценки:

LB1(n) 6
H1(n)

logH1(n)

(
1 + (3 + o(1))

log logH1(n)

logH1(n)

)
,

LB1(n) >
H1(n)

logH1(n)

(
1 + (1 + o(1))

log logH1(n)

logH1(n)

)
, (3)

где H1(n) —двоичный логарифм числа объектов из реализуемого класса (множества
булевых функций от n переменных), т. е. H1(n) = 2n. Отметим, что нижняя оценка
величины LB(n) выводится стандартным мощностным методом, восходящим приме-
нительно к рассматриваемой тематике, по-видимому, к работе [22], и справедлива для
«почти всех» функций от n переменных, в то время как все известные нижние оценки
для эффективно задаваемых функций не более чем линейны.

С.А. Ложкиным в работе [23] дано краткое схематичное описание метода, позво-
ляющего следующим образом усилить верхнюю оценку:

LB1(n) 6
H1(n)

logH1(n)

(
1 + (1 + κB1 + o(1))

log logH1(n)

logH1(n)

)
,

где κB = 1 в случае, когда базис B симметричный [3], и κB = 0 в остальных случаях.
В [24] анонсировано получение такой верхней оценки, которая вместе с мощностной

нижней оценкой (1) даёт равенство

LB1(n) =
H1(n)

logH1(n)

(
1 + (1 + o(1))

log logH1(n)

logH1(n)

)
. (4)

Таким образом, если следовать [24], то для функции Шеннона сложности реализа-
ции функций алгебры логики схемами над произвольным полным конечным базисом
мощностная нижняя оценка, записанная в виде (3), принципиально неулучшаема.

Однако для ещё одной модели схемных вычислений— сборки слов схемами конка-
тенации [25] — выявлена возможность усиления аналога мощностной нижней оценки
из соотношения (4).

Cхемы конкатенации можно рассматривать как схемы, имеющие два входа, на кото-
рые подаются символы 0 и 1, а каждому элементу схемы соответствует операция конка-
тенации. Под величиной Lc(S) понимается общее число элементов схемы S, сложность
двоичного слова α̃ определяется равенством Lc(α̃) = minLc(S), где минимум берёт-
ся по всем схемам конкатенации, реализующим слово α̃, а соответствующая функция
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Шеннона — равенством Lc(n) = maxLc(α̃), где максимум берётся по всем двоичным
словам α̃ длины n.

При аккуратном применении известных методов можно получить следующие верх-
нюю и нижнюю оценки:

Lc(n) 6
H2(n)

logH2(n)

(
1 + (2 + o(1))

log logH2(n)

logH2(n)

)
,

Lc(n) >
H2(n)

logH2(n)

(
1 + (1 + o(1))

log logH2(n)

logH2(n)

)
, (5)

где H2(n) —двоичный логарифм числа объектов из реализуемого класса (слов дли-
ны n), т. е. H2(n) = n.

Мощностная нижняя оценка (5) имеет такой же вид, что и нижняя оценка (3).
Однако в отличие от случая реализации булевых функций, для задачи о сложно-
сти сборки слов схемами конкатенации нижняя оценка может быть усилена [25]: при
n→∞ справедливо равенство

Lc(n) =
H2(n)

logH2(n)

(
1 + (2 + o(1))

log logH2(n)

logH2(n)

)
. (6)

Возвращаясь к исходной задаче об аддитивных цепочках, заметим, что из резуль-
татов Брауэра (неравенство (1)) и Эрдёша для соответствующей функции Шенно-
на La(n) аддитивной сложности множества натуральных чисел, не превосходящих n,
определяемой равенством

La(n) = max
k:k6n

l(k),

непосредственно следуют оценки

La(n) 6 H3(n) +
H3(n)

logH3(n)

(
1 + (2 + o(1))

log logH3(n)

logH3(n)

)
,

La(n) > H3(n) + (1− o(1))
H3(n)

logH3(n)
, (7)

где H3(n) —двоичный логарифм числа натуральных чисел, не превосходящих n, т. е.
H3(n) = log n.

Возникает вопрос: можно ли в нижней оценке (7) величины La(n) мощностную со-
ставляющую усилить подобно нижней оценке (6) или хотя бы подобно нижним оцен-
кам (3) и (5)? Этот вопрос оказался весьма трудным. Трудности связаны с наличием
в оценке (7) слагаемых двух типов, которое приводит к бо́льшему разнообразию схем
с заданной «мощностной» составляющей сложности. В этом направлении удалось по-
лучить следующее продвижение.

Обозначим через R(m, ε) число возрастающих аддитивных цепочек

1 = a0, a1, a2, . . . , ar, (8)

удовлетворяющих условиям

blog arc = m; (9)

r 6 m+
m

logm
− (2 + ε)

m log logm

(logm)2
. (10)
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Лемма 1. Для любого положительного значения ε при m → ∞ выполняется
соотношение

R(m, ε)

2m
→ 0.

Эта лемма является основным содержательным утверждением работы, её доказа-
тельство приводится в п. 2. Непосредственно из леммы 1 следует

Теорема 1. Пусть n→∞. Тогда

La(n) > log n+
log n

log log n

(
1− (2 + o(1))

log log log n

log log n

)
.

Следствие 1. При n→∞ выполняется соотношение∣∣∣∣La(n)−
(

log n+
log n

log log n

)∣∣∣∣ 6 (2 + o(1))
log n log log log n

(log log n)2
.

Последнее неравенство, непосредственно вытекающее из теоремы 1 и верхней оцен-
ки Брауэра, может быть переписано в удобном для сравнения с оценками функций
Шеннона сложности реализации булевых функций и двоичных наборов виде таким
образом: ∣∣∣∣La(n)−

(
H3(n) +

H3(n)

logH3(n)

)∣∣∣∣ 6 (2 + o(1))
H3(n) log logH3(n)

(logH3(n))2
. (11)

Итак, установлена нижняя оценка, имеющая для почти всех значений n точно такое
же по абсолютной величине отклонение от log n+ (log n)/(log log n), как и отклонение
в верхней оценке Брауэра из (1).

2. Доказательство основной леммы
В основе доказательства леммы 1 лежат рассуждения из [16] (см. также

[1, разд. 4.6.3]).
Положим

δ = δ(m) = 2
ε
4

log logm
logm − 1. (12)

Поскольку δ → 0 при m→∞, будем считать, что

δ <
√

2− 1. (13)

Разобьём r шагов произвольной возрастающей цепочки (8), удовлетворяющей усло-
виям (9) и (10), на три класса.

Шаг i отнесём к первому классу, если этот шаг является удвоением, т. е. ai = 2ai−1.
Шаг i отнесём ко второму классу, если

ai < 2ai−1,

ai > (1 + δ)i−jaj для всех j (0 6 j < i).

Шаг i отнесём к третьему классу, если

ai < 2ai−1,

ai < (1 + δ)i−jaj для некоторого j (0 6 j < i). (14)
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Шаги, отнесённые к первому классу, будем называть удвоениями, а к третьему—
мини-шагами. Количество шагов в классах обозначим соответственно через u1, u2 и u3.
Очевидно, что u1 + u2 + u3 = r.

Оценим сверху величину u2 + u3. Если шаг i отнесён ко второму или третьему
классу, то ai 6= 2ai−1, т. е. ai 6 ai−1 + ai−2 6 3ai−2. Используя (9) и (13), получаем

2m 6 ar < 3(u2+u3)/22u1 =
2u1+u2+u3

(4/3)(u2+u3)/2
=

2r

2(u2+u3+u4) log(2/
√

3)
.

Поэтому в силу (10)

u2 + u3 <
1

log(2/
√

3)
(r −m) 6

1

log(2/
√

3)

2m

logm
< 10

m

logm
.

Теперь оценим сверху величину u3. Для каждого мини-шага is (s = 1, . . . , u3) при со-
ответствующем js (0 6 js 6 is) в силу (14) выполняется неравенство ais < ajs(1+δ)is−js .
Пусть I1, . . . , Iu3 —полуинтервалы (j1, i1], . . . , (ju3 , iu3 ], где (j, i] —множество целых чи-
сел ρ, таких, что j < ρ 6 i. Построим систему неперекрывающихся полуинтервалов
J1 = (j′1, i

′
1], . . . , Jh = (j′h, i

′
h], такую, что

I1 ∪ . . . ∪ Iu2 = J1 ∪ . . . ∪ Jh,
ai′s < aj′s(1 + δ)2(i′s−j′s) для 1 6 s 6 h.

Пусть i1 < i2 < . . . < iu2 . Удалим все полуинтервалы It, которые можно удалить, не
сужая множество I1 ∪ . . . ∪ Iu2 . Каждую систему перекрывающихся полуинтервалов
(jc, ic], . . . , (jd, id] объединим в один полуинтервал (j′, i′] = (jc, id]. Заметим, что

ai′ < aj′(1 + δ)ic−jc+...+id−jd 6 aj′(1 + δ)2(i′−j′),

так как каждая точка полуинтервала (j′, i′] покрыта полуинтервалами (jc, ic], . . . ,
(jd, id] не более чем дважды.

Положим q = (i′1 − j′1) + . . . + (i′h − j′h). Обозначим через u′1 и u′2 число шагов,
относящихся соответственно к первому и второму классам и имеющих номера, при-
надлежащие множеству J1∪ . . .∪Jh. Отметим, что u′1 +u′2 +u3 = q. Тогда справедливы
соотношения

2m 6 ar 6 2u1−u
′
13(u2−u′2)/2(1 + δ)2q =

= 2u1−u
′
1

(√
3

2

)u2−u′2

2u2−u
′
2

(
(1+δ)2

2

)u′1+u′2+u3

2u
′
1+u′2+u3= 2r

(√
3

2

)u2−u′2 (
(1+δ)2

2

)u′1+u′2+u3

.

Отсюда и из (9) и (12) при всех достаточно больших значениях m получаем

u3 6
r −m

1− 2 log(1 + δ)
− 1− (log 3)/2

1− 2 log(1 + δ)
(u2 − u′2)− u′1 − u′2 6

6
m/logm− (2 + ε)m log logm/(logm)2

1− ε log logm/(4 logm)
−
(

1− 1

2
log 3

)
(u2 − u′2)− u′1 − u′2 <

<

(
1 +

ε

3

log logm

logm

)(
m

logm
− (2 + ε)

m log logm

(logm)2

)
−
(

1− 1

2
log 3

)
u2 − u′1 6

6
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2
−
(

1− 1

2
log 3

)
u2 − u′1.
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Таким образом, если для произвольной возрастающей цепочки (8) выполняются нера-
венства (9) и (10), то эта цепочка удовлетворяет следующей системе условий:

u3 6
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2
−
(

1− 1

2
log 3

)
u2,

u2 + u3 6 10
m

logm
,

u1 + u2 + u3 6 m+
m

logm
− (2 + ε)

m log logm

(logm)2
.

(15)

Отметим, что везде, за исключением выкладок в (36), вместо первого неравенства
из совокупности (15) достаточно использовать следующую более грубую оценку вели-
чины u3:

u3 6
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2
.

Пусть теперь заданы значения u1, u2, u3, удовлетворяющие условиям (15). Тогда
существует не более (

u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)
(16)

способов отнести каждый шаг к тому или иному классу шагов. После того как рас-
пределение шагов задано, оценим число возможностей выбора самих шагов. Отметим,
что шаги, отнесённые к первому классу, полностью определяются своими номерами.

Сначала оценим сверху число способов выбора шагов, отнесённых ко второму клас-
су. Если i-й шаг отнесён ко второму классу, то в силу (13) выполняется неравенство
ai > (1 + δ)ai−1. Пусть ai = aj + ak, где aj > ak. Тогда

δai−1 6 ak 6 aj 6 ai−1. (17)

Кроме того, в силу (13)

aj 6
ai

(1 + δ)i−j
6

2ai−1

(1 + δ)i−j
, ak 6

ai
(1 + δ)i−k

6
2ai−1

(1 + δ)i−k
. (18)

Из (17) и (18) получаем δ 6
2

(1 + δ)i−j
, δ 6

2

(1 + δ)i−k
.

Пусть для некоторого натурального β выполняется неравенство δ 6 2/(1 + δ)β.
Тогда δ(1 + βδ) 6 2. Отсюда в силу (12) получаем

β 6
2− δ
δ2

6
2

δ2
=

2(
2
ε
4

log logm
logm − 1

)2 6
32(logm)2

ε2(ln 2)2(log logm)2
.

Таким образом, имеется не более

(
β2
)u2 6 ( 8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2

(19)

возможностей для выбора шагов из второго класса.
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Оценим сверху число способов выбора шагов, отнесённых к третьему классу. После
того как определены все шаги из второго класса, имеется не более(

r2

u3

)
(20)

возможностей выбора u3 пар индексов (j1, k1), . . . , (ju3 , ku3) для шагов третьего клас-
са. В порядке возрастания номера i для каждого шага из третьего класса используем
такую пару (jh, kh) из множества {(j1, k1), . . . , (ju3 , ku3)}, для которой выполнены усло-
вия jh < i, kh < i и величина max(jh, kh) принимает наименьшее значение. Если такой
пары не существует, или после её использования цепочка перестанет быть возрастаю-
щей, или получившийся шаг не является мини-шагом, то аддитивная цепочка не будет
получена. При этом любая возрастающая аддитивная цепочка с шагами из третьего
класса на назначенных местах будет получена одним из указанных способов.

Учитывая это, получаем, что величина (20) даёт верхнюю оценку для числа вари-
антов выбора шагов, отнесённых к третьему классу. Таким образом, число возраста-
ющих аддитивных цепочек с заданным количеством u1, u2 и u3 шагов, отнесённых к
первому, второму и третьему классам соответственно, не больше произведения вели-
чин (16), (19) и (20), т. е. не превосходит величины(

u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

)
.

Поэтому

R(m, ε) 6
∑(u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

)
, (21)

где сумма берется по всем u1, u2 и u3, удовлетворяющим условиям (15).
Для завершения доказательства леммы 1 достаточно установить, что

logR(m, ε)−m→ −∞

при m → ∞. Отдельно оценим сверху каждый множитель (точнее, его логарифм)
в слагаемых из правой части неравенства (21).

Оценивая первый множитель, получаем(
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)
6

(u1 + u2 + u3)u2+u3

(u2 + u3)!
6 3u2+u3

(
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)u2+u3

. (22)

Далее рассмотрим два случая. Если выполняется неравенство

u2 + u3 6
m

logm log logm
, (23)

то в силу (15), (22) и (23) справедливы соотношения

log

(
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)
6 (u2 + u3) log 3 + (u2 + u3) log(2m) 6

6
m

log logm
+ o

(
m log logm

logm

)
.

(24)
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Если же выполняется неравенство

u2 + u3 >
m

logm log logm
, (25)

то, используя (15), (22) и (25), получаем

log

(
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)
6 (u2 + u3) log 3 + (u2 + u3) log(2 logm log logm) 6

6 (u2 + u3) log logm+ o
(
m log logm

logm

)
.

(26)

Логарифм второго множителя произвольного слагаемого из правой части неравен-
ства (21) оценить, учитывая (15), совсем просто:

log

(
u2 + u3

u2

)
6 u2 + u3 = O

(
m

logm

)
= o

(
m log logm

logm

)
. (27)

Теперь для всех достаточно больших значенийm оценим сверху логарифм третьего
множителя:

log

((
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2
)

6 4u2 log logm. (28)

И наконец, оценим логарифм четвертого множителя произвольного слагаемого из пра-
вой части неравенства (21):(

(u1 + u2 + u3)2

u3

)
6

(u1 + u2 + u3)2u3

u3!
6 3u3

(
(u1 + u2 + u3)2

u3

)u3
. (29)

Далее рассмотрим два случая. Если выполняется неравенство

u3 6
m

logm log logm
, (30)

то в силу (15), (29) и (30) справедливы соотношения

log

(
(u1 + u2 + u3)2

u3

)
6 u3 log 3 + u3 log(4m2) 6

2m

log logm
+ o

(
m log logm

logm

)
. (31)

Если же выполняется неравенство

u3 >
m

logm log logm
, (32)

то, используя (15) и (32), получаем

log

(
(u1 + u2 + u3)2

u3

)
6 u3 log 3 + u3 log(4m logm log logm) =

= u3 logm+ u3 log logm+ o
(
m log logm

logm

)
.

(33)

Для оценки величины R(m, ε) разобьём все слагаемые суммы из (21) на три группы
в зависимости от того, каким условиям, помимо (15), удовлетворяют значения u1, u2

и u3. Условием вхождения в первую группу является выполнение неравенства

u3 6
m

2 logm
;
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во вторую группу— неравенств

u3 >
m

2 logm
, u2 6

m

logm log log logm
;

в третью группу— выполнение неравенств

u3 >
m

2 logm
, u2 >

m

logm log log logm
.

Оценим сверху величины слагаемых в каждой группе.
Если слагаемое из правой части неравенства (21) отнесено к первой группе, то, при-

меняя максимальную из оценок (24) и (26), оценки (27) и (28), а также максимальную
из оценок (31) и (33), с использованием (15) и (2) имеем

log

((
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

))
6

6 max

(
m

log logm
, (u2 + u3) log logm

)
+ 4u2 log logm+

+ max

(
2m

log logm
, u3 logm+ u3 log logm

)
+ o

(
m log logm

logm

)
6

6 u3 logm+ 5u2 log logm+ 2u3 log logm+ O
(

m

log logm

)
6
m

2
+ O

(
m

log logm

)
.

(34)

Если слагаемое из правой части неравенства (21) отнесено ко второй группе, то
выполняются неравенства (25) и (32). Применяя оценки (26), (27), (28) и (33), с ис-
пользованием (15) и (2) имеем

log

((
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

))
6

6 (u2 + u3) log logm+ 4u2 log logm+ u3 logm+ u3 log logm+ o
(
m log logm

logm

)
6

6 u3 logm+ 5u2 log logm+ 2u3 log logm+ o
(
m log logm

logm

)
6

6

(
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2

)
logm+

+2

(
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2

)
log logm+ o

(
m log logm

logm

)
6

6 m− ε

2

m log logm

logm
+ o

(
m log logm

logm

)
.

(35)

Если слагаемое из правой части неравенства (21) отнесено к третьей группе, то
также выполняются неравенства (25) и (32). Применяя оценки (26), (27), (28) и (33),
с использованием (15) и (2) имеем
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log

((
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

))
6

6 (u2 + u3) log logm+ 4u2 log logm+ u3 logm+ u3 log logm+ o
(
m log logm

logm

)
6

6 u3 logm+ O
(
m log logm

logm

)
6

6

(
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2
−
(

1− 1

2
log 3

)
u2

)
logm+ O

(
m log logm

logm

)
<

< m−
(

1− 1

2
log 3

)
m

log log logm
+ O

(
m log logm

logm

)
.

(36)

Таким образом, из (34), (35) и (36) следует, что двоичный логарифм любого слага-
емого из (21) не превосходит величины

m− ε

2

m log logm

logm
+ o

(
m log logm

logm

)
.

Поэтому, учитывая, что в сумме из правой части неравенства (21) не более 8m3 сла-
гаемых, получаем

logR(m, ε)−m 6 −ε
2

m log logm

logm
+ o

(
m log logm

logm

)
,

а последнее выражение стремится к −∞ при m→∞. Лемма 1 доказана.

Заключение
Помимо классических аддитивных цепочек, в различных криптографических при-

ложениях, в первую очередь в алгоритмах, связанных с быстрыми вычислениями на
эллиптичских кривых, используется также аппарат цепочек из сложений и вычита-
ний [26, 27]. Утверждение теоремы 1 можно перенести и на такой класс вычислений.

Обозначим через las(n) наименьшую длину цепочки из сложений и вычитаний для
числа n (формальное определение цепочки из сложений и вычитаний отличается от
определения аддитивной цепочки только тем, что произвольный шаг цепочки имеет
вид либо ak = ai + aj, либо ak = ai − aj), а через l̂as(n) —наименьшую длину цепочки
для числа n, состоящей из шагов вида ak = ai + aj, ak = ai − aj и ak = −ai − aj.
Положим

Las(n) = max
k : k6n

las(k), L̂as(n) = max
k : k6n

l̂as(k).

Теорема 2. Пусть n→∞. Тогда

Las(n) > L̂as(n) > log n+
log n

log log n

(
1− (2 + o(1))

log log log n

log log n

)
.

Доказательство теоремы 2 несущественно сложнее доказательства теоремы 1. Тех-
нические особенности, связанные с наличием одной или двух дополнительных опера-
ций, можно проследить на примере доказательства нижней оценки из [28].
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