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В рамках теории течения для модели Ишлинского – Прагера получено ре-
шение задачи о напряженно-деформированном состоянии диска из изотроп-
ного упрочняющегося упругопластического материала под действием теп-
лового источника, помещенного в центре диска. Проведена проверка досто-
верности полученного решения.
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Проблеме определения напряжений и деформаций в тонких дисках (в том чис-
ле вращающихся) и пластинах посвящены работы [1−4]. Учет температурных эф-
фектов в упругих и упругопластических не вращающихся дисках приводится в
работах [5, 6].

В настоящей работе, следуя [5] и [6], получено точное решение задачи о на-
пряженно-деформированном состоянии диска из изотропного идеального упруго-
пластического материала под действием теплового источника, помещенного в
центре диска. Такой процесс может иметь место при точечной контактной сварке.
Задача по исследованию напряженно-деформированного состояния нагреваемого
диска является логичным продолжением ряда работ, посвященных моделирова-
нию температурного поля, возникающего при точечной контактной сварке [7, 8].
Решения нелинейных задач механики деформируемого твердого тела [9, 10] при-
ближенными и численными методами, в том числе методом конечных элементов,
математически дополняют друг друга. Так, в данной работе приближенное реше-
ние методом малого параметра дополнено решением с помощью пакета ANSYS и
распространено на случай упрочняющегося материала.

Примем, что диск будет находиться в плоском напряженном состоянии, все
механические и тепловые константы материала не зависят от температуры.
Вследствие осевой симметрии все искомые величины будут зависеть только от
расстояния r до точечного источника. Задачу определения поля температур и на-
пряженно-деформированного состояния будем считать несвязанной. Поскольку в
окрестности теплового источника температура теоретически неограниченно вы-
сока, там сразу возникает пластическая область. Пусть r = R – граница этой об-
ласти. Внешнюю границу диска обозначим r = b.

Запишем систему уравнений осесимметричного плоско напряженного состоя-
ния упругопластического диска в цилиндрической системе координат (r, θ, z):
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- уравнение равновесия
rr

r r
θσ −σ∂σ

=
∂

, (1)

где σr, σθ – компоненты тензора перемещений в цилиндрической системе коорди-
нат (r, θ, z);

- соотношения Коши

r
due
dr

= , ue
rθ = , (2)

где ,re eθ  – компоненты тензора полных деформаций, u  – компонента вектора
перемещений в цилиндрической системе координат;

- связь полных деформаций с пластической и упругой составляющими

, , .pp e e p e
r r r z z ze e e e e e e e eθ θθ= + = + = + (3)

Функцию нагружения выберем в форме, предложенной Ишлинским [7] и Пра-
гером [8]:

( )( ) ( )( ) ( )( )2 22 22p pp p p p
r r r r z zc e e c e e c e e kθ θθ θσ −σ − − + σ − − + σ − − = , (4)

где , ,pp p
r ze e eθ  – компоненты тензора пластических деформаций, c – коэффициент

упрочнения, k – предел текучести.
Ассоциированный закон пластического течения тогда будет иметь вид
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где dψ  – малый скалярный положительный множитель.
Упругие деформации связаны с напряжениями законом Гука в форме
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гдеG – модуль сдвига, ν – коэффициент Пуассона, α – коэффициент линейного
температурного расширения, T – температура.

Определим напряжения и перемещения в идеальном упругопластическом слу-
чае (коэффициент упрочнения равен 0) для функции температуры, зависящей от
координат.

Из соотношений (1), (2), (6) получим уравнение для перемещений u в упругой
зоне:

( )
2

2 2
1 1u u u T
r r rr r

∂ ∂ ∂
+ − = + ν α

∂ ∂∂
. (7)

Решение уравнения (7) имеет вид
( )1

( )
2

A Bu r r Trdr
r r
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= + + ∫ , (8)
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где A  и B – произвольные функции. При этом, используя (2), (6), имеем
( )
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Граничное условие, соответствующее свободному внешнему контуру диска,
запишется в виде

| 0.r r b→σ =  (10)

Из уравнений (1), (4) выводим уравнение для напряжений rσ  и θσ  в пласти-
ческой зоне

.r kθσ = σ = − (11)

Тогда из соотношений для полных деформаций (3) и ассоциированного закона
пластического течения (5) следует, что

u u
r r
∂

=
∂

.

Решением данного уравнения будет:
( ) .u r r C= (12)

Для определения постоянных интегрирования и радиуса упругопластической
границы используем уравнение непрерывности компонент перемещений и напря-
жений

[ ] [ ] [ ]| | 0.r r R r R u= θ =σ = σ = =

Квадратные скобки здесь означают разность соответствующих выражений в
упругой и пластической областях.

Заметим, что вариант решения упругопластической задачи для неограничен-
ной пластины и вполне определенного вида температуры приведен в книге Пар-
куса.

Известно, что стационарное температурное поле для кольцевого диска или ци-
линдрической трубы удовлетворяет уравнению Лапласа:

1 0d dTT r
r dr dr

⎛ ⎞∆ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (13)

с краевыми условиями
1T T= , при r a= ,

0T = , при .r b=
Нетрудно установить, что решение этого дифференциального уравнения имеет

вид

1
1
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b
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Для сплошного диска при заданной интенсивности источника тепла темпера-
турное поле, в соответствии с (14) и предположением о постоянстве количества
тепла, протекающего через окружность радиуса r [6], примет следующий вид:
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( ) ln
2

W bT r
r

⎛ ⎞= ⎜ ⎟λπδ ⎝ ⎠
 , (15)

где W – мощность источника тепла λ  – коэффициент теплопроводности, δ  –
толщина диска,

при граничных условиях
0T = , при r b= .

Рассмотрим частное решение задачи для диска следующих геометрических
размеров: радиус диска b = 0.2 м, толщина диска δ = 0.05 м. К диску в центре при-
ложен источник тепла постоянной интенсивности W = 2000 Вт.

Для большинства конструкционных сталей справедливы следующие константы
материала: ν = 0.3; E = 2·105 МПа; k = 250 МПа; λ = 60.5 Вт/м·К; α = 1.2·10−5 К−1.

Определив постоянные интегрирования, с учетом приведенных выше констант
материала и функции температурного поля, получим уравнение для радиуса упру-
гопластической границы R:

2 0.0718ln 0.29.R R= +

Численное решение уравнения для радиуса упругопластической границы при
приведенных значениях параметров среды и габаритах диска приводит к следую-
щему результату – радиус упругопластической границы 2 0,0177 м.R =

На рис. 1 показаны зависимости напряжений rσ  и θσ  от радиуса диска r.
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Рис. 1. Зависимость нормальных компонент напряжений от радиуса
Fig. 1. Normal stress components as functions of the radius
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Данная задача без учета упрочнения также была решена с помощью пакета
инженерного анализа ANSYS Mechanical, основанного на методе конечных эле-
ментов. Для экономии вычислительных ресурсов и удобства задания граничных
условий рассматривалась четверть диска с заданными условиями симметрии от-
носительно осей X и Y. Построена структурированная сетка (рис. 2), содержащая
7500 элементов Quad4 и 7651 узел.

Y

XZ

Рис. 2. Сетка для расчетной области
Fig. 2. Grid for the computational domain

Решение поставленной задачи потребовало последовательного исследования
теплового состояния диска с помощью модуля Steady State Thermal и исследова-
ния напряженно-деформированного состояния под действием полученного тем-
пературного поля в модуле Static Structural.

При решении задачи заданы следующие граничные условия:
– в центральной точке приложен источник тепла постоянной интенсивности с

мощностью 2000 Вт, удовлетворяющий условию (15) с предположением о посто-
янстве количества тепла, протекающего через окружность некоторого радиуса;

– на внешнем радиусе диска задана температура 0;
– в центре диска в узле задается отсутствие линейных степеней свободы в ци-

линдрической системе координат;
– задается модель кинематически упрочняющегося упругопластического мате-

риала, соответствующая модели Ишлинского – Прагера. С коэффициентом уп-
рочнения равным 0, данная модель соответствует идеально пластическому слу-
чаю.

По результатам компьютерного моделирования получены зависимости (рис. 3)
напряжений rσ  и θσ от радиуса диска r.

Получено совпадение результатов аналитического решения и компьютерного
моделирования с точностью 0.1% для напряжений. Определим радиус упругопла-
стической границы, исходя из условий равенства нулю компонента тензора пла-
стических деформаций на этой границе.
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Рис. 3. Зависимость нормальных компонент напряжений от радиуса
Fig. 3. Normal stress components as functions of radius

В пластической зоне pp
re eθ=   и они обращаются в ноль на радиусе 17.7 мм

(рис. 4), что также совпадает с результатами аналитического решения.
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Рис. 4. Пластические деформации
Fig. 4. Plastic strains
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Следует отметить, что в центре диска, где аналитическое решение несправед-
ливо ввиду обращающейся в бесконечность температуры, в ANSYS получено оп-
ределенное конечное значение температуры T = 1036.1 К. В основной части диска
температурное поле в форме (15) совпадает с полем, полученным в ANSYS. При
аналитическом решении этот факт позволяет рекомендовать к использованию
температурное поле для кольцевого диска или цилиндрической трубы (14), где
внутренний диаметр диска или трубы следует выбирать достаточно малым и зада-
вать на нем некоторую конечную температуру. Что, по существу, и проделано в
работе Мелана и Паркуса [6] при решении упругой задачи. Следствием ненулевой
величины размера элемента в окрестности источника тепла является конечное
максимальное значение температуры в центре диска, где, как отмечалось ранее,
получена заметная разница температурных полей. В основной части диска полу-
чена погрешность на уровне 0.05 %.

Далее по описанному алгоритму проведено моделирование для кинематически
упрочняющегося материала с коэффициентом упрочнения c = 10000 МПа. Такой
коэффициент c наделяет материал ярко выраженным упрочнением, которое не ха-
рактерно для конструкционных сталей, но позволяет нагляднее продемонстриро-
вать разницу с идеально пластическим случаем.

Для упрочняющегося материала σr и σθ в пластической зоне не равны между
собой (рис. 5). На упругопластической границе напряжения σr больше предела те-
кучести, а напряжения σθ – меньше. В то же время радиус упругопластической
границы, так же как и в идеально пластическом случае, равен 17.7 мм.

Для упрочняющегося материала получена меньшая интенсивность пластиче-
ских деформаций (рис. 6). Кроме того, деформации pp
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Рис. 5. Зависимость нормальных компонент напряжений от радиуса
для упрочняющегося материала

Fig. 5. Normal stress components as functions of the radius
for a hardening material
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Рис. 6. Пластические деформации для упрочняющегося материала
Fig. 6. Plastic strains for a hardening material

Таким образом, в настоящей работе получено аналитическое решение задачи
об идеально упругопластическом диске с приложенным в центре точечным ис-
точником тепла постоянной интенсивности. Проведено сравнение аналитического
решения и решения на основе метода конечных элементов. С помощью метода
конечных элементов решена задача о кинематически упрочняющемся диске (мо-
дель Ишлинского – Прагера [11, 12]) и проведено сравнение результатов полу-
ченных решений.
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The authors obtained an exact solution of the problem of the stress-strain state of a disk made
of an isotropic hardening elastoplastic material affected by a heat source placed in the center of
the disk. The disk is in a plane stress state. All mechanical and thermal constants of the material
are temperature-independent. All the unknown quantities depend only on the distance to the point
heat source due to axial symmetry. The temperature in the heat vicinity of the source is infinitely
high .

In addition, the same problem without consideration of a hardening process was solved using
ANSYS Mechanical engineering package. It should be noted that the analytical solution is
unavailable due to infinite temperature in the center of the disk, but ANSYS made it possible to
calculate a finite value of the temperature there.

As a result, in this paper, an analytical solution of the problem of an ideal elastoplastic disk
with the point heat source in the center has been obtained. The analytical solution has been
compared with results calculated using the finite element method.
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