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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТНОЙ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ – КОНВЕКЦИИ – РЕАКЦИИ

Рассматриваются две обратные задачи по восстановлению коэффициентов
нестационарного одномерного уравнения диффузии – конвекции – реакции.
Первая задача состоит в определении коэффициента конвективного перено-
са, зависящего лишь от временной переменной, по интегральному условию
переопределения. А вторая задача заключается в определении кинетическо-
го коэффициента реакции, зависящего от времени, снова по интегральному
условию переопределения. Для решения обеих задач сначала проводятся
дискретизация производной по времени и используются явно-неявные схе-
мы для аппроксимации операторов задач. Для численного решения полу-
ченных задач предлагается безытерационный вычислительный алгоритм,
основанный на сведении дифференциально-разностной задачи к двум пря-
мым краевым задачам и линейному уравнению относительно искомого ко-
эффициента.
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Известно, что для изучения многих динамических процессов в классической и
магнитной гидродинамике, космической отрасли и физике космоса, ракетострое-
нии, химической промышленности, полупроводниковых технологиях, экологии,
теплопередаче, акустике и т.д. пользуются одномерным нестационарным уравне-
нием диффузии – конвекции – реакции [1–4 ]

( , ) ( , ) ( ( , ) ) ( , )u u ux t x t u k x t f x t
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ ν + γ = +

∂ ∂ ∂ ∂
,  0 , 0x l t T< < < ≤ , (1)

где ( , )u x t – физическая величина (масса, импульс, энергия и т.д.), ( , )v x t – коэф-
фициент конвективного переноса (скорость конвекции), ( , )x tγ – кинетический ко-
эффициент реакции, ( , )k x t – коэффициент диффузии. Слагаемое ( , )x t uγ  описы-
вает поглощения или выделения физической величины, а слагаемое ( , )f x t  опи-
сывает действие внешнего источника.

В настоящей работе рассматриваются две коэффициентные обратные задачи
для уравнения (1) по определению коэффициента конвективного переноса и кине-
тического коэффициента реакции, представляя их функциями лишь от временной
переменной. Общим методам решения обратных задач для уравнений математиче-
ской физики посвящены [5–7].  Вопросы существования и единственности, а также
разрешимости некоторых коэффициентных обратных задач для параболических урав-
нений исследованы в [8–11]. Ряд работ посвящен численному исследованию проблемы
восстановления младших коэффициентов, входящих в одномерное уравнение диффу-
зии – конвекции – реакции [12–16].
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В данной работе для решения обратной задачи по восстановлению младших
коэффициентов в уравнении диффузии – конвекции – реакции предлагается чис-
ленный метод, основанный на использовании явно-неявной схемы при дискрети-
зации данного уравнения.

Постановка задачи и метод решения

Задача А. Пусть рассматривается нестационарное уравнение диффузии – кон-
векции – реакции

( ) ( , ) ( ( , ) ) ( , )u u ut x t u k x t f x t
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ ν + γ = +

∂ ∂ ∂ ∂
, 0 , 0x l t T< < < ≤ , (2)

со следующими начальным и граничным условиями:
( ,0) ( )u x x= ϕ , 0 x l≤ ≤ ;  (3)

(0, ) ( )u t t= θ ,  0 t T≤ ≤ ;  (4)

( , ) ( )u l t r t= ,  0 t T≤ ≤ .  (5)
Коэффициент конвективного переноса считается непрерывной и ограниченной

функцией переменной t : ( )v v t= .
Известно, что прямая задача для уравнения (2) состоит в определении функций

( , )u x t  из уравнения (2) с заданными коэффициентами ( )v t , ( , )x tγ , ( , )k x t , пра-
вой частью ( , )f x t  и дополнительными условиями (3) – (5). Предположим, что
помимо функции ( , )u x t  неизвестной является также функция ( )v t . Требуется
восстановление этой функции по следующему интегральному условию переопре-
деления:

0

( , ) ( )
l

u x t dx E t=∫ , 0 t T≤ ≤ ,  (6)

где ( )E t  – заданная функция. Предполагается, что при этом выполняются условия
согласования

(0) (0)θ = ϕ , (0) ( )r l= ϕ , 
0

( ) (0)
l

x dx Eϕ =∫ .

Таким образом, задача заключается в определении функций ( , )u x t  и ( )v t ,
удовлетворяющих уравнению (2) и условиям (3) – (6).

Для численного решения поставленной коэффициентной обратной задачи (2) –
(6) сначала введем равномерную разностную сетку в области 0 t T≤ ≤ по пере-
менной t

{ }, 0,t jt j t j mω = = ∆ =

с шагом Tt
m

∆ = . Производную u
t

∂
∂

 в уравнении (2) при , 1,jt j m= , дискретизи-

руем разностью «назад»

( )
( ) ( )1

,

, ,

j

j j
x t

u x t u x tu
t t

−−∂
≈

∂ ∆
.
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Для оператора конвективного переноса используем явную аппроксимацию по
времени, а для операторов диффузионного переноса и реакции – неявные аппрок-
симации. Следует отметить, что подобные технологии применяются при численном
решении различных краевых задач для уравнения диффузии – конвекции – реакции
[17]. Обозначив ( )( ) ,j

ju x u x t≈ , задачу (2) – (6) запишем в следующем виде:

( ) ( )1 1 ( )( ) ( ) ( ) ( )
j j j j

j j j j ju x u x du d du xx u x k x f x
t dx dx dx

− − ⎛ ⎞−
+ ν + γ = +⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠

,

 0 x l< < ;  (7)

 (0)j ju = θ ;  (8)

( )j ju l r= ;  (9)

0

( )
l

j ju x dx E=∫ ;  (10)

( )0 ( )u x x= ϕ ; (11)

где ( ), ( ) ( , ), ( ) ( , ), ( ),

( ) , ( ) ( , ), ( ), 1, 2, . . . , .

j j j j
j j j j

j j j
j j j

t x x t k x k x t t

r r t f x f x t E E t j m

ν ≈ ν γ = γ = θ = θ

= = = =

Следует отметить, что дифференциально-разностная задача (7) – (11) аппрок-
симирует задачу (2) – (6) с погрешностью ( )O t∆ . Предположим, что решение по-
лученной дифференциально-разностной задачи (7) – (11) на каждом временном
слое 1, 2, . . . ,j m=  можно представить в виде

( ) ( ) ( )j j j ju x p x v w x= + ,  (12)

где ( )( ),j jw x p x  – неизвестные функции. Подставив соотношение (12) в урав-
нение (7), будем иметь

( )1 1( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

j j j j j
j j j j j j

j j
j j j j

p x v w x u x du x p x v x w x
t dx

d dp x d dw xk x v k x f x
dx dx dx dx

− −+ −
+ ν + γ + γ =

∆
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

или ( )1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
j j j

j j j jp x u x d dp xx p x k x f x
t dx dx

−⎡ ⎤⎛ ⎞−
+ γ − − +⎢ ⎜ ⎟ ⎥∆ ⎝ ⎠⎣ ⎦

1( ) ( )( ) ( ) ( ) 0
j j j

j j j jw x du d dw xv x w x k x
t dx dx dx

−⎡ ⎛ ⎞⎤
+ + + γ − =⎜ ⎟⎢ ⎥∆⎣ ⎝ ⎠⎦

.

Соотношение (12) также подставим в (8), (9):
(0) (0)j j j jp v w+ = θ ,

( ) ( )j j j jp l v w l r+ = .
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В силу произвольности переменной jν  из последних соотношений можно по-
лучить следующие краевые задачи относительно функций ( )( ),j jw x p x :

( )1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0
j j j

j j j jp x u x d dp xx p x k x f x
t dx dx

− ⎛ ⎞−
+ γ − − =⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠

,  0 x l< < ; (13)

(0)j jp = θ ;  (14)

( )j jp l r= ;  (15)
1( ) ( )( ) ( ) ( )

j j j
j j jw x du d dw xx w x k x

t dx dx dx

− ⎛ ⎞
+ + γ − ⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠

=0,  0 x l< < ;  (16)

(0) 0jw = ;  (17)

( ) 0jw l = ,  (18)
 1, 2, . . . ,j m= ;

 ( )0 ( )u x x= ϕ .
А подстановка (12) в условие переопределения (10) дает

0 0

( ) ( )
l l

j j j jp x dx v w x dx E+ =∫ ∫ .  (19)

Из полученных соотношений можно конструировать следующий вычисли-
тельный алгоритм для численного решения задачи (7) – (11) по определению

( ),j ju x v , 1, 2, . . . ,j m= :
- для фиксированного значения временного слоя j  определяются решения за-

дач (13) – (15) и (16) – (18), т.е. функции ( )jp x  и ( )jw x  на отрезке [ ]0, l ;
- из соотношения (19) определяется приближенное значение искомой функции

( )v t  при jt t=

0

0

( )

( )

l
j j

j
l

j

E p x dx
v

w x dx

−

=
∫

∫
;

- по формуле ( ) ( ) ( )j j j ju x p x v w x= +  определяется приближение искомой
функции ( , )u x t  при jt t= ;

- при переходе на следующий временной слой описанная процедура вычисле-
ний снова повторяется.

Для численного решения задач (13) – (15) и (16) – (18) можно использовать
метод конечных разностей. Введем равномерную разностную сетку в области
[ ]0 x l< <  по переменной x

{ }, 0, , /x ix i x i n x l nω = = ∆ = ∆ = .

Дискретные аналоги задач (13) – (15) и (16) – (18) на сетке xω  представим в виде
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1
1 1

1/ 2 1/ 2
1 0

j jj jj j
j jj j ji ii i i i

i i ii i
p p p pp u

p k k f
t x x x

−
+ −

+ −

⎡ ⎤− −−
+ γ − − − =⎢ ⎥

∆ ∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
,  1, 1i n= − ,

0
j jp = θ ,  (20)
j j

np r= ;
11

1 1 1
1/ 2 1/ 2

1 0
j j jj j jj

j jj ji i ii i i i
i i i i

u u w w w ww
w k k

t x x x x

−−
− + −

+ −

⎡ ⎤− − −
+ + γ − − =⎢ ⎥

∆ ∆ ∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
, 1, 1i n= − ,

0 0jw = ,  (21)

0j
nw = ,

 1, 2, . . . ,j m= ;
0 ( )i iu x= ϕ ,  0,i n= ,

где 1 1

1/ 2

( ), ( ), ( ), ( ),
( ), ( / 2).

j j j j j j j j
i i i i i i i i

jj j j
i i ii

w w x u u x p p x x
f f x k k x x

− −

±

≈ ≈ ≈ γ = γ

= = ± ∆

Разностные задачи (20) и (21) при каждом фиксированном значении
1, 2, . . . ,j m=  представляют собой систему линейных алгебраических уравнений

с трехдиагональной матрицей. Для решения этих систем можно использовать ал-
горитм Томаса (метод прогонки) [6].

Задача В. Пусть рассматривается нестационарное уравнение диффузии – кон-
векции – реакции

( , ) ( ) ( ( , ) ) ( , )u u ux t t u k x t f x t
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ ν + γ = +

∂ ∂ ∂ ∂
,  0 , 0x l t T< < < ≤ ,  (22)

со следующими начальным и граничным условиями:
( ,0) ( )u x x= ϕ , 0 x l≤ ≤ ;  (23)

(0, ) ( )u t t= θ ,  0 t T≤ ≤ ;  (24)

( , ) ( )u l t r t= ,  0 t T≤ ≤ .  (25)
Кинетический коэффициент реакции предполагается непрерывной и ограни-

ченной функцией переменной t : ( )tγ = γ .
Предположим, что помимо функции ( , )u x t  неизвестной является также функ-

ция ( )tγ . Требуется восстановление этой функции по следующему интегральному
условию переопределения:

0

( , ) ( )
l

u x t dx E t=∫ ,  0 t T≤ ≤ .  (26)

Предполагается, что выполняются условия согласования. Снова дискретизиру-

ем производную u
t

∂
∂

 разностью «назад» в уравнении (22) при , 1,jt j m= , и ис-

пользуя явную аппроксимацию по времени для оператора реакции, а неявные ап-
проксимации – для операторов диффузионного и конвективного переноса, задачу
(22) – (26) запишем в следующем виде:
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( ) ( )1
1 ( )( ) ( ) ( ) ( )

j j j j
j j j j ju x u x du d du xx u x k x f x

t dx dx dx

−
− ⎛ ⎞−

+ ν + γ = +⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠
,

 0 x l< < ;  (27)

 (0)j ju = θ ;  (28)

( )j ju l r= ;  (29)

0

( )
l

j ju x dx E=∫ ;  (30)

( )0 ( )u x x= ϕ , (31)

где ( ), ( ) ( , )j j
j jt v x v x tγ ≈ γ = , 1, 2, . . . ,j m= .

Дифференциально-разностная задача (27) – (31) также аппроксимирует задачу
(22) – (26) с погрешностью ( )O t∆ .

Предположим, что решение дифференциально-разностной задачи (27) – (31) на
каждом временном слое 1, 2, . . . ,j m=  можно представить в виде

( ) ( ) ( )j j j ju x p x w x= + γ ,  (32)

где ( )( ),j jw x p x  – неизвестные функции. Подставив соотношение (32) в (27) −
(30) будем иметь

( ) ( )1 ( )( ) ( ) ( )
j j j j

j j jp x u x dp d dp xx k x f x
t dx dx dx

−⎡ ⎤⎛ ⎞−
+ ν − − +⎢ ⎜ ⎟ ⎥∆ ⎝ ⎠⎣ ⎦

( ) 1 ( )( ) ( ) ( ) 0,
j j j

j j j jw x dw d dw xx u x k x
t dx dx dx

−⎡ ⎤⎛ ⎞
+γ + ν + − =⎢ ⎜ ⎟⎥∆ ⎝ ⎠⎣ ⎦

(0) (0)j j j jp w+ γ = θ ,

( ) ( )j j j jp l w l r+ γ = .
Отсюда получим следующие краевые задачи относительно функций

( )( ),j jp x w x :

( ) ( )1 ( )( ) ( ) ( ) 0
j j j j

j j jp x u x dp d dp xx k x f x
t dx dx dx

− ⎛ ⎞−
+ ν − − =⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠

, 0 x l< < ;  (33)

(0)j jp = θ ;  (34)

( )j jp l r= ;  (35)

( ) 1 ( )( ) ( ) ( ) 0
j j j

j j jw x dw d dw xx u x k x
t dx dx dx

− ⎛ ⎞
+ ν + − =⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠

,  0 x l< < ;  (36)

(0) 0jw = ;  (37)

( ) 0jw l = ,  (38)
 1, 2, . . . ,j m= ;

( )0 ( )u x x= ϕ .
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Подставив (32) в условие переопределения (30), имеем

0 0

( ) ( )
l l

j j j jp x dx v w x dx E+ =∫ ∫ .  (39)

Таким образом, получим следующий вычислительный алгоритм для численно-
го решения задачи (27) – (31) по определению ( ),j ju x γ , 1, 2, . . . ,j m= :

- для фиксированного значения временного слоя j  определяются решения за-

дач (33) – (35) и (36) – (38), т.е. функции ( )jp x  и ( )jw x  на отрезке [ ]0, l ;
- из соотношения (39) определяется приближенное значение искомой функции

( )tγ  при jt t=

0

0

( )

( )

l
j j

j
l

j

E p x dx

w x dx

−

γ =
∫

∫
;

- по формуле ( ) ( ) ( )j j j ju x p x w x= + γ  определяется приближение искомой
функции ( , )u x t  при jt t= ;

- при переходе на следующий временной слой описанная процедура вычисле-
ний повторяется.

Для численного решения задач (33) – (35) и (36) – (38) можно использовать
метод конечных разностей. Дискретные аналоги задач (33) – (35) и (36) – (38) на
сетке xω  можно представить в виде

1
1 1

1 1
1/ 2 1/ 2

1 0, 1, 1

j jj jj j
j ji ii i i i

i i

j jj j
j j ji ii i

ii i

p p p pp u
v v

t x x
p p p p

k k f i n
x x x

−
+ −− +

+ −
+ −

− −−
+ + −

∆ ∆ ∆
⎡ ⎤− −

− − − = = −⎢ ⎥
∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

;

0
j jp = θ ;  (40)
j j

np r= ;

1 1
1

1 1
1/ 2 1/ 2

1 0, 1, 1

j jj jj
jj ji ii i i

i i i

j jj j
j ji ii i

i i

w w w ww
v v u

t x x
w w w w

k k i n
x x x

+ −− +
−

+ −
+ −

− −
+ + + −

∆ ∆ ∆
⎡ ⎤− −

− − = = −⎢ ⎥
∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

;

0 0jw = ;  (41)

0j
nw = ;

0 ( )i iu x= ϕ , 0,i n= ,

где 
2

j j
i ij

i

v v
v ±

±
= , 1, 2, . . . ,j m= .
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Полученные разностные задачи (40) и (41) также при каждом фиксированном
значении 1, 2, . . . ,j m=  представляют собой систему линейных алгебраических
уравнений с трехдиагональной матрицей, и для решения этих систем можно ис-
пользовать алгоритм Томаса.

Результаты численных расчетов

На основе предложенных вычислительных алгоритмов были проведены чис-
ленные эксперименты для модельных задач. Ниже приводятся результаты чис-
ленного эксперимента для двух модельных задач.

Задача А. Требуется найти функции ( , )u x t  и ( )v t , удовлетворяющие усло-
виям

10 10( )
5 3sin( ) 5 3cos( )

3cos( ) (5 3cos( ))(3 2cos100 ),

0 1, 0 1,

u u x ut u
t x x x t x x t x

x t x t t

x t

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ ν + = +⎜ ⎟∂ ∂ + + ∂ + + ∂⎝ ⎠

+ + + + + +

< < < ≤

( ,0) 5 3sinu x x x= + ,

(0, ) 3sinu t t= ,

(1, ) 5 3sin(1 )u t t= + + ,

1

0

( , ) 2.5 3cos(1 ) 3cosu x t dx t t= − + +∫ .

Точным решением данной задачи являются функции
( , ) 5 3sin( )u x t x x t= + + , ( ) 3 2cos100v t t= + .

Результаты численного решения задачи приведены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1
Численные результаты по задаче A

 Значение функции ( )v t
jt

Точное Вычисленное при 410t −∆ = , 35 10x −∆ = ⋅
0.1 1.322 1.321
0.2 3.816 3.814
0,.3 3.309 3.306
0.4 1.666 1.665
0.5 4.930 4.929
0.6 1.095 1.094
0.7 4.267 4.266
0.8 2.779 2.778
0.9 2.104 2.103
1.0 4.725 4.724
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Задача В. Требуется найти функции ( , )u x t  и ( )tγ , удовлетворяющие условиям

2 38 8( ) 5 (5 )(500 300sin10 ),
5 2 5 2

u u x ut u x tx x t
t t x x x t x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + γ = + + + −⎜ ⎟∂ + ∂ ∂ + ∂⎝ ⎠
 0 1, 0 1x t< < < ≤ ,

2( ,0)u x x= ,
(0, ) 0u t = ,

(1, ) 5 1u t t= + ,
1

0

( , ) 2.5 1/ 3u x t dx t= +∫ .

Точным решением данной задачи являются функции
2( , ) 5u x t tx x= + , 3( ) 500 300sin10t tγ = − .

Результаты численного решения задачи В приведены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2
Численные результаты по задаче B

 Значение функции ( )tγ
jt

Точное Вычисленное при 410t −∆ = , 35 10x −∆ = ⋅
0.1 651.910 651.988
0.2 761.989 761.999
0,.3 799.927 799.957
0.4 755.276 755.476
0.5 640.332 640.445
0.6 486.745 486.820
0.7 336.809 336.855
0.8 231.809 231.838
0.9 200.659 200.682
1.0 251.936 251.962

Как показывают результаты численного эксперимента, искомые функции ( )v t
и ( )tγ  восстанавливаются с достаточно высокой точностью. Максимальная отно-
сительная погрешность восстановления искомого коэффициента в задаче А не
превышает 0.13 %, а в задаче В – 0.08 %. Анализ результатов численного экспе-
риментирования свидетельствует, что для повышения точности решений доста-
точно использовать мелкие шаги разностной сетки.

Заключение

 Рассмотрены коэффициентные обратные задачи для одномерного нестацио-
нарного уравнения диффузии – конвекции – реакции. Вычислительный алгоритм
решения данных задач базируется на частичной дискретизации уравнения с ис-
пользованием явно-неявных схем с последующим сведением к прямым краевым
задачам. В отличие от метода регуляризации, приводящего к построению итера-
ционных последовательностей, в предложенном подходе учитывается специфика
обратных задач и решение определяется последовательно.
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The two inverse problems on the restoration of coefficients for nonstationary one-dimensional
diffusion – convection – reaction equation are considered. The first problem is intended to
determine the convective transfer coefficient, which depends only on the time in accordance with
the integral overdetermination condition. The second problem allows one to obtain the reaction
rate coefficient depending on the time according to the integral overdetermination condition. To
solve these problems, at first, a discretization of the time derivative is implemented and the
explicit-implicit schemes are used to approximate the operators in both problems. For convective
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transfer operator in the first problem and reaction operator in the second problem, the explicit
sheme was used. For the rest of operators in these problems, the implicit sheme was applied. As a
result, both problems are reduced to the differential-difference problems with respect to the
functions that depend on the spatial variable. For numerical solution of the problems obtained, a
non-iterative computational algorithm is proposed. It is based on reducing of the differential-
difference problem to two direct boundary-value problems and to a linear equation with respect to
unknown coefficient. The proposed method was used to carry out the numerical experiments for
the model problems.

Keywords: diffusion – convection – reaction equation, coefficient inverse problem, integral
overdetermination condition, differential-difference problem, explicit-implicit schemes.
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