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Представлена физико-математическая модель и результаты расчета неста-
ционарной скорости горения металлизированного твердого топлива. Подход
основан на разработке сопряженной математической модели, учитывающей
процессы в твердой и газовой фазах. На поверхности топлива учитываются
условия сохранения потоков энергии и массы компонентов, в расчетной об-
ласти – записываются уравнения переноса тепла и разложения конденсиро-
ванной фазы и двухскоростная, двухтемпературная модель реагирующего
течения продуктов его разложения и газификации над поверхностью твердо-
го топлива. Представлены результаты расчета нестационарной скорости го-
рения при сбросе давления, в зависимости от дисперсности и массовой доли
порошка металла в составе топлива, согласующиеся с описанными в науч-
ной литературе.
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Задача определения нестационарной скорости горения твердого топлива и во-
прос устойчивости горения при сбросе давления в камере сгорания были сформу-
лированы Я.Б. Зельдовичем в 1942 г. [1]. Феноменологическая теория нестацио-
нарного горения (ФТНГ) [2, 3] позволяет качественно предсказать зависимость
скорости горения от величины и скорости изменения давления. В [4] представле-
ны результаты экспериментального исследования явления погасания пороха при
резком уменьшении давления. Были определены границы горения и погасания
пороха в зависимости от глубины и скорости падения давления. Результаты обра-
ботаны в безразмерных переменных, имеющих смысл относительного конечного
давления при спаде давления и безразмерной скорости спада давления. Авторами
работы [5] исследована устойчивость горения нитроглицеринового пороха при
спаде давления. Выделено два переходных режима – выход на новый стационар-
ный режим и погасание, определены критические значения глубины и скорости
спада давления, приводящие к погасанию пороха. Экспериментально установле-
но, что спад давления в камере сгорания с хорошей точностью описывается экс-
поненциальной зависимостью. Авторы [6] представили результаты измерения не-
стационарной скорости горения гомогенного и модельного смесевого твердых то-
плив при резком сбросе давления в полузамкнутом объеме. В зависимости от глу-
бины и скорости сброса давления выделено пять характерных переходных режи-
ма: квазистационарный, слабо квазистационарный, колебательный режим, режим
«гашение – повторное воспламенение», полное погасание. В работе [7] представ-
лены результаты исследования влияния дисперсности порошка алюминия в со-
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ставе конденсированных систем на характеристики зажигания и нестационарного
горения. Показано, что задержка времени зажигания и температура поверхности
горения уменьшаются при уменьшении размера частиц, а замена нанодисперсных
порошков на порошки микронных размеров приводит к росту акустической про-
водимости. В [8] предложено модельное уравнение для расчета нестационарной
колебательной скорости горения твердого ракетного топлива. Результаты расче-
тов по модели [8] удовлетворительно согласуются с результатами расчетов по
ФНТГ с переменной температурой поверхности [2]. На сегодняшний день основ-
ным источником достоверной информации об устойчивости горения твердых то-
плив являются экспериментальные данные.

В работе рассматриваются одномерные нестационарные процессы при горении
металлизированного твердого топлива. Предполагается, что в твердом топливе
при нагревании идут химические реакции, полупродуктами которых является газ.
Газообразные продукты разложения высвобождаются на последней стадии реак-
ции по достижении глубины превращения 0.99. Предполагается первый порядок
реакции и зависимость ее скорости от температуры по закону Аррениуса. Тепло-
физические характеристики конденсированной фазы – плотность, удельная тепло-
емкость, коэффициент теплопроводности – не зависят от температуры и опреде-
ляются компонентным составом твердого топлива, путем осреднения, аналогично
[8]. Предполагается, что в газовой фазе протекает экзотермическая химическая
реакция первого порядка по закону Аррениуса, конвекция и диффузия реагентов.
Величина давления над поверхностью горящего твердого топлива не зависит от
координаты, но может зависеть от времени. Учитывается расширение газа при его
нагревании, параметры состояния газа подчиняются уравнению состояния иде-
ального газа. Предполагается, что частицы алюминия в составе твердого топлива
представляют собой шарики, равномерно распределенные в объеме топлива, их
размер равен размеру частиц алюминия, вылетающих в газовую фазу с поверхно-
сти горения. Процессы агломерации порошка алюминия на поверхности горения
не рассматриваются. Воспламенение частиц алюминия происходит при достиже-
нии частицей заданной температуры, горение частиц алюминия описывается со-
гласно экспериментальным данным [9]. Теплообмен между частицами и газом
происходит по закону Ньютона, движение частиц определяется действием сил
трения со стороны газа. Из-за малой объемной концентрации частиц в газе влия-
нием движения частиц на движение газа пренебрегается, не учитывается взаимо-
действие частиц друг с другом в газовой фазе.

Математическая модель горения металлизированного твердого топлива вклю-
чает уравнение теплопроводности, записанное для конденсированной фазы, и
уравнение для глубины превращения твердого топлива. В газовой фазе процессы
описываются уравнениями сохранения энергии газа и частиц алюминия, сохране-
ния массы газа, массы частиц и числа частиц алюминия с учетом их горения, вы-
горания окислителя в газовой фазе, движения частиц в потоке газа, уравнения со-
стояния газа. На поверхности горения твердого топлива ставятся условия сопря-
жения в виде равенства потоков массы и энергии (граничные условия четвертого
рода). Математическая модель нестационарного горения металлизированного
твердого топлива строилась при использовании моделей, представленных в рабо-
тах [10, 11]. В системе координат, связанной с поверхностью твердого вещества,
система уравнений математической модели запишется в виде:
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для конденсированной фазы, при sx x−∞ < < :
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Начальные условия:

для sx x−∞ < < :

( )1 0,0T x T= , ( ),0 0xη = ;

для sx x< < ∞ :

( )2 ,0 igT x T= , ( )3 ,0 igT x T= , ( ),0 0Y x = ,

( ),0 0V x = , ( ),0 0W x = , ( ),0 0n x = ,

( ) 00p p= , ( )2 ,0 n igx p RTρ = μ , ( )3 ,0 0xρ = . (17)

Принятые обозначения: t  – время, x  – координата, sx  – координата положе-
ния поверхности горения, 1ρ , 2ρ , 3ρ , Alρ , kρ  – плотность твердого топлива, газа,
приведенная плотность частиц (масса частиц в единице объема), алюминия, веще-
ства частицы, 1T , 2T , 3T  – температура в твердом топливе, газовой фазы, частиц в
газовой фазе, 0T , igT  – начальная температура в твердом топливе, в газовой фазе
над поверхностью твердого топлива, η  – глубина превращения твердого топлива,
u  – линейная скорость горения твердого топлива, V , W  – скорость газа и час-
тиц, n  – число частиц в единице объема, 3r , Alr  – радиус частицы, радиус не сго-
ревшего алюминия в частице, 1c , 2c , 3c  – удельная теплоемкость твердого топ-
лива, газа при постоянном давлении, частиц, λ  – коэффициент теплопроводности,

2Q  – тепловой эффект реакции в газовой фазе, AlQ  – эффективная теплота сгора-
ния алюминия, k  – предэкспоненциальный множитель в законе Аррениуса, E  –
энергия активации химической реакции, R  – универсальная газовая постоянная,

Alα  – массовая доля алюминия в составе топлива смесевого твердого топлива, p
– давление, 0p , kp  – начальное и конечное давление при его изменении над по-
верхностью горения, ,p nt , ,p kt  – моменты времени начала и окончания изменения

давления, Y  – концентрация окислителя в газовой фазе, D  – коэффициент диф-
фузии, μ , Alμ , Oμ  – средняя молярная масса газовой фазы, молекул алюминия и
кислорода, G  – скорость изменения массы частиц при их горении, frτ  – сила
трения при движении частиц в газе, α  – коэффициент теплоотдачи. Индексы: 1 –
конденсированная фаза (металлизированное твердое топливо), 2 – газовая фаза, 3
– частицы.

В системе уравнений (1) − (10): (1) – уравнение переноса тепла в твердом топ-
ливе, (2) – глубины разложения твердого топлива, (3), (4) – энергии для газовой
фазы и частиц алюминия, (5) – выгорания окислителя в газовой фазе, (6) – сохра-
нения массы газовой фазы, (7) – сохранения массы частиц, (8) – движения частиц,
(9) – числа частиц, (10) – состояния идеального газа.

Сила взаимодействия частиц с газом вычисляется по формуле
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коэффициент сопротивления RC  определяется по эмпирической формуле

( )0.68224 1 0,15Re
ReRC = + , 3 22

Re
r V Wρ −

=
ν

,

где Re  – число Рейнольдса, ν  – динамическая вязкость газа.
Коэффициент теплоотдачи вычисляется по формуле [12]

2
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α = , 2 2Nu 2 Nu Nutl= + + , (19)

где 0.5Nu 0.664Rel = , 0.8Nu 0.037 Ret =  – числа Нуссельта.
Скорость изменения массы частиц алюминия при их горении, а также уравне-

ния, определяющие текущие значения размеров частиц и алюминия в частице по-
лучены в [10] и имеют вид
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,   5 1.5
Al 2.22 10 м сk −= ⋅ , (20)

где Alk  – эмпирический коэффициент в законе скорости горения частицы алюми-
ния, a  – коэффициент избытка окислителя.

Радиус ядра чистого алюминия Alr  в частице и радиус частицы 3r  определя-
ются по формулам
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Коэффициент теплопроводности газовой фазы зависит от температуры и вы-
числяется в каждой точке пространства как

2/3
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Изменение давления моделируется линейным во времени изменением давле-
ния от величины 0p  в заданный момент времени начала изменения давления ,p nt

до величины kp  в заданный момент времени окончания изменения давления ,p kt :
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Тогда dp dt  в уравнении (3) определится выражением
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Система уравнений (1) – (10) решалась численно. Уравнения (1), (3), (5) ап-
проксимировались неявной разностной схемой. Конвективные слагаемые – разно-
стями против потока. Полученная система линейных уравнений решалась мето-
дом прогонки. Уравнение (2) аппроксимировалось неявным методом с использо-
ванием разностей против потока для аппроксимации конвективного слагаемого.
Уравнения (4), (7) – (9) – явной разностной схемой с использованием разностей
против потока для аппроксимации конвективных слагаемых. Для устойчивости
численного решения использовалось условие вида [ ]/ max it x V∆ < ∆ , где t∆ , x∆  –
величины шагов по времени и пространству, iV  – величина скорости в точках
разностной сетки. После определения температуры в газовой фазе на (n+1) вре-
менном слое из уравнения состояния газа (10) при известном давлении определя-
лась плотность газа. Уравнение (6) аппроксимировалось неявной разностной схе-
мой. Из уравнения сохранения массы (6), при известных значениях плотности на
n-м и (n+1)-м временных слоях бегущим счетом определялась скорость движения
газовой фазы.

Линейная скорость горения твердого топлива u  определялась из уравнения (2)
следующим образом: За линейную скорость горения u  принималась скорость
движения изолинии глубины превращения твердого топлива 0.99η = . При реше-
нии уравнения (2) величина u  определялась итерационным путем. Выбирается
«пробное» значение скорости u  (обычно в качестве него принимается величина
с n-го временного слоя). Вычисляется поле значений глубины превращения 1n

i
+η .

Затем полученное значение η  в точке разностной сетки m, которая находится на

поверхности конденсированного вещества, ( )1 ,n
m sx t+η = η , сравнивается со значе-

нием 0.99η = . Если 1 0.99n
m
+η > , то значение u  увеличивается на заданную долю

от ее первоначальной величины, если 1 0.99n
m
+η < , то значение u  уменьшается.

При выполнении равенства 1 0.99n
m
+η =  с заданной точностью скорость u  найдена

и используется при решении уравнений (1), (2) и в граничных условиях.
Система уравнений (1) − (10) решалась в соответствии со следующим алго-

ритмом вычисления значений неизвестных на (n+1)-м временном слое (счет ша-
га по времени): вычисляем выгорание окислителя на (n+1)-м временном слое из
уравнения (2), записанного в разностной форме, и определяем величину линей-
ной скорости горения твердого топлива с использованием вышеописанных
итераций; температуру на (n+1)-м временном слое из уравнений (1) и (3) с ис-
пользованием граничных условий (11); выгорание окислителя на (n+1)-м вре-
менном слое из уравнения (5) с использованием граничных условий (16); плот-
ность газа из уравнения (10) при заданном давлении над поверхностью горения;
скорость газа из (6), (15); температуру частиц из (4), (12); скорость движения
частиц из (8), (13); количество частиц в единице объема из (9), (14); распреде-
ленную плотность частиц из (7) (13). Счет шага по времени повторяется необхо-
димое количество раз. Расчеты проводились до установления стационарного
распределения переменных в к-фазе и в газодисперсной среде над поверхностью
горения.
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Расчеты проводились для значений теплофизических и формально-кинетиче-
ских параметров, характерных для пороха Н:

1 0.25 Вт (м К)λ = ⋅ , 2,0 0.066 Вт (м К)λ = ⋅ , 1 556800 Дж/кгQ = ,

2 2435300 Дж/кгQ = , 6
Al 36.51 10 Дж/кгQ = ⋅ , 1 80000 Дж мольE = ,

2 186107 Дж мольE = , 9
1 2 10 1 сk = ⋅ , 10 1

2 3.92 10 сk −= ⋅ , 5 1.5
Al 2.22 10 м сk −= ⋅ ,

0.5a = , ( )1 1465 Дж кг Kc = ⋅ , ( )2 1466 Дж кг Kc = ⋅ , ( )3 760 Дж кг Kc = ⋅ ,
3

1 1600 кг мρ = , 32600 кг мkρ = , 3
Al 2600 кг мρ = , ( )8.31 Дж моль KR = ⋅ ,

0 293 KT = , 1300 KigT = .

Коэффициент диффузии вычисляется через число Льюиса Le :
( )2 2 2 2D Le c= λ ρ ,

число Льюиса принято 1Le = . Температура воспламенения частиц алюминия
принята равной 1300 К [9]. Величина начального радиуса частицы в расчетах
варьировалась в интервале Al,02 30 мкмr≤ ≤ , массовая доля порошка алюминия
принята равной 9 % массы твердого топлива. Формально-кинетические парамет-
ры реакции в газовой фазе взяты из [14].

Было проведено тестирование разработанной методики и программы ЭВМ
решения системы уравнений (1) – (25). Математическая модель (1) – (25) при за-
дании массовой доли порошка алюминия равной нулю и задании всех исходных
данных, соответствующим данным для пороха Н, описывает его горение с учетом
процессов в конденсированной газовой фазах [10]. Был проведен расчет линейной
скорости горения пороха Н при постоянном давлении, результаты расчета пред-
ставлены в таблице. Результаты расчетов совпадают с результатами расчета ста-
ционарной скорости горения пороха Н по модели Беляева – Зельдовича, представ-
ленными в работе [11].

Сравнение результатов расчетов стационарной скорости горения пороха Н
по модели (1) – (25) с результатами эксперимента [13]

Р, атм 40 60 80 100
Эксперимент [13] 5.2 7.1 8.5 10.2, мм/сu ,

Порох Н Расчет (1) – (25) 6.8 7.8 8.6 9.3
Эксперимент, Al,0 40 70 мкмd = −  [13] 6.0 8.0 9.6 10.5, мм/сu ,

Порох Н + 9 % Al Расчет (1) – (25), Al,0 60 мкмd = 8.1 9.3 10.1 10.9

Проведено исследование изменения скорости горения пороха Н без добавле-
ния порошка алюминия во времени при сбросе давления. Вид переходных про-
цессов представлен на рис. 1, скорость сброса давления задавалась равной
15·103 МПа/с. Видно, что при фиксированной скорости спада давления, в зависи-
мости от глубины сброса, происходит резкая смена режима горения: от выхода на
стационарный режим (кривые 1, 2) до погасания (кривая 6). Согласно классифи-
кации представленной в работе [5], между этими режимами можно выделить ре-
жим «пригасания» (кривые 3−5). Не рассматривая предложенные в работах [5, 6]
классификации переходных режимов, основываясь на данных, представленных на
рис. 1, можно заключить, что чем больше глубина спада давления, тем дольше ре-
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лаксационный период выхода скорости горения на стационарный режим при за-
данной величине конечного давления. При больших значениях глубины спада
давления наблюдается эффект погасания топлива.
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Рис. 1. Изменение скорости горения пороха Н без добавления
порошка алюминия во времени при уменьшении давления
от 10 до 8 МПа (1), до 6 МПа (2), до 4 МПа (3), до 3 МПа (4),
до 2 МПа (5), до 1.2 МПа (6). Скорость сброса давления

315 10 МПа/с⋅
Fig. 1. Time variation in the combustion rate of powder N without
aluminum powder additive during the pressure drop from 10 MPa
to (1) 8, (2) 6, (3) 4, (4) 3, (5) 2, and (6) 1.2 MPa. The pressure
drop rate is 315 10 MPa/s⋅

Расчеты погасания или продолжения горения для определения граничных зна-
чений глубины и скорости сброса давления по модели (1) – (25) для пороха Н без
добавления порошка металла были проведены в работе [11]. Результаты расчетов
граничных значений глубины и скорости сброса давления были обработаны и
представлены в виде, предложенном в работе [5, 6]. Зависимости, полученные в
[11], аналогичные модели (1) – (25) в случае горения пороха Н без добавления по-
рошка металла, качественно соответствуют экспериментальным зависимостям,
приведенным в работах [4, 5].

В рамках сформулированной физико-математической модели нестационарного
горения твердого топлива с добавлением порошка металла представляет интерес
изучение влияния добавок порошка металла в состав твердого топлива на пере-
ходные режимы при сбросе давления. На рис. 2 представлено изменение скорости
горения пороха Н при сбросе давления от 10 до 2 МПа с заданной скоростью
15·103 МПа/с, в зависимости от массовой доли порошка алюминия в составе топ-
лива.



Математическая модель и расчет нестационарной скорости горения 107

Как видно из представленной на рис. 2 зависимости скорость горения пороха
Н с добавлением порошка алюминия от времени, увеличение массовой доли по-
рошка алюминия в составе пороха Н стабилизирует переходные процессы при
сбросе давления, уменьшая время релаксации. Однако в рамках проведенных ис-
следований на основе представленной модели нестационарного горения металли-
зированного твердого топлива не установлено существенного влияния добавок
порошка алюминия в состав пороха Н на глубину сброса давления, при котором
происходит погасание топлива.
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Рис. 2. Зависимость скорости горения пороха Н от време-
ни при уменьшении давления от 10 до 2 МПа. Скорость
сброса давления 15·103 МПа/с, rAl,0 = 2 мкм. αAl = 0.09 (1),
0.07 (2), 0.05 (3), 0.03 (4), 0.01 (5), 6 – порох Н без добав-
ления порошка алюминия
Fig. 2. Time variation in the combustion rate of powder N
during the pressure drop from 10 to 2 MPa. The pressure drop
rate is 15·103 MPa/s, rAl,0 = 2 μm. αAl = (1) 0.09, (2) 0.07, (3)
0.05, (4) 0.03, (5) 0.01, and (6) powder N without aluminum
powder additive

Отдельно стоит вопрос о влиянии дисперсности частиц металла, вылетающих
с поверхности горения, на характер переходных процессов. На рис. 3 представле-
но изменение скорости горения пороха Н с добавлением порошка алюминия во
времени при сбросе давления от 10 до 2 МПа. Скорость сброса давления
15·103 МПа/с, массовая доля алюминия в составе топлива – 9 %, при различной
дисперсности порошка алюминия. Как видно из рис. 3, чем выше дисперсность
порошка алюминия в составе металлизированного твердого топлива, тем меньше
время релаксации и тем быстрее топливо выходит на стационарный режим горе-
ния после сброса давления.
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Видны существенные отличия во времени релаксации скорости горения при
различной дисперсности порошка алюминия в составе топлива. С уменьшением
размера частиц, вылетающих с поверхности горения, продолжительность пере-
ходного режима сокращается. Полученные результаты качественно согласуются с
результатами, представленными в работе [6].
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Рис. 3. Изменение скорости горения пороха Н с добавле-
нием порошка алюминия во времени при уменьшении
давления от 10 до 2 МПа. Скорость сброса давления
15·103 МПа/с. αAl = 0.09, rAl,0 = 2 мкм (1), 5 (2), 10 (3), 15
(4), 30 (5)
Fig. 3. Time variation in the combustion rate of powder N
with aluminum powder additive during the pressure drop from
10 to 2 MPa. The pressure drop rate is 15·103 MPa/s,
αAl = 0.09, rAl,0 = (1) 2, (2) 5, (3) 10, (4) 15, and (5) 30 μm

Характерные распределения температуры газа и частиц алюминия над поверх-
ностью горения до и после сброса давления, после выхода на стационарный ре-
жим, представлены на рис. 4. Расчет проводился для случая сброса давления от 10
до 2 МПа со скоростью 15·103 МПа/с, массовая доля порошка алюминия в составе
твердого топлива составляла 9 %, размер частиц алюминия rAl,0 = 30 мкм. На
рис. 5 представлены распределения скорости газа и частиц алюминия над поверх-
ностью горения до и после сброса давления, после выхода на стационарный ре-
жим. Расчет проводился для случая сброса давления от 10 до 2 МПа со скоростью
15·103 МПа/с, массовая доля порошка алюминия в составе твердого топлива со-
ставляла 9 %, размер частиц алюминия rAl,0 = 2 мкм.

Таким образом, разработана физико-математическая модель нестационарного
горения твердого топлива с добавлением порошка металла. Представлены резуль-
таты расчета нестационарной скорости горения при сбросе давления. Получены
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переходные режимы в зависимости от величины изменения давления от дисперс-
ности и массовой доли порошка металла в составе твердого топлива, совпадаю-
щие с представленными в литературе.
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Рис. 4. Распределение температуры газа и
частиц над поверхностью горения. 1 – тем-
пература частиц алюминия, 2 – температу-
ра газа при стационарном режиме горения
при давлении 10 МПа, 3 – температура час-
тиц алюминия, 4 – температура газа при
стационарном режиме горения при давле-
нии 2 МПа. αAl = 0.09, rAl,0 = 30 мкм
Fig. 4. Distribution of the temperature of
gas and particles above the burning surface.
1, temperature of aluminum particles;
2, temperature of the gas under steady-state
combustion conditions at a pressure of 10
MPa; 3, temperature of aluminum particles; 4,
temperature of the gas under steady-state
combustion conditions at a pressure of 2 MPa.
αAl = 0.09 , rAl,0 = 30 μm

Рис. 5. Распределение скорости газа и час-
тиц над поверхностью горения. 1 – ско-
рость частиц алюминия, 2 – скорость газа
при стационарном режиме горения при
давлении 10 МПа, 3 – скорость частиц
алюминия, 4 – скорость газа при стацио-
нарном режиме горения при давлении
2 МПА. αAl = 0.09, rAl,0 = 2 мкм
Fig. 5. Distribution of the velocity of gas and
particles above the burning surface.
1, velocity of aluminum particles; 2, velocity
of the gas under steady-state combustion
conditions at a pressure of 10 MPa; 3,  velocity
of aluminum particles; 4, velocity of the gas
under steady-state combustion conditions at a
pressure of 2 MPa. αAl = 0.09, rAl,0 = 2 μm
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This paper provides a physical-mathematical model and the calculation results of unsteady
combustion rate of a metallized solid fuel. The approach is based on the development of an
adjoint mathematical model which takes into account the processes in solid and gas phases. On
the fuel surface, the conservation of both energy fluxes and mass of the components is assumed.
The equations of heat transfer and condensed phase decomposition are written for a
computational domain. The double-rate and two-temperature model of the reacting flow of
decomposition and gasification products is used over the solid fuel surface.   The results of
unsteady combustion rate calculated during the pressure drop are presented as functions of
dispersion and mass fraction of the metal powder in a propellant composition. The obtained
results are in a good agreement with the data available in scientific literature.
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