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Рассматривается задача управления с прогнозированием по квадратичному критерию для нелинейных дискрет-

ных систем с сериально коррелированными параметрами. Синтезированы стратегии управления при наличии 

явных ограничений на управляющие воздействия. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии сводится  
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Системам со случайными параметрами уделяется значительное внимание в современной науч-

ной литературе. Это связано с тем, что такие системы нашли широкое практическое применение при 

управлении сложными реальными объектами.  

Эффективным методом решения задач управления такими системами при наличии ограничений яв-

ляется метод управления с прогнозирующей моделью (управление со скользящим горизонтом, model pre-

dictive control, receding horizon control) [1–3]. В работах [4–8] синтезированы алгоритмы прогнозирующего 

управления линейными стохастическими системами со случайными параметрами при ограничениях на 

управления. При этом в [4] рассматриваются системы с мультипликативными шумами, в [5] предполага-

ется, что динамика вектора параметров описывается разностным стохастическим уравнением авторегрес-

сии, в работе [6] предполагается, что известны только первые и вторые моменты распределения сериально 

коррелированных параметров, в [7, 8] рассматривается задача управления системами со скачкообразными 

параметрами, меняющимися в соответствии с эволюцией дискретной марковской цепи. В работе [9] ис-

следованы алгоритмы синтеза прогнозирующего управления для систем с запаздываниями. 

Обзор литературы показывает, что большинство работ посвящено управлению линейными систе-

мами, в то время как многие реальные процессы описываются уравнениями, содержащими нелинейные 

компоненты [10]. Метод прогнозирующего управления с генерацией сценариев для стохастических не-

линейных систем с независимыми параметрами рассматривается в [11]. В работе [12] синтезированы 

стратегии управления со скользящим горизонтом для класса стохастических систем с аддитивной не-

линейностью без учета ограничений. При этом предполагается, что нелинейная составляющая системы 

зависит от состояний, управлений и вектора шумов [13]. В [14] рассматривается задача прогнозирую-

щего управления для этого класса нелинейных систем при ограничениях на управляющие переменные. 

В работе [15] предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадратичному 

критерию при ограничениях для дискретных стохастических систем с марковскими переключениями, 

состоящих из конечного множества нелинейных подсистем с аддитивной нелинейностью. 

В данной работе рассматривается задача синтеза стратегий управления с прогнозирующей моде-

лью для дискретных нелинейных систем со случайными коррелированными параметрами. Относи-

тельно параметров предполагаются известными только первые и вторые условные моменты распреде-

лений. Синтезированы стратегии управления с прогнозированием по квадратичному критерию при 

наличии явных ограничений на управляющие переменные.  
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1. Постановка задачи 

 

Пусть объект управления описывается уравнением 

 ( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ) ( ( ), ( ), ( 1)),x k Ax k B k k u k f x k u k w k         (1) 

где x(k) – nx-мерный вектор состояния, u(k) – nu-мерный вектор управления, w(k) – вектор белых шумов 

размерности nw с нулевым средним и единичной матрицей ковариации, η(k) – последовательность  

q-мерных случайных векторов; последовательности w(k) и η(k) независимы; A, B[η(k),k] – матрицы со-

ответствующих размерностей, причем элементы матрицы B[η(k),k] зависят от η(k) линейно. 

Характер нелинейной зависимости в функции f таков [13], что для любых x(k)  

  ( ( ), ( ), ( 1)) ( ) 0,E f x k u k w k x k   (2) 

     T 0 T T

1

( ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ), ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
r

i i i

i

E f x k u k w k f x k u k w k x k T T x k W x k u k M u k


      (3) 

где E{…/…} – оператор условного математического ожидания; r = n(n + 1) / 2, iT  ( 0, )i r , 
iW и iM

( 1, )i r  – неотрицательно определенные симметричные матрицы.  

Пусть 1( )k k F  – поток σ-алгебр, где каждая из σ-алгебр kF  порождается последовательно-

стью {η(s): s = 0, 1, 2, … , k} и интерпретируется как доступная информация до момента времени k 

включительно.  

Для процесса η(k) предполагаются известными условные моменты распределений 

 ( ) / ( ),kE k i k i   F  

 T( ) ( ) ( ),( 0,1,2,...),( , 0,1,2,..., )./ k ijE k i k j k k i j d      F  

В дальнейшем будем использовать обозначения: для любой матрицы ψ[η(k),k], зависящей от η(k), 

 ( ) [ ( ), ] / ,kk E k k    F  не указывая зависимость матриц от η(k). 

На управляющие воздействия наложены ограничения вида: 

 min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k   (4) 

где S(k) – матрица соответствующей размерности. 

Необходимо определить закон управления системой (1) при ограничениях (4) из условия мини-

мума критерия со скользящим горизонтом управления 

 

T
1 2

1

T

( ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1 ) ( 1) ( 1 ) / ( ), },

m

i

k

J k m k E x k i R k i x k i R k i x k i

u k i k R k i u k i k x k



        

       F

 (5) 

где m – горизонт прогноза; k – текущий момент времени; 1 0, ( 0( ) )R k i R k i     – весовые матрицы 

соответствующих размерностей; 2( )R k i  – весовой вектор соответствующей размерности. 

 

2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 

 

Для решения сформулированной задачи используем методологию управления с прогнозирую-

щей моделью. Данный подход позволяет получить стратегии управления с обратной связью с учетом 

явных ограничений на управляющие воздействия.  

Стратегии управления с прогнозированием определяются по следующему правилу. На каждом 

шаге k минимизируем функционал (5) по последовательности прогнозирующих управлений u(k/k), ... ,  

u(k + m − 1/k), зависящих от состояния системы в момент времени k. В качестве управления в момент 

времени k берем u(k) = u(k/k). Тем самым получаем управление u(k) как функцию состояний x(k),  

т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить управление u(k +1) на следующем шаге, процедура 

повторяется для следующего момента k + 1 и т.д. 



6 

Теорема. Вектор прогнозирующих управлений U(k)=[uT(k/k), ... , uT(k + m − 1/k)]T, минимизирую-

щий критерий (5) при ограничениях вида (4), на каждом шаге k определяется из решения задачи квад-

ратичного программирования с критерием вида 

T T( / ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y k m k x k G k F k U k U k H k U k    
 

 

при ограничениях 

 min max( ) ( ) ( ) ( ),U k S k U k U k   (6)  

где 

( ) ( ( ),..., ( 1))S k diag S k S k m   ,

T T
T T T T
min min max maxmin max( ) ( ),..., ( 1) , ( ) ( ),..., ( 1)U k u k u k m U k u k u k m        

   
, 

H(k), G(k), F(k)  – блочные матрицы вида 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ,

( ) ( ) ( )

m

m

m m mm

H k H k H k

H k H k H k
H k

H k H k H k

 
 
 
 
 
 

 (7) 

  1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,mG k G k G k G k  (8) 

  1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,mF k F k F k F k  (9) 

блоки которых равны: 

 
 T

,
1

( ) ( 1) { [ ( ), ] ( ) [ ( ), ] / } ( ) ,j
r

j
t t k

j

H k R k t E B k t k t Q m t B k t k t tr Q m t T M


            F  (10) 

 
T T

, ( ) { [ ( ), ]( ) ( ) [ ( ), ] / }, ,f t
t f kH k E B k t k t A Q m f B k f k f t f        F  (11)  

 
T

, ,( ) ( ), ,t f f tH k H k t f   (12)  

 
 

T

( ) ( ) ( ),t
tG k A Q m t B k t    (13)  

 2( ) ( ) ( ), , 1, ,tF k Q m t B k t t f m     (14)  

где 

 

 T
1 1

1

( ) ( 1) ( 1) ( ), (0) ( ),
r

j j

j

Q i A Q i A tr Q i T W R k m i Q R k m


          (15)  

 2 2 2 2 2( ) ( 1) ( ), (0) ( ).Q i Q i A R k m i Q R k m        (16)  

Закон управления с прогнозированием в каждый момент времени k определяется соотношением 

 
( ) 0 ... 0 ( ),

u u un n nu k I U k     (17)  

где 
unI  – единичная матрица размерности nu, 0

un  – квадратная матрица с элементами, равными нулю, 

размерности nu. 

Оптимальная стратегия прогнозирующего управления системой (1) без учета ограничений опре-

деляется уравнением (17), где 

 

1 T T1
( ) ( )[2 ( ) ( ) ( )].

2
U k H k G k x k F k    (18)  

При этом оптимальное значение критерия (5) определяется выражением 

 

   

T 1 T T

T 0
1 2

1

1
( / ) [2 ( ) ( ) ( )] ( )[2 ( ) ( ) ( )]

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) .

opt

m

i

J k m k x k G k F k H k G k x k F k

x k Q m R k x k Q m Ax k tr Q i T





     

     

 (19)  
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Замечание. В силу линейной зависимости матриц от случайных параметров, условные матема-

тические ожидания в выражениях (10)–(14) можно вычислить без затруднений. 

Доказательство. Критерий (5) можно записать следующим образом: 





T T
1 2

T T
1 2

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( / ) ( ) ( / )

( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1/ ) ( 1) ( 1/ )

J k m k E x k R k x k R k x k u k k R k u k k

E x k R k x k R k x k u k k R k u k k

         

           
 

 T
1 2... ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E x k m R k m x k m R k m x k m         

T
1 1( 1/ ) ( 1) ( 1/ ) / ( 1), } / ... / ( 1), } / ( ), }k m k ku k m k R k m u k m k x k m x k x k           F F F . 

Введем обозначение 

 T T
1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( / ) ( ) ( / )k sJ E x k s R k s x k s R k s x k s u k s k R k s u k s k                   

 T T
1 2( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1/ ) ( 1) ( 1/ ) ...E x k s R k s x k s R k s x k s u k s k R k s u k s k                     

 T T
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1/ ) ( 1) ( 1/ )/E x k m R k m x k m R k m x k m u k m k R k m u k m k               

1 1/ ( 1), }/ ... / ( 1), }/ ( ), }k m k s k sx k m x k s x k s        F F F . 

Очевидно, что 

 

T
1 2

T
1

{ ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( / ) ( ) ( / ) ( ), }

k s

k s k s

J E x k s R k s x k s R k s x k s

u k s k R k s u k s k J x k s



  

            

      F
  (20) 

и 

 ( ) .kJ k m k J    (21) 

Рассмотрим 

 

T
1 1 2

T
1

{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1/ ) ( 1) ( 1/ ) / ( 1), }.

k m

k m

J E x k m R k m x k m R k m x k m

u k m k R k m u k m k x k m

 

 

      

         F
 (22) 

Выражая x(k + m) через x(k + m – 1) из (1), будем иметь 

 ( ) ( 1) [ ( ), ] ( 1) ( ( 1), ( 1), ( )).x k m Ax k m B k m k m u k m f x k m u k m w k m                  (23) 

Подставляя (23) в (22) и взяв условное математическое ожидание с учетом (2) и (3), получим 

T T
1

1

( 1) (0) ( (0) ) ( 1)
r

j j
k m

j

J x k m A Q A tr Q T W x k m 


 
       

 
 

T T
1

T T
1

1

2 ( 1) (0) { [ ( ), ] / } ( 1 )

( 1/ )[ { ( ) (0) ( ) / } { (0) } ( 1)] ( 1/ )

k m

r
j j

k m
j

x k m A Q E B k m k m u k m k

u k m k E B k m Q B k m tr Q T M R k m u k m k

 

 


        

           

F

F
 

0
2 2 1(0) ( 1) (0) { [ ( ), ] / } ( 1/ ) { (0) },k mQ Ax k m Q E B k m k m u k m k tr Q T          F  

где 1(0) ( )Q R k m  , 2 2(0) ( ).Q R k m   

Предположим далее, что для некоторого q верно: 

  T T

1

( ) ( 1) ( 1) ( )
r

j j
k m q

j

J x k m q A Q q A tr Q q T W x k m q 


 
         

 
  (24) 

T T T

1

T T

1

2 ( ) ( ) ( 1) { [ ( 1), 1]/ } ( / )

( / )[ { [ ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), 1]/ }

q
q i

k m q
i

q

k m q
i

x k m q A A Q i E B k m i k m i u k m i k

u k m i k E B k m i k m i Q i B k m i k m i


 



 


             

                  

F

F

 

 
1

( 1) ( )] ( / )
r

j j

j

tr Q i T M R k m i u k m i k


         
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 

1
T T

1 1

0

1

2 2
1

2 ( / ) { [ ( 1), 1] ( 1)

[ ( 1), 1]/ } ( / ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1) { [ ( 1), 1]/ } ( / ),

q q

i l i

q
l i

k m q
i

q

k m q
i

u k m i k E B k m i k m i Q i

A B k m l k m l u k m l k tr Q i T

Q q Ax k m q Q i E B k m i k m i u k m i k



  


 



 


            

            

              

F

F

 

где Q(i), Q2(i) определяются выражениями (15)–(16). 

Покажем, что данная формула верна и для q + 1. Действительно, из (20) следует, что 

 T
( 1) 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )k m qJ E x k m q R k m q x k m q R k m q x k m q                 

 T
( 1)( ( 1) / ) ( ( 1)) ( ( 1) / ) / ( ( 1)), }.k m q k m qu k m q k R k m q u k m q k J x k m q                  F  (25) 

Подставим в (25) вместо Jk + m – q его выражение из (24), вместо x(k + m – q) его выражение через  

x(k + m – (q + 1)), используя (23); возьмем условное математическое ожидание и, преобразовав выра-

жение, получим, что 

  T T
( 1)

1

( ( 1)) ( ) ( ) ( ( 1))
r

j j
k m q

j

J x k m q A Q q A tr Q q T W x k m q  


 
         

 
  (26) 

 

1
T T T ( 1)

( 1)
1

1
T T

( 1)
1

1

2 ( ( 1)) ( ) ( 1) { [ ( 1), 1] / } ( / )

( / )[ { [ ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), 1] / }

( 1) ( )]

q
q i

k m q
i

q

k m q
i

r
j j

j

x k m q A A Q i E B k m i k m i u k m i k

u k m i k E B k m i k m i Q i B k m i k m i

tr Q i T M R k m i u


 

  




  




              

                  

    

F

F

 

1
T T

1 1

1
0

( 1)
1

1

2 2 (
1

( / )

2 ( / ) { [ ( 1), 1] ( 1)

[ ( 1), 1] / } ( / ) ( 1)

( ) ( ( 1)) ( 1) { [ ( 1), 1] /

q q

i l i

q
l i

k m q
i

q

k m q
i

k m i k

u k m i k E B k m i k m i Q i

A B k m l k m l u k m l k tr Q i T

Q q Ax k m q Q i E B k m i k m i



  




  




 


  

            

            

            

F

F 1)} ( / ).u k m i k  

 

Формула (26) совпадает с (24), если в (24) q заменить на q + 1, а значит, согласно принципу ма-

тематической индукции формула (24) верна для всех 1,q m . 

Из (24) и (21) следует, что  

  T T

1

( / ) ( ) ( 1) ( 1) ( )
r

j j

j

J k m k x k A Q m A tr Q m T W x k


 
      

 
 (27) 

 

T T T

1

T T

1

1

1
T T

1 1

2 ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( / )

( / )[ { [ ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), 1] / }

( 1) ( )] ( / )

2 ( / ) { [ (

m
m i

i

m

k
i

r
j j

j

m m

i l i

x k A A Q i B k m i u k m i k

u k m i k E B k m i k m i Q i B k m i k m i

tr Q i T M R k m i u k m i k

u k m i k E B k m i











  

       

                  

       

      

F

 0

1

2 2
1

1), 1] ( 1)

[ ( 1), 1] / } ( / ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( / ).

m
l i

k
i

m

i

k m i Q i

A B k m l k m l u k m l k tr Q i T

Q m Ax k Q i B k m i u k m i k







     

            

        

F

  



9 

Выражение (27) можно записать в матричном виде: 

 
 

T T
1 2

T T 0

1

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( 1) ( )

[2 ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ,
m

i

J k m k x k A Q m R k Ax k Q m Ax k

x k G k F k U k U k H k U k tr Q i T


     

    
  (28) 

где матрицы H(k), G(k), F(k)  имеют вид (7)–(14). 

Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (28) при ограничениях (6), которая эквива-

лентна задаче квадратичного программирования с критерием (5) при ограничениях (4). 

Очевидно, что если ограничения на управляющие воздействия отсутствуют, то оптимальный 

вектор прогнозирующих управлений U(k), минимизирующий критерий (28) на траекториях системы 

(1), определяется уравнением (18). Нетрудно показать, что при этом оптимальное значение критерия 

(28) имеет вид (19). 
 

Заключение 

 

В данной работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадратич-

ному критерию для нелинейных дискретных систем с сериально коррелированными параметрами. Для 

синтеза стратегий управления достаточно знать только условные первые и вторые моменты распределе-

ний вектора случайных параметров. Данный подход позволяет в явном виде учесть ограничения на 

управления. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии включает решение последовательности задач 

квадратичного программирования. Синтезированы стратегии управления с учетом явных ограничений 

на управляющие воздействия. 
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Let the control object is described by the equation: 

 ( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ) ( ( ), ( ), ( 1)),x k Ax k B k k u k f x k u k w k                                        (1) 

where x(k) is the nx-dimensional vector of state; u(k) is the nu-dimensional vector of control; w(k) is the nw-dimensional vector of white 

noses with zero-mean and identity covariance matrix; η(k) is the q-dimensional stochastic vector; w(k) is independent of  

η(k) (k = 0, 1, 2…);  A, B[η(k),k] are the matrices of corresponding dimensions. All of the elements of B[η(k),k] are assumed to be 

linear functions of η(k). 

The function f is defined by its statistical properties as follows: 

 ( ( ), ( ), ( 1)) ( ) 0,E f x k u k w k x k    

    T 0 T T

1

( ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ), ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
r

i i i

i

E f x k u k w k f x k u k w k x k T T x k W x k u k M u k


      

for all x(k), where r = n(n + 1)/2, 
iT  ( 0, )i r , iW and 

iM ( 1, )i r  are positive semidefinite and symmetric matrices. 

Let 1( )k k F be the complete filtration with σ-field kF generated by the {η(s): s = 0, 1, 2, …, k} that models the flow of infor-

mation to the moment k. 

We allow the parameters η(k) to be serially correlated. Let us assume that we know the first- and second-order  conditional moments 

for the stochastic vector η(k) about kF : 

 ( ) / ( ),kE k i k i    F  

 T( ) ( ) ( ),( 0,1,2,...),( , 0,1,2,..., )./ k ijE k i k j k k i j d      F  

We impose the following inequality constraints on the control inputs (element-wise inequality): 

                               min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k                                                            (2) 

where S(k) is the matrix of corresponding dimension. 

For control of system (1) we synthesize the strategies with a predictive control model. At each step k we minimize the quadratic 

criterion with a receding horizon 

T T
1 2

1

( ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1 ) ( 1) ( 1 ) / ( ), },
m

k
i

J k m k E x k i R k i x k i R k i x k i u k i k R k i u k i k x k


               F  

on trajectories of system (1) over the sequence of predictive controls u(k/k), …, u(k + m – 1/k) dependent on information up to moment k, 

under constraints (2), where 1 0, ( 0( ) )R k i R k i     are given symmetric weight matrices of corresponding dimensions, 2 ( )R k i  

is a given vector of corresponding dimension, m is the prediction horizon, k is the current moment. The synthesis of predictive control 

strategies is reduced to the sequence of quadratic programming tasks. 
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