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ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ ОСОБЫХ УПРАВЛЕНИЙ  

В ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ СТУПЕНЧАТЫМИ ДИСКРЕТНЫМИ  

ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 
 

Рассматривается ступенчатая задача оптимального управления, описываемая дискретными двухпараметриче-

скими системами типа Форназини–Маркезини. Установлено необходимое условие оптимальности первого по-

рядка типа принципа максимума Понтрягина и исследован особый случай. 

Ключевые слова: ступенчатая система; дискретная двухпараметрическая система типа Форназини–Мар-

кезини; необходимое условие оптимальности; особые управления. 

 

В работах [1–8 и др.] изучаются различные аспекты задач оптимального управления системами, 

описываемых дискретными двухпараметрическими системами типа Форназини–Маркезини. 

В предлагаемой работе исследуется одна ступенчатая задача оптимального управления, описываемая 

системой Форназини–Маркезини. Получен аналог дискретного принципа максимума. Исследован случай 

его вырождения (особый случай). Частный случай рассматриваемой задачи изучен в [9, 10 и др.]. 
 

1. Постановка задачи 
 

Пусть требуется минимизировать функционал 

 
       1 1 2 2, , ,S u v z t X y t X    (1) 

при ограничениях: 

  ,, rRUxtu        1...,,1,;1...,,1,:,, 001001  XxxxttttxtDxt , 

 
  ,, qRVxtv      1...,,1,;1...,,1,:,, 002112  XxxxttttxtDxt , (2) 

       ,,,,,,1,1 xtuxtzxtfxtz     ,, 1Dxt                       (3) 

 

   

   

   

0 0 0

0 1 0 0 1

0 1 0

, α , , 1,..., ,

, β , , 1,..., ,

α β ,

z t x x x x x X

z t x t t t t t

x t

  

  



      (4) 

 
      ,,,,,,1,1 xtvxtyxtgxty      2, Dxt  , (5) 

    

    

   

    

1 1 0 0

0 2 1 1 2

0 1 0 2 1

, , , , , 1,..., ,

, β , , 1,..., ,

, , β .

y t x G x z t x x x x X

y t x t t t t t

G x z t x t

  

  



                    (6) 

Здесь  uzxtf ,,, ,   vyxtg ,,,  – заданная n  (m)-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности 

переменных вместе с частными производными по z  (y) до второго порядка включительно;  1 z , 

 2 y  – заданные дважды непрерывно дифференцируемые скалярные функции;  α x ,  βi t , 2,1i  – 

заданные дискретные вектор-функции соответствующих размерностей;  xtu ,    xtv ,  – r  (q)-мерный 

вектор управляющих воздействий; U, V – заданные, непустые и ограниченные множества;  zxG ,  – 

заданная m-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными 

производными по z до второго порядка включительно; t0, t1, t2, x0, X – заданные числа, причем разности 

t2 – t1 и X – x0 есть натуральные числа. 
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Отметим, что ступенчатый характер модели заключается в скачкообразном изменении модели при 

переходе точки ),( xt из области D1 в D2. 

Пару     xtvxtu ,,,  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управлением. 

Допустимое управление     xtvxtu ,,, , доставляющее минимум функционалу (1) при ограниче-

ниях (2)–(6), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 

        xtyxtzxtvxtu ,,,,,,,  – оптимальным процессом. 

 

2. Формула для приращения критерия качества.  

Дискретный принцип максимума 

 

Считая         xtyxtzxtvxtu ,,,,,,,   фиксированным допустимым процессом, введем обозначения: 

   1 1, , , ,ψ ψ , , ,H t x z u f t x z u
  , 

   2 2, , , ,ψ ψ , , ,M t x y v g t x y v
  . 

Здесь οψ i , 2,1i  – пока неизвестные n- и m-мерные вектор-функции соответственно. 

Через                   ,,,,,,,,,,,, xtzxtzxtzxtvxtvxtvxtuxtuxtu   

    xtyxty ,,  xty , , обозначим произвольный допустимый процесс и запишем приращение 

функционала качества (1): 

                    .,,,,,,, 22221111 XtyXtyXtzXtzvuSvuSvuS    (7) 

Ясно, что приращение     xtyxtz ,,,   состояния     xtyxtz ,,,   является решением краевой задачи 

            xtuxtzxtfxtuxtzxtfxtz ,,,,,,,,,,1,1  ,                      (8) 

 
 

  ,...,,1,,0,

,...,,1,,0,

1000

000

ttttxtz

Xxxxxtz




                                             (9) 

            ,,,,,,,,,,,1,1 xtvxtyxtgxtvxtyxtgxty                         (10) 

 
       

  ....,,1,,0,

,...,,1,,,,,,,

2110

00111

ttttxty

XxxxxtzxGxtzxGxty



 

                           (11) 

С учетом (8) и (10) будем иметь 

 

   

             

1

0 0

1

0 0

1 1

1

1 1

1 1

ψ , 1, 1

, , , , , , , , , , , , ,ψ , ,

t X

t t x x

t X

t t x x

t x z t x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

 


 

 
   

 

   

   
 





          (12) 

 

   

             

2

1 0

2

1 0

1 1

2

1 1

2 2

ψ , 1, 1

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ , .

t X

t t x x

t X

t t x x

t x y t x

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x

 


 

 
   

 

   

  
 





  (13) 

Выполнив замену переменных 1t , sx 1  получим 

 

           

           

1 1

0 0 0 0 0

1

0 0 0

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1

1 0 0 1 1 1 1

1 1

, 1, 1 ψ 1, 1 , ψ 1, 1 ,

ψ 1, 1 , ψ 1, 1 , ψ 1, 1 ,

t tX X X

t t x x t t x x x x

tX X

x x t t x x

t x z t x t x z t x t x z t x

t x z t x t x z t x t X z t X

 
    

       


    

    

            

            

   

  

  (14) 

           
1

0 0

11

1 1 0 1 0 1 1 1 1ψ 1, 1 , ψ 1, 1 , ψ 1, 1 ,
tX

x x t t

t x z t x t x z t x t X z t X


    

 

               
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       
1 1

0 0 0

1 1 1

1 0 0 1ψ 1, 1 , ψ 1, 1 , ,
t t X

t t t t x x

t x z t x t x z t x
  

  

  

          

           
2 2

1 0 1 0 0

1 1

2 2 2 2 2

1 1 1

, 1, 1 1, 1 , 1, 1 ,
t tX X X

t t x x t t x x x x

t x y t x t x y t x t x y t x
 

    

       

                   

           
2

0 1 0

1

2 1 1 2 2 2 2

1 1

1, 1 , 1, 1 , 1, 1 ,
tX X

x x t t x x

t x y t x t x y t x t X y t X


    

    

                  

 

           
0

1

2 2 0 2 0 2 2 2 2 1 11, 1 , 1, 1 , 1, 1 ,
X

x x

t x y t x t x y t x t X y t X


    



               (15) 

           
2

0 1

11

2 1 0 1 0 2 1 1 21, 1 , 1, 1 , 1, 1 ,
tX

x x t t

t x y t x t x y t x t X y t X


    

 

                 

       
2 2

1 1 0

1 1 1

2 0 0 21, 1 , 1, 1 , .
t t X

t t t t x x

t x y t x t x y t x
  

  

  

            

Полагая 

          2 2 1 1 2 1 1, , 1, 1 , 1, 1 , ,N z x t x y t x t x G x z t x
           

и учитывая тождества (14), (15), в (7) имеем 

 
  

   
  

 

  
   

  
     

           
1

0 0 0

2

1 1 1 1

1 1 12

2

2 2 2 2

2 2 2 1 1 12

11 1

1 1 1 1 1

, ,1
, , , ,

2

, ,1
, , , 1, 1 ,

2

1, 1 , 1, 1 , 1, 1 ,
tX X

x x t t x x

z t X z t X
S u v z t X z t X z t X

z z

y t X y t X
y t X y t X y t X t X z t X

y y

t x z t x t X z t X t x z t x

 

 

 



 
    

  

  
      

 

  
         

 

                
1

0

1t

t t







 

             

        

               

 

1

0 0

1

0 0

1

0 0

1 1

1 1

1 1

, , , , , ,ψ , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,

1
,

2

t X

t t x x

t X

z

t t x x

t X

z z

t t x x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

H t x z t x u t x t x z t x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x z t x

z t x H

 
    

 

 
  

 

 
    

 

    
 

   


      
 

 







        

                 

        

1

0 0

1

0 0

1

0 0

1 1

1

1 1

1 1

1 1
2 2 2

1 1 2 2 3

, , , , , , , ,

1
, , , , , , , , , , , , , , , ,

2

, , ,

t X

zz

t t x x

t X

zz zz

t t x x

t X

t t x x

t x z t x u t x t x z t x

z t x H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x z t x

z t X y t X z t x

 
  

 

 
    

 

 

 

  

       
 

        







 

           

           

         

0

0

0 0

1

2 2 2 2 2 2 2 1

1

1 2 1 1 2 1 1

1 1
2

1 2 1 1 4 1

1, 1 , ψ 1, 1 , , , ,

, , , , , , , ,

1
, , , , , ,

2

X

z

x x

X

zz z

x x

X X

zz

x x x x

t X y t X t x y t x N z X z t X

z t X N z t X z t X N z t x x z t x

z t x N z t x x z t x z t x


    




   



 
 

 

           

       

       





 

 

 

       
2 2

1 1 0

1 1 1

2 21, 1 , ψ 1, 1 ,
t t X

t t t t x x

t X y t X t x y t x
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Если предполагать, что     1 2, ,ψ ,t x t x   является решением системы разностных уравнений 

 
   1ψ 1, 1 ,zt x H t x    ,                             (17) 

      1 1 1 1 11, 1 , , ψ 1,zt x G x z t x t x       , 

 1ψ 1, 1 0t X    , 
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

, 

 
   2ψ 1, 1 ,yt x M t x    ,                                       (18) 
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то формула приращения (16) примет вид 
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Предположим, что множества 

            ,,,,,,,,,,:,,,, 111 DxtUxtuxtuxtzxtfUxtzxtf    

             222 ,,,,,,,,,:,,,, DxtVxtvxtvxtyxtgVxtyxtg                     (20) 

выпуклы. 

Пусть  1,0  – произвольное число, а   Uxtu , ,   1, Dxt  ,   Vxtv , ,   2, Dxt   – произвольные 

допустимые управляющие функции. Используя произвольность допустимых управляющих функций 

 xtu , ,  xtv , , вместо них возьмем допустимые управляющие функции  ;, xtu ,  ;, xtv  таким обра-

зом, чтобы выполнялись соотношения: 
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          (21) 

   0 , ;εz t x x  ,    Xxxx ,...,1, 00  , 

    0 1, ;εz t x t ,     
0 0 1, 1,...,t t t t  ,                                                (22) 
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                (23) 

    1 1, ; , , ;εz t x G x z t x  ,     Xxxx ,...,1, 00  , 

    0 2, ;εy t x t ,     211 ,...,1, tttt  .               (24) 

Введем обозначения 

 

 
 

0

, ;ε
,

z t x
t x




 


,                                                 (25) 

 

 
 

0
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,

y t x
t x




 


.                                                  (26) 

Учитывая условия, наложенные на правые части уравнений (8), (10), получим, что 

 
         , ;ε , , ;ε ε , ε; ,z t x z t x z t x t x t x

      ,                   (27) 

 
         ε, ;ε , , ;ε ε , ε; ,y t x y t x y t x t x t x      ,                        (28) 

где  α ,t x  и  β ,t x  являются решениями краевых задач 

  
    

        ,

, , , , ,
1, 1 , , , , , ,

u t x
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      


,            (29) 

 0α , 0t x  ,   Xxxx ,...,1, 00  , 

  0α , 0t x  ,   100 ,...,1, tttt  ,                                 (30) 

 

 
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y

 

 

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      1 1 1β , , , α ,zt x G x z t x t x ,   Xxxx ,...,1, 00  , 

  0β , 0t x  ,   211 ,...,1, tttt  .                                 (32) 

Учитывая разложения (27), (28), из формулы (19) получим 
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                         (33) 

Из разложения (33) в силу независимости и произвольности допустимых управлений  xtu ,  и 

 xtv ,  получаем справедливость следующего утверждения. 

Теорема 1. Если множества (20) выпуклы, то для оптимальности допустимого управления 

    xtvxtu ,,,   в задаче (1)–(6) необходимо, чтобы неравенства 
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t

tt

X

xx

xtv xtxtvxtyxtM ,                            (35) 

выполнялись для всех   Uxtu , ,   1, Dxt  ,   Vxtv , ,   2, Dxt   соответственно. 

Пара соотношений (34), (35) является аналогом дискретного условия принципа максимума Понт-

рягина для рассматриваемой задачи. 

 

3. Особый случай дискретного принципа максимума 
 

Рассмотрим случай вырождения аналога дискретного условия максимума. 

Определение. Допустимое управление     xtvxtu ,,,   назовем особым в смысле принципа 

максимума Понтрягина управлением в задаче (1)–(6), если для всех   Uxtu , ,   1, Dxt  ,   Vxtv , , 

  2, Dxt   выполняются соотношения 
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Случай выполнения тождеств (36), (37) назовем особым случаем. 

В особом случае из разложения (33) вытекает справедливость утверждения. 

Теорема 2. При сделанных предположениях для оптимальности особого управления 

    xtvxtu ,,,   необходимо, чтобы вдоль процесса         xtyxtzxtvxtu ,,,,,,,   выполнялись  

неравенства 
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где  xt,  есть решение краевой задачи (29), (30), а  1β ,t x есть решение задачи 
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  1 0 1 1 2β , 0, , 1,..., ,t x t t t t                                               (40) 
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где  2β ,t x  есть решение задачи 
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 2 1 0 0β , 0, , 1,..., ,t x x x x X    

  2 0 1 1 2β , 0, , 1,...,t x t t t t   .                                (43) 

Неравенства (38), (41) являются неявными необходимыми условиями оптимальности особых 

управлений. Используя их, получим явное необходимое условие оптимальности. 

Решение  ,t x  краевой задачи (29), (30) допускает представление [8] 
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1E  –  nn  единичная матрица). 
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Тогда решения задач (39)–(40) и (42), (43) допускают соответственно представления 
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Используя представление (44), (45), получим 
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(50) 
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  (51) 

Далее при помощи представления (46) получаем, что 
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(54)  

Введем матричные функции  τ, , ,K s m ,  τ, , ,L s m : 

            
  

1 1 1

1 1

max , 1 max , 1

, , , , ; , , , , , , , , , ; ,
t X

zz

t x s m

K s m R t x s H t x z t x u t x t x R t x m
 

  

    

       

 
  

 
2

1 1

1 1 1 12

,
, ; , , ; ,

z t X
R t X s R t X m

z

 
  


 

        
 

2

1

1 1

1 2

max , 1

, ; , , , , , , , ,
t X

yy

t t x s m

Q t x s M t x y t x v t x t x
 

  

  

      

 
  

 
2

2 2

2 22

,
, ; , , ; , ,

y t X
Q t X s Q t X m

y

 
 


 

   
  

 

          
  

2

2 ο

2 2

2 2 2 22

1 1
ο ο ο

2 2 2 2 2

max , 1 max , 1

,
τ, , , , ; τ, , ; ,

, ; τ, , , , , , ,ψ , , ; , .
t X

yy

t x s m

y t X
L s m R t X s R t X m

y

R t X s M t x y t x v t x t x R t X m


 

   

 
  



  

 

Учитывая тождества (47)–(54) и выражения для  msK ,,,  ,  msL ,,,   неравенства (38), (39) 

записывается в виде: 
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 
    

 
    
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ο ο ο
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ο ο

,
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2 τ, , τ, , τ, ,ψ τ, τ, ; ,

, , , , , 0.

t tX X

v s v m
t s x t m x

t tX X

yv s
t t x x t s x

v t x

g s y s v s L s m g m y m v m

M s y s v s s R s t x

g t x y t x v t x

  

   

  

     

  

 
   

 

 



    (56) 

Теорема 3. Пусть множества (20) выпуклы. Тогда для оптимальности особого в смысле прин-

ципа максимума Понтрягина управления     ο ο, , ,u t x v t x  необходимо, чтобы неравенства (55), (56) 

выполнялись для всех  ,u t x U ,   1,t x D ,  ,v t x V ,   2,t x D  соответственно. 

 

Заключение 

 

В статье изучается одна дискретная двухпараметрическая задача оптимального управления, опи-

сываемая системой Форназини–Маркензини. При помощи метода приращений доказаны необходимые 
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условия оптимальности в форме дискретного принципа максимума. Исследован случай вырождения 

дискретного условия максимума. Установлено необходимое условие оптимальности особых управ-

лений. 

Авторы выражают глубокую благодарность рецензенту за полезные замечания, способствующие 

улучшению первоначального варианта статьи. 
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Let be required to minimize the functional 

 
       1 1 2 2, , ,S u v z t X y t X   ,                                                 (1) 

with constraints 

 , ,ru t x U R       1 0 0 1 0 0, , : , 1,..., 1; , 1,..., 1t x D t x t t t t x x x X        , 

 
 , ,qv t x V R      2 1 1 2 0 0, , : , 1,..., 1; , 1,..., 1t x D t x t t t t x x x X        ,             (2) 

 
      1, 1 , , , , , ,z t x f t x z t x u t x      1, ,t x D                                           (3) 

 

   

   

   

0 0 0

0 1 0 0 1

0 1 0

, α , , 1,..., ,

, β , , 1,..., ,

α β ,

z t x x x x x X

z t x t t t t t

x t

  

  



                                           (4) 

 
      1, 1 , , , , , ,y t x g t x y t x v t x       2,t x D ,                   (5) 

 

    

   

    

1 1 0 0

0 2 1 1 2

0 1 0 2 1

, , , , , 1,..., ,

, β , , 1,..., ,

, , β .

y t x G x z t x x x x X

y t x t t t t t

G x z t x t

  

  



                                             (6) 
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Here  , , ,f t x z u ,   , , ,g t x y v  is a given n (m)-dimensional vector function that is continuous with respect to the set of variables 

together with its partial derivatives with respect to z (y) up to the second order inclusive, φ1(z), φ2(y) are given twice continuously 

differentiable scalar functions,  α x ,  βi t , 1,2i   are given discrete vector-valued functions of corresponding dimensions,  ,u t x  

  ,v t x  is r (q)-dimensional control actions vector, U, V are given non-empty and bounded sets,  ,G x z  is a given m-dimensional 

vector-valued function continuous with respect to the set of variables together with its partial derivatives with respect z up to second 

order inclusive, 
0 1 2 0, , , ,t t t x X  are given numbers, and the differences 

2 0t t  and 
0X x  are integers. 

The first order necessary optimality conditions of the Pontryagin maximum principle type is established and singular case is inves-

tigated. 
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