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АНАЛИЗ В ПЕРЕХОДНОМ РЕЖИМЕ СЕТИ  

С НЕТЕРПЕЛИВЫМИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ  

И ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ 
 

Проведено исследование в переходном режиме открытой сети, в которую поступают простейшие потоки по-

ложительных и отрицательных заявок различных типов. Обслуживания требуют только положительных заявки. 

Время пребывания в очереди СМО для положительных и отрицательных заявок ограничено случайными вели-

чинами, имеющими экспоненциальное распределение с параметрами, различными для каждого типа заявок. 

Отрицательная заявка определенного типа, время ожидания в СМО которой закончилось, уменьшает количе-

ство положительных заявок такого же типа в СМО на единицу, если такие заявки в ней есть. Для нахождения 

нестационарных вероятностей состояний сети предложен модифицированный метод последовательных при-

ближений, совмещенный с методом рядов. 

Ключевые слова: G-сеть; положительные и отрицательные заявки различных типов; модифицированный ме-

тод последовательных приближений, совмещенный с методом рядов. 

 

Рассмотрим открытую G-сеть массового обслуживания [1] с n однолинейными системами мас-

сового обслуживания (СМО), в которую поступают положительные и отрицательные заявки r типов.  

В i-ю СМО из внешней среды поступает простейший поток обычных заявок (положительных) с интен-

сивностью 
  и дополнительный поток отрицательных заявок, который также является простейшим, с 

интенсивностью ni ,1,  . Все поступающие потоки независимы. Каждая положительная заявка 

входного потока независимо от других заявок направляется в i-ю СМО как заявка типа c c вероятно-

стью 
icp0 ,  

 


n

i

r

c
icp

1 1
0 .1  Длительности обслуживания положительных заявок в i-й СМО c-го типа рас-

пределены по  экспоненциальному закону с параметром iс . 

В сети циркулируют не только положительные заявки, но и отрицательные [2]. Каждая отрица-

тельная заявка входного потока независимо от других отрицательных заявок направляется в i-ю СМО 

как отрицательная заявка типа c c вероятностью 
 

 
n

i

r

c

icic pp
1 1

00 1,  и через случайное время уничто-

жает одну положительную заявку типа c. После окончания обслуживания положительной заявки типа c 

в i-й СМО она направляется в j-ю СМО с вероятностью 

icjsp  опять как положительная заявка типа s,  

а с вероятностью 

icjsp  – как отрицательная заявка типа s, и с вероятностью    
 


n

j

r

c
icjsicjsic ppp

1 1
0 1  

уходит из сети, rscnji ,1,,,1,  .  

Каждая положительная заявка типа c, находящаяся в системе, имеет время ожидания, ограничен-

ное экспоненциально распределенной случайной величиной (СВ) с параметром ic . Отрицательная заявка, 

находящаяся в системе, остается в очереди случайное время, имеющее экспоненциальное распределе-

ние с параметром .,1,,1, rcniic   Положительная заявка типа c, время ожидания которой в очереди 

i истекло, мгновенно переходит в j-ю СМО и становится положительной заявкой типа s c вероятностью 



icjsq  или отрицательной заявкой типа s c вероятностью 
icjsq , а с вероятностью    

 


n

j

r

c
icjsicjsic qqq

1 1
0 1  

уходит из сети, rscnji ,1,,,1,  . 



61 

Такую сеть можно применить при моделировании реальных сетей связи, в которых при передаче 

запроса (положительной заявки) в систему связи часто устанавливается так называемый тайм-аут, ис-

течение которого означает, что передача запроса не укладывается в планируемый интервал времени, 

после чего данный запрос удаляется из очереди. Отрицательные заявки при этом могут описывать ви-

русы в системе, которые начинают действовать через случайное время. 

Под состоянием сети будем понимать вектор 

   tlllllllllkkkkkkkkktlk nrnnrrnrnnrr ,,...,,,...,,...,,,,...,,,,...,,,...,,...,,,,...,,,, 212222111211212222111211


, 

который образует цепь Маркова с непрерывным временем и счетным числом состояний, здесь ick  
и icl

 
соответственно число положительных и отрицательных заявок типа c в i-й СМО в момент времени t, 

rcni ,1,,1  . Требуется найти вероятности состояний сети в переходном режиме. 

Следует отметить, что выражения для таких вероятностей состояний в стационарном режиме  

в форме произведения, когда под состоянием сети понимается вектор типов заявок, были найдены  

в работах [1–3].  При этом предполагается, что отрицательные заявки фиксированного типа воздей-

ствуют только на положительные заявки того же типа. В работе [4] рассматривалась марковская сеть 

со случайным временем пребывания в очередях различных типов положительных, отрицательных за-

явок и сигналов, причем очереди в СМО сеть отдельно формировались для этих типов заявок и сигна-

лов. Под состоянием сети понимался вектор числа заявок; также найдено стационарное распределение 

вероятностей сети в форме произведения. 

Для нахождения вероятностей состояний G-сети в переходном (нестационарном) режиме ранее 

применялся приближенный метод, основанный на использовании аппарата многомерных производя-

щих функций [5], при предположении, что СМО сети функционируют в условиях высокой нагрузки.  

В данной работе это предположение снято. 

 

1. Система разностно-дифференциальных уравнений Колмогорова  

для вероятностей состояний сети 

 

Пусть icI – нулевой вектор размерности rn , за исключением компоненты с номером   ,1 cir   

которая равна единице, 00I  – rn  вектор, состоящий из нулей,  tlkP ,,


 – вероятность состояния  tlk ,,


, 

 xu  – единичная функция Хевисайда. 

Возможны следующие переходы нашей цепи Маркова процесса в состояние  ttlk ,,


 за время 

Δt:  

1) из состояния  ,tlIk js


, , в этом случае в j-ю СМО за время Δt поступит положительная заявка 

типа s с вероятностью    0λ js jsu k t o t    , ;,1,,1 rsnj   

2) из состояния  t,Ilk js


, , при этом в j-ю СМО за время Δt поступит отрицательная заявка типа 

s с вероятностью    0λ ic icu l t o t    , ;,1,,1 rsnj   

3) из состояния  tlIk ic ,,


 , в этом случае за время Δt положительная заявка типа с после обслу-

живания или по истечении времени ожидания в i-й СМО уходит из сети во внешнюю среду; суммарная 

вероятность таких событий равна  0 0μ θ  ( )iс ic iс iсp q t o t    , ;,1,,1 rcni   

4) из состояния  t,IlIk iсiс 


, , в данном случае в i-ю СМО после истечения времени ожидания 

в ней отрицательной заявки типа с она уничтожает в этой СМО положительную заявку своего типа, 

вероятность такого события равна

 

 μ ,iс t o t  
 

;,1,,1 rcni   

5) из состояния  t,Il,k iс


, при этом в i-й СМО время ожидания отрицательной заявки типа c в  

i-й СМО закончилось, и в момент времени t в ней не было положительных заявок; вероятность такого 

события равна

 

    μ 1   iс iсu k t o t     , ;,1,,1 rcni   



62 

6) из состояния  tlIIk jsic ,,


 , в данном случае время обслуживания или ожидания положи-

тельной заявки типа c в i-й СМО закончилось, и она направляется в j-ю СМО снова как положительная 

заявка типа s с вероятностью      μ θic icjs ic icjs jsp q u k t o t     , ;,1,,,1, rscnji   

7) из состояния  tIl,Ik jsic ,


, при этом время обслуживания или ожидания положительной 

заявки типа c в i-й СМО закончилось и она направляется в j-ю СМО как отрицательная заявка типа с; 

вероятность такого события равна      μ θ  iс icjs ic icjs jsp q u l t o t     , ;,1,,,1, rscnji   

8) из состояния  tlk ,,


, в этом случае за промежуток времени t  состояние сети не изменилось, 

при этом в каждую СМО не поступает ни положительные ни отрицательные заявки любого типа, в них 

за время t  не обслужилось, ни ушло из очереди ни одной отрицательной заявки любого типа; вероят-

ность такого события равна  
1

1 λ λ μ θ  μ
n

iс iс iс

i

t o t  



 
          

 
 ;  

9) из остальных состояний с вероятностью )( to  . 

Тогда, используя формулу полной вероятности, получаем, что нестационарные вероятности со-

стояний рассматриваемой сети удовлетворяют следующей системе разностно-дифференциальных 

уравнений (РДУ): 

 
   

1 1

, ,
λ λ μ θ  μ , ,

n r

iс iс iс

i с

dP k l t
P k l t

dt

  

 

 
         

 
  

       0 0

1 1 1 1

λ , λ ,
n r n r

js js js js js js

j s j s

p u k P k I l,t p u l P k l I ,t   

   

       

          0 0

1 1 1 1 1 1

μ θ , , μ , , μ 1 , ,
n n n r n r

iс ic iс iс ic iс ic ic iс ic ic

i c i c i c

p q P k I l t P k I l I t u k P k l I t 

     

           

     
, 1 , 1

μ θ , ,
n r

ic icjs ic icjs js ic js

i j c s

p q u k P k I I l t 

 

      

        
, 1 , 1

μ θ , , .
n r

iс icjs ic icjs js ic js

i j c s

p q u l P k I l I t 

 

                                 (1) 

 

2. Нахождение вероятностей состояний G-сети  

методом последовательных приближений 

 

Систему РДУ (1) можно представить в виде: 

           
 


n

ji

r

sc
jsicicjs tlIIkPktlkPk

dt

tlkdP

1, 1,

,,,,
,, 


 

 

         ,,,,,,
1, 1, 1, 1,

1
    
   


n

ji

r

cs

n

ji

r

cs
jsicicjsjsicicjs tIlIkPlktIlIkPk


           (2) 

где 

       ic

1 1

λ λ μ θ u k  μ ,
n r

iс iс iс ic

i c

k u l  

 

      
   

       0 0 0 0 0 0 0δ δ λ δ δ μ μ θ ,icjs i c js j s iс ic iс iс ic icjs ic icjs jsk p p q p q u k           

       0i 0c 0, δ δ λ μ θ ,icjs js js iс icjs ic icjs jsk l p u l p q u l         

       -

ic 0j 0sμ δ δ 1 μ 1 δ 1 δ ,icjs ic ic ij csk u k      
1, ,

δ
0, .

ij

i j

i j


 


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Из (2) следует, что 

           









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xktk xlIIkPkelkPetlkP

1, 1,0

,,0,,,,
 

 

 

         .,,,,,
1, 1,1, 1,

1












    
 



 

 dxxIlIkPlkxIlIkPk
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r
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jsicicjs
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



            (3) 

Пусть  tlkPq ,,


 – приближение  tlkP ,,


 на q-й итерации,  tlkPq ,,1




 – решение системы (2) , получен-

ное методом последовательных приближений. Тогда из (3) вытекает, что 

           


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
           (4) 

В качестве начального приближения возьмем стационарное распределение  

     tlkPlkPtlkP
t

,,lim,,,0






, 

которое удовлетворяет соотношению 

         
 


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,,
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        .,,,
1, 1,1, 1,
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    
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Для последовательных приближений справедливы следующие утверждения. 

Теорема 1. Последовательность    ...,2,1,0,,, qtlkPq


, построенная по схеме (4), при любом 

ограниченном по t нулевом приближении     1,,0,,,0  tlkPtlkP


 сходится при m  к единствен-
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и из (8) следует, что неравенство (6) имеет место. 
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Аналогично, как при доказательстве неравенства (6), можно показать, что 
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Правая часть этого неравенства стремится к нулю, как общий член сходящегося ряда 
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коэффициенты которого удовлетворяют рекуррентным соотношениям (10) с учетом (11), (12), где 
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Доказательство. Докажем, что коэффициенты степенного ряда (9) удовлетворяют рекуррент-

ным соотношениям (10). Подставим последовательные приближения (9) в (4). Тогда, учитывая, что 
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получим 
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Используя обозначения (10), этот ряд можно переписать в виде: 
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Поменяв местами индексы суммирования и разлагая   tke
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Приравнивая в левой и правой части выражения (13) коэффициенты при tm, получим соотноше-

ния (10) для коэффициентов ряда (9). 

Для нахождения радиуса сходимости степенного ряда (9) воспользуемся формулой Коши–Ада-
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Из (10) следует, что        

 
  .0,,

!1
0,

!
,

1

0

1

1

1 






 











 mlkD

k

u
kP

m

k
lkd

m

u

quu

um

mq








 

Покажем, что   ,1,0,1,,  muqlkDqu


 ограничено конечным значением  lkС


,1 . Из ограни-

ченности  0,, lkP


 и определения  lkDqu


,  следует, что  

      



 

 


n

ji

r

sc
jsicicjs lIIkdkФlkD

1, 1,
0000 ,,


 

          .,,,, 00

1, 1,

00

1, 1,

00
1 lkCIlIkdlkIlIkdk

n

ji

r

sc

jsicicjs

n

ji

r

sc

jsicicjs




 



 

 





   

Здесь  lkC


,00
  – некоторая ограниченная величина, а все   ...,2,1,0,0  llkD l


 Поскольку 

       lkDlkDlkDlkD qq


,,...,, 00102010





  , то из (11) следует, что     .1,,, 0010 


 qlkClkDq


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Докажем справедливость неравенства (12) для m. Используя (8), получим 
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Поскольку 
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Поэтому, как следует из (11), радиус сходимости степенного ряда (5) равен  . 

Отметим, что в работе [6] описывается метод решения линейных бесконечных систем дифферен-

циальных уравнений (ДУ) с постоянными коэффициентами, основанный на применении преобразований 

Лапласа к построению решений. В [7] устанавливается взаимно однозначное соответствие между реше-

ниями ДУ бесконечного порядка и бесконечной системы линейных ДУ первого порядка. В [6, 7] предло-

жено для нахождения решения ДУ бесконечного порядка использовать метод последовательных прибли-

жений, но сами приближения находятся достаточно сложно [8]. В данном подразделе для нахождения 

ожидаемых доходов в системах открытой G-сети МО предложена методика решения бесконечных си-

стем ДУ методом последовательных приближений, совмещенным с методом рядов. 

Пример 1. В данном примере количество СМО в сети n = 5. Пусть вероятности поступления 

заявок типа c в i-ю систему равны соответственно:  
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Пусть интенсивности входящих потоков положительных и отрицательных заявок равны соответ-

ственно 100  и 90 . Пусть интенсивности обслуживания заявок типа c в СМО сети равны 
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,01,0,011,0,012,0,01,0 1211111311121111   pppp ,012,0,01,0,011,0,012,0 1312131112131212   pppp  

,012,0,01,0,012,0 111211111313   ppp ;033,0;036,0;03,0 112311221121   ppp ,011,01113 
p 

1211p  

,011,0,012,0,01,0 12131212   pp ,012,0,012,0,01,0 131313121311   ppp ;03,01221 
p ;036,01222 

p  

;033,01223 
p ;036,0;036,0;03,0 132313221321   ppp ,012,0,01,0 11221121   pp ,01,0,011,0 12211123   pp  

,011,0,012,0 12231222   pp ,006,0,005,0,005,0,012,0,012,0,01,0 212112111132313221321  
iii pppppp

,006,0,006,0,005,0,0055,0 313213113312  
iiii pppp ,005,0,0055,0,006,0,005,0 112311211111  

iiii pppp

,012,0,01,0;05,0,5,3,006,0,006,0,005,0,0055,0,006,0 21222121110313213113311211   pppippppp iiiii  
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;02,0;03,0 120120  pp  
32121122111231323122311 ,012,0,01,0,012,0,012,0,01,0 ipppppp  

,012,0,0055,0,006,0,024,0,01,0,011,0,0055,0 2212312212232322112113321   ppppppp iii  

 
223232122212223212322221222121123123 ,02,0,022,0,024,0,02,0,005,0 iii pppppppppp  

,01,0,011,0,006,0 22212123221221223   ppppp iii ,01,0,011,0,012,0 232122232222   ppp  

,5,3,,012,0,012,0 33332323   jipppp jijijiji

,01,0,012,0,012,0,5,2,03,0;07,0;1,0,005,0 232323222321302010121121   pppippppp iiiii  

.024,0,02,0,01,0,011,03,1,,5,1,,
30

1
,

90

1
,,

45

1
23222321231122130   ppppscjiqqjiq icicisicjs  

Найдём  tkP ,


, где  tk ,2,2,2,1,1,3,1,2,2,1,1,2,1,1,1,5,5,5,4,4,4,3,3,3,2,2,2,1,1,1


 при условии, что состояние 

 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2  было начальным. Расчёты показали, что   .1075
0

teta   

Количество членов ряда, вычисляемых по формуле (5), находилось при использовании соотно-

шения   ,, **  lkdql


 где    ,,max,:,

,

**** lkdlkdmk qm
lk

qm




   а количество итераций q, используя не-

равенство     .,,,,1  tlkPtlkP qq


 Получили, что количество итераций ,105* q а членов ряда 

.80* m   

 
Рис. 1. Вероятность состояния k


на отрезке времени [0; 6] 

Время выполнения программы на компьютере с параметрами Intel(R) Pentium(R) Dual CPU G860 @ 

3.00GHz 4Gb приблизительно равнялось 5 час. На рис. 1 представлен график этой вероятности.   

 

Заключение 

 

В работе проведено исследование марковской G-сети массового обслуживания с нетерпеливыми 

положительными и отрицательными заявками различных типов в случае, когда отрицательная заявка 

может уничтожать одну положительную заявку своего типа. Для нахождения нестационарных вероят-

ностей состояний предложено использовать модифицированный метод последовательных приближений, 

совмещенный с методом рядов, который позволяет сделать это за приемлемое процессорное время. 

Дальнейшие исследования в этом направлении могут быть связаны с нахождением ожидаемых 

доходов в таких сетях с доходами. 
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The article explores the network with impatient positive and negative applications of multiple classes, in the case where a negative 

customer removes one positive customer of its type. The i-th queuing system (QS) from the external environment receives the simplest 

flow of positive requests with intensity   and an additional flow of negative requests, which is also the simplest with intensity 

ni ,1,  . All incoming streams are independent. Each positive request of the input stream, regardless of other requests, is sent to 

the i-th QS as a request of type c with probability 

icp0 ,  

 


n

i

r

c
icp

1 1
0 .1   

Each negative entry of the input stream, regardless of other negative requests, is sent to the i-th QS as a negative claim of type c 

with probability  
 


n

i

r

c
icic pp

1 1
00 1, , and after a random time destroys one positive claim of type c. After the end of the service of the 

positive requests of type c in the i-th QS, it is sent to the j-th QS with probability 
icjsp  again as a positive requests of type s, and with 

probability 

icjsp  as a negative request of type s, and with probability    

 


n

j

r

c
icjsicjsic ppp

1 1
0 1  leaves the network, 

rscnji ,1,,,1,  . 

Each positive claim of type c in the system has a waiting time limited by an exponentially distributed random variable with a 

parameter 
ic . A negative claim that is in the system remains in the queue a random time that has an exponential distribution with the 

parameter .,1,,1, rcniic 
 Positive request of type c, the waiting time in queue i has expired, instantly passes into the j-th of the 

QS and becomes a positive requests of type s with a probability 
icjsq  or negative requests of type s with probability 

icjsq , but with 

probability    
 


n

j

r

c
icjsicjsic qqq

1 1
0 1  leaves the network rscnji ,1,,,1,  . 

In the first part (Theorem 1) a difference-differential equations system is derived, which is satisfied by the probabilities of the states 

of such a network. It can be represented in a general form 

           
 


n

ji

r

sc
jsicicjs tlIIkPktlkPk

dt

tlkdP

1, 1,

,,,,
,, 


 

          ,,,,,,
1, 1, 1, 1,

1
    
   


n

ji

r

cs

n

ji

r

cs
jsicicjsjsicicjs tIlIkPlktIlIkPk


 (1) 

where  tlkP ,,


 is the probability of the state  tlk ,,


,         lkkkk icjsicjsicjs


,,,, 1    are some bounded negative functions. To solve 

system (1) it is suggested to use an algorithm based on the application of the modified method of successive approximations combined 
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with the method of series. This allows to find the probabilities of network states for acceptable CPU time. The tendency of successive 

approximations is proved for a stationary distribution of probabilities and their convergence to a unique solution of the system (1). 
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