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УСТАНОВИВШЕЕСЯ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ СТЕПЕННОЙ
ЖИДКОСТИ В ПЛОСКОМ/ОСЕСИММЕТРИЧНОМ КАНАЛЕ1

Представлены результаты исследования одномерного установившегося
течения степенной жидкости в круглой трубе / плоском канале с учетом вяз-
кой диссипации и зависимости консистенции среды от температуры.
Численные решения сформулированных задач получены с использованием
конечно-разностного метода. Проведены параметрические исследования.
Получены характерные распределения скорости, температуры, вязкости и
диссипативной функции в сечении канала/трубы при разных значениях оп-
ределяющих параметров. Численно реализован алгоритм определения кри-
тических значений параметра задачи, разделяющих области существования
и отсутствия устойчивого стационарного решения. Получены критические
значения параметра, выше которых реализуется режим гидродинамического
теплового взрыва. Построены зависимости параметра от показателя нели-
нейности степенного реологического закона, выделяющие область устойчи-
вых стационарных решений. Результаты расчетов согласуются с аналитиче-
ским решением.
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Ламинарные течения неньютоновской жидкости в плоских каналах и в круг-
лых трубах реализуются во многих технических приложениях. В частности, при
переработке полимерных материалов в текучем состоянии осуществляются тече-
ния между параллельными плоскостями и в трубах кругового сечения в элементах
технологической оснастки. В общем случае течения вязкой жидкости являются
неизотермическими, что обуславливается диссипацией механической энергии,
возможными химическими источниками тепла, различными условиями теплооб-
мена на границах области, физические характеристики среды при этом зависят от
температуры. Решение задач о неизотермических течениях неньютоновских жид-
костей с учетом диссипации механической энергии и зависимости реологических
характеристик от температуры связано со значительными трудностями. Поэтому в
большинстве случаев теоретические исследования течения и теплообмена при пе-
ременных физических характеристиках жидкости выполнены приближенными
или численными методами при использовании ряда упрощающих допущений.
Математические постановки задач о стационарных неизотермических течениях
вязкой среды в одномерном приближении допускают получение решений в ана-
литической форме. Первые работы, в которых представлены аналитические реше-
ния таких задач, появились в середине прошлого столетия [1−4]. Устойчивость
получаемых стационарных решений и связанное с этим явление гидродинамиче-
ского теплового взрыва обсуждаются в работах [5, 6]. Результаты исследований
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подобных течений описываются также в соответствующих монографиях, напри-
мер [7−9]. Математические аспекты устойчивости получаемых стационарных ре-
шений рассматриваются в книге [10]. Следует отметить, что обсуждаемые одно-
мерные задачи до сих пор привлекают внимание исследователей и появляются
публикации, содержащие решения для течений с более сложной реологией, раз-
личными условиями теплообмена на границах с применением технологий анали-
тического либо численного анализа [11, 12]. Аналитические решения описывают
течения в определенных условиях. Кроме того они используются для тестирова-
ния численных решений, а также в качестве начальных и граничных условий для
задач в более общей постановке, возникающих, например, при моделировании
транспорта жидкости в каналах сложной геометрии, процессов экструзии и литья
под давлением, реализуемых в технологии переработки полимеров [13−16]. Фор-
ма аналитических решений рассматриваемых задач зависит от типа граничных
условий и вида функциональной зависимости реологических характеристик от
температуры. В этой связи в случае использования распределений скорости и
температуры для одномерного стационарного течения в качестве граничных ус-
ловий для полной постановки задачи, например на входной границе области ре-
шения, часто требуется модификация существующих либо получение новых ана-
литических решений, соответствующих условиям общей задачи. С другой сторо-
ны несложно получить численное решение одномерной задачи и, можно числен-
ную процедуру нахождения граничных значений искомых функций в одномерном
приближении включать в общий вычислительный алгоритм. В большей степени
именно с этой целью в работе рассматриваются одномерные неизотермические
стационарные течения степенной жидкости и предлагается численный алгоритм
их исследования.

Постановка задачи

Рассматривается установившееся течение неньютоновской несжимаемой жид-
кости в плоском/осесимметричном канале под действием заданного перепада дав-
ления с учетом вязкой диссипации. Реология жидкости описывается степенным
законом Оствальда – де Виля с экспоненциальной зависимостью консистенции от
температуры. Течение предполагается ламинарным и одномерным. Используемые
системы координат представлены на рис. 1.

H
R/

x
0

y r/

Рис. 1. Система координат
Fig. 1. Coordinate system
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Течение описывается уравнениями движения и теплопереноса, которые с уче-
том сделанных допущений запишутся следующим образом:

22

2, 0;v p T v
y y x yy

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞η = λ + η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(1)
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∂ ∂ ∂ λ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞η = + η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(2)

Уравнения (1) записаны для плоского канала, (2) – для круглой трубы. Здесь v
– скорость, T – температура, y и r – поперечная и радиальная координаты декарто-
вой и цилиндрической систем координат соответственно, /p x∂ ∂ – продольная со-
ставляющая градиента давления, λ – коэффициент теплопроводности.

Система (1) или (2) замыкается реологическим законом, согласно которому
эффективная вязкость η определяется выражением

( )0 1
0( , ) e nT TT k −−β −η γ = γ� � .

где γ�  – скорость сдвига, k0 – консистенция при температуре T0, β – константа, n –
степень нелинейности жидкости. Граничные условия записываются следующим
образом:

10 : 0, 0; : 0, ;dv dTy y H v T T
dy dy

= = = = = =

10 : 0, 0; : 0,dv dTr r R v T T
dr dr

= = = = = = .

Запишем системы уравнений (1), (2) в безразмерных переменных
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где ζ – безразмерная координата (ζ = y/H для плоского канала, ζ = r/R для цилинд-
рической трубы), u, θ – безразмерные скорость и температура соответственно,
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∂ ⎛ ⎞δ = ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
 – безразмерный перепад давления на единицу дли-

ны, ( )[ ]1 0 1 0expk k T T= −β −  – консистенция среды при температуре стенки. Пара-
метр α определяет геометрию области течения: α = 0 соответствует плоскому ка-
налу (L = H), α = 1 – цилиндрической трубе (L = R). В качестве масштаба обезраз-
меривания скорости выбрана величина среднерасходной скорости U. Для безраз-
мерной температуры используется выражение ( )1T Tθ = β − . Безразмерная эффек-
тивная вязкость определяется по формуле
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Граничные условия принимают вид
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Величина δ выбирается такой, чтобы объемный расход жидкости через едини-
цу площади равнялся единице

1

0

2 1.u dα αζ ζ =∫ (6)

Таким образом, решение задачи сводится к отысканию профилей скорости и
температуры, удовлетворяющих системе уравнений (3), (4), условиям (5), (6).

Метод расчета

Сформулированная задача решается численно. В области решения строится
расчетная сетка, представленная на рис. 2. В узлах сетки с целыми индексами рас-
считывается скорость, с дробными – вязкость и температура.

0 1
h

i–1 i+1i

i – 1
2 i + 1

2

N–1 N

ζ

Рис. 2. Расчетная сетка
Fig. 2. Computational grid

Конечно-разностные аналоги системы (3) записываются в форме, используе-
мой для реализации метода прогонки [17]:
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Выражение (4) и граничные условия (5) в разностном представлении прини-
мают вид
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Выбранная расчетная сетка удобна для стыковки с разнесенной расчетной сет-
кой, используемой в методе контрольного объема для решения двумерных задач
[18]. Разностные аналоги (7), (8) аппроксимируют дифференциальные уравнения
(3), зависимость (4) и условия (5) со вторым порядком точности. Полученные сис-
темы алгебраических уравнений (7) решаются методом прогонки [17]. Совмест-
ное решение систем разностных уравнений (7) для получения стационарных по-
лей скорости и температуры обуславливает организацию итерационного процесса.
В качестве начального приближения для итерационного процесса используется
нулевое значение температуры.

Значение параметра δ, обеспечивающего выполнения условия (6) с заданной
точностью, подбирается методом деления отрезка пополам [19]. Для проверки ап-
проксимационной сходимости была проведена серия расчетов на последователь-
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ности сеток. В качестве критерия сходимости итерационного процесса для нахож-
дения стационарных полей скорости и температуры используются условия

1 1

1 1max , max , 0 1,
k k k k
i i i i

uk ki ii i

u u
i N

u

+ +

θ+ +

− θ − θ
< ε < ε ≤ ≤ −

θ

где верхний индекс соответствует номеру итерации, а нижний – номеру расчетно-
го узла.

Сходимость алгоритма определения δ, обеспечивающего выполнение равенст-
ва (6), определяется выполнением условия

1 1

1
1 2 .

2

N
i i i i

Q
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u u
h

α α
α − −

=

ζ + ζ
− < ε∑

Аналитическое решение задачи в случае круглой трубы дает следующее вы-
ражение для распределения температуры [9]:

23 1 1ln ,
8

n
n

bn c
c

+⎡ ⎤⎛ ⎞
θ = − ⎢ ⎥ζ +⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
(9)

где
( )
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4 æ δ 2 2, 1 .
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n
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+

В табл. 1 а, б представлены значения скорости и температуры в точке ζ = 0 и
значения безразмерного перепада давления δ для осесимметричного и плоского
случаев, вычисленные на последовательности сеток.

Т а б л и ц а  1 а
( æ  = 1, n = 0.6, α = 1, u Q

5ε ε ε 10−
θ= = =  )

h 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200 Аналитическое
решение

u0 1.9906 1.9827 1.9805 1.9802 1.9801 -
θ0 0.5140 0.5136 0.5135 0.5135 0.5135 0.5135
δ −3.8930 −3.8975 −3.8986 −3.8989 −3.8989 -

Т а б л и ц а  1 б
( æ  = 1, n = 0.6, α = 0, u Q

5
θε ε ε 10−= = = )

h 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
u0 1.4544 1.4545 1.4546 1.4546 1.4546
θ0 0.4254 0.4258 0.4259 0.4259 0.4259
δ −1.7071 −1.7113 −1.7125 −1.7126 −1.7126

В работах [4,6] показано, что рассматриваемые задачи имеют решения не при
всехæ , а только при æ < æ*, где æ* – некоторое критическое значение параметра
æ . При æ > æ* задачи не имеют решений, следовательно, невозможно получить
стационарные распределения скорости и температуры. Тепло, выделяемое за счет
диссипации механической энергии, не успевает отводиться через стенки канала,
что приводит к росту температуры. По аналогии с тепловым взрывом химическо-
го происхождения [20], это явление называется гидродинамическим тепловым
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взрывом [10]. При численном решении рассматриваемой задачи отсутствие ста-
ционарных распределений искомых функций приводит к бесконечному росту
температуры, то есть к отсутствию сходимости вычислительного алгоритма. Чис-
ленная методика определение критического значения æ* основана на методе де-
ления отрезка пополам, на одном конце которого сходимость отсутствует, а на
другом задача имеет устойчивое решение. Процесс деления продолжается пока
длина отрезка, то есть диапазон изменения æ не станет меньше 10−3.

Критические значения параметра æ*, полученные численно и по формуле ана-
литического анализа [9]:

( )
123 1

æ*
2 2

n
nn

n

+
−+ δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
(10)

приведены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2
(n = 0.6, α = 1, u Q

510−
θε = ε = ε = )

h 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
æ* (числ.) 1.68026 1.68313 1.68389 1.68404 1.68404

æ* (аналит.) 1.69050 1.68566 1.68427 1.68412 1.68404

Представленные результаты демонстрируют аппроксимационную сходимость
предлагаемой методики расчета. Во всех последующих расчетах используются
сетка с шагом 1/200 и 510u Q

−
θε = ε = ε = .

Результаты расчетов

С использованием описанной вычислительной технологии проведены пара-
метрические расчеты для плоского и осесимметричного течений. Для подтвер-
ждения достоверности результатов численного решения мы ограничиваемся их
сравнением с аналитическим решением для случая течения в цилиндрической
трубе.

На рис. 3 представлены профили скорости и температуры для плоского и осе-
симметричного течений псевдопластичной жидкости при различных значениях
параметра æ . С увеличением параметра æ  усиливается роль вязкой диссипации,
что приводит к возникновению точки перегиба в профиле скорости и к увеличе-
нию ее максимального значения. Влияние вязкой диссипации проявляется также в
увеличении значений температуры по всему сечению канала. В количественном
выражении полученный эффект для течения в круглой трубе несколько выше по
отношению к плоскому течению. Точками на сплошных кривых рис. 3, б показано
аналитическое решение (9).

Рис. 4 демонстрирует влияние параметра нелинейности n степенного реологи-
ческого закона на распределения скорости и температуры. Качественный характер
влияния параметра n на формирование профиля скорости в окрестности линии
симметрии и на значение ее максимальной скорости совпадает с таковым для слу-
чая изотермического стационарного течения степенной жидкости в плоской щели
и круглой трубе. Точками на сплошных кривых рис. 4, б показано аналитическое
решение (9).
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Рис. 3. Профили скорости (а) и температуры (б)
(пунктир – α = 0, сплошная линия – α = 1, n = 0.6: 1, 2, 3 – æ  = 0.5, 1, 1.5)

Fig. 3. Distributions of (a) velocity and (b) temperature
(the dotted line indicates α = 0; the solid line, α = 1; n = 0.6, æ  = (1) 0.5, (2) 1, and (3) 1.5)
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Рис. 4. Профили скорости (а) и температуры (б)
(пунктир – α = 0, сплошная линия – α = 1, æ  = 1: 1, 2, 3 – n = 0.6, 1, 1.4)

Fig. 4. Distributions of (a) velocity and (b) temperature
(the dotted line indicates α = 0; the solid line, α = 1; æ  = 1, n = (1) 0.6, (2) 1, and (3) 1.4)

На рис. 5 представлены распределения эффективной вязкости в сечениях
плоского канала и круглой трубы в зависимости от параметра æ  для псевдопла-
стичной жидкости (рис. 5, а) и в зависимости от параметра нелинейности n
(рис. 5, б). По мере приближения к линии симметрии значение скорости сдвига
уменьшается и равно нулю на линии симметрии. Поэтому эффективная вязкость
псевдопластичной жидкости (n<1) достигает больших значений в окрестности ли-
нии симметрии несмотря на максимальные значения температуры в этой области.
Зависимость вязкости от температуры заметно проявляется в области течения.
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Рис. 5. Распределение вязкости (пунктир – α = 0, сплошная линия – α = 1;
а: n = 0.6: 1, 2 – æ  = 0.5, 1.5; б: æ  = 1: 1, 2, 3 – n = 0.6, 1, 1.4)

Fig. 5. Viscosity distributions (the dotted line indicates α = 0; the solid line, α = 1;
а: n = 0.6: æ  = (1) 0.5 and (2) 1.5; b: æ  = 1: n = (1) 0.6, (2) 1, and (3) 1.4)

Распределения диссипативной функции Е в сечении канала/трубы показаны на
рис. 6. Характер изменения диссипативной функции по сечению канала/трубы оп-
ределяется характером функциональной зависимости вязкости и скорости от по-
перечной/радиальной координаты. Представленные на рис. 6 кривые Е(ζ) демон-
стрируют влияние основных параметров на характер изменения и количественные
значения диссипативной функции.
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Рис. 6. Диссипативная функция (пунктир – α = 0, сплошная линия – α = 1;
а: æ  = 1: 1, 2, 3 – n = 0.6, 1, 1.4; б: n = 0.6: 1,2,3 – æ  = 0.5, 1, 1.5)

Fig. 6. Dissipative function (the dotted line indicates α = 0; the solid line, α = 1;
а: æ  = 1: n = (1) 0.6, (2) 1, and (3) 1.4; b: n = 0.6: æ  = (1) 0.5, (2) 1, and (3) 1.5)
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Зависимости критического значения æ*  от показателя нелинейности n, разде-
ляющие область значений параметра æ , при которых существует или отсутствует
устойчивое стационарное решение, представлены на рис. 7. Точками на кривой 2
показаны результаты аналитического анализа по формуле (10) для течения в круг-
лой трубе.
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Рис. 7. Зависимости æ*  от n
Fig. 7. Dependences of æ*  on n

Заключение

Сформулирована математическая постановка задачи о стационарном неизо-
термическом течении степенной жидкости в плоском канале / круглой трубе с
учетом вязкой диссипации и зависимости консистенции среды от температуры в
одномерном приближении. Разработан численный алгоритм решения задачи на
основе метода конечных разностей. В результате проведенных параметрических
расчетов получены характерные распределения скорости, температуры, вязкости
и диссипативной функции в сечении канала/трубы при разных значениях пара-
метра, определяющего степень влияния вязкой диссипации, и показателя нели-
нейности реологической модели. Разработан алгоритм определения критических
значений параметра задачи, разделяющих области существования и отсутствия
устойчивого стационарного решения. Получены критические значения параметра,
выше которых осуществляется режим гидродинамического теплового взрыва. По-
строены зависимости параметра от показателя нелинейности степенного реологи-
ческого закона, выделяющие область устойчивых стационарных решений. Прове-
дено сравнение результатов расчетов с аналитическим решением для случая тече-
ния в круглой трубе. Результаты расчетов хорошо согласуются с аналитическим
решением.
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The results of research on a one-dimensional steady flow of power-law fluid in the planar
channel/circular pipe with allowance for viscous dissipation and temperature dependence of
consistency factor defined by exponential law are shown. The flow is described by the motion and
heat-transfer equations. The constant temperature and no-slip condition are set on the solid walls.
The numerical solutions of formulated problems are obtained using the finite-difference method.
The effect of medium rheology and dissipative heating on the flow pattern is parametrically
investigated. Typical distributions of velocity, temperature, viscosity, and dissipative function in
the channel/pipe cross-sections at various governing parameters are obtained. The algorithm
defining critical values of parameter in the problem, which separate domains of existence and
non-existence of stable stationary solution, is numerically implemented. Exceeding the obtained
critical values leads to a hydrodynamic thermal explosion. When the rate of heat generation due to
mechanical energy dissipation is higher than that of heat loss through the walls, the unlimited
increase in the temperature occurs. The dependencies of parameter on the power-law index
defining a stable stationary solution domain are plotted. The calculated results are in a good
agreement with analytical solution.
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