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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ
СФЕРИЧЕСКОЙ ЧАСТИЦЫ ПО НАКЛОННОЙ ПОВЕРХНОСТИ

В СДВИГОВОМ ПОТОКЕ

Проведено исследование движения сферической частицы по наклонной по-
верхности, обдуваемой сдвиговым потоком. Проанализированы различные
режимы движения частицы в потоке: качение, скольжение, пробуксовка. Ис-
следование движения по наклонной поверхности, обдуваемой воздушным
потоком, показывает, что скорость центра масс частиц увеличивается с уве-
личением ее диаметра, при этом скорость частиц быстро достигает стацио-
нарного значения. Изменение угловой скорости ω характеризуется на на-
чальном этапе резким ее возрастанием, после чего качение частицы проис-
ходит с постоянной угловой скоростью. Для малых размеров частицы ее
движение на начальном участке характеризуется качением без скольжения,
однако затем переходит в режим проскальзывания.
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Математическая модель

Изучение движения частиц аэрозоля, их осаждения и коагуляции составляет
предмет весьма важного раздела учения об аэродисперсных системах, который
можно назвать механикой аэрозолей [1, 2]. Сюда же целесообразно отнести тесно
примыкающий к проблемам осаждения и сепарации [3, 4] вопрос о явлениях, про-
исходящих при соприкосновении частиц друг с другом и с макроскопическими
телами, а также весьма важный, мало изученный вопрос об обратных процессах –
отрыве частиц от стенок и переходе порошкообразных тел в аэрозольное состоя-
ние [5].

В работах [6, 7] представлены результаты экспериментального исследования
гравитационного осаждения консолидированной системы твердых монодисперс-
ных сферических частиц в вязкой жидкости в широких диапазонах их концентра-
ции и чисел Рейнольдса и Стокса. На основе экспериментальных данных по изме-
нению скорости осаждения совокупности частиц получена критериальная зависи-
мость для коэффициента сопротивления совокупности частиц в исследуемом ре-
жиме осаждения.

Авторами [8] проведено исследование движения частицы в окрестности под-
вижной стенки. Результаты расчетов показывают, что увеличение частоты коле-
бания пластины ω  увеличивает частоту изменения скорости частицы. С ростом
частоты колебаний пластины колебательный режим изменения скорости частицы
наблюдается в более тонком слое, прилегающем к пластине. С увеличением диа-
метра частиц увеличивается их инерционность. Амплитуда колебаний частицы
уменьшается с увеличением частоты колебаний пластины

В работе [9] представлены экспериментальные исследования режима соударе-
ния твердой сферической частицы, движущейся в жидкости, с горизонтальной
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плоской стенкой. В результате проведенных измерений был определен коэффици-
ент восстановления при ударе. Установлено, что при малых значениях числа Сто-
кса p n pStk v μd= ρ , являющегося отношением силы инерции частицы к силе
внутреннего трения (плотность частицы, диаметр частицы, динамическая вязкость
жидкости и скорость частицы) коэффициент восстановления равен нулю и соуда-
рение со стенкой происходит без отскакивания. С увеличением значения числа
Стокса коэффициент восстановления монотонно увеличивается, асимптотически
достигая значений, соответствующих удару в вакууме.

В работе [10] представлено исследование ударного взаимодействия частиц в
потоке. Проанализировано осаждение бидисперсной смеси с учетом соударения
частиц. Проведенные расчеты показали, что соударения частиц существенным
образом определяют скорость их осаждения в воздушной среде и практически не
оказывают влияния на процессы седиментации в жидкости.

В [11] предложена модель движения частицы, движущейся в газе вблизи шеро-
ховатой стенки. На основе экспериментальных данных предложена математическая
модель движения частицы по поверхности средней и малой шероховатости, размер
которой не превышает размера частицы. В результате проведенных экспериментов
определена величина силы адгезии частицы вблизи шероховатой стенки.

Авторами [12] проведено экспериментальное и теоретическое исследование
движения твердой сферы по наклонной плоскости под действием силы тяжести в
присутствии поперечного потока вязкой жидкости. Установлено, что движение
тяжелой сферы по наклонной плоскости в жидкости ускоряется, если жидкость
течет в поперечном направлении. Эффект увеличивается с ростом скорости попе-
речного потока, с ростом коэффициента трения и с уменьшением угла наклона
плоскости. Эффект ускорения оседания обусловлен поворотом вектора силы кон-
тактного трения скольжения под действием поперечного потока.

Целью работы является математическое моделирование движения сфериче-
ской частицы, обдуваемой сдвиговым потоком, по наклонной поверхности.

Уравнение движения центра масс частицы можно записать в виде [1, 13]:

1

N

i
i

dvV F
dt =

ρ = ∑
G G

, (1)

где ρ  – средняя плотность частицы; V  – ее объем; 
1

N

i
i

F
=
∑
G

 – главный вектор внеш-

них действующих сил. Рассмотрим более подробно систему сил, действующих на
частицу. Силу тяжести можно определить по формуле

GF Vg= ρ
G G . (2)

Наличие локального градиента давления приводит к появлению силы, направ-
ленной в сторону градиента давления [2, 14]:

( ) ( )grad gradp
s V

F pnds p dV p V= − = − ≈ −∫ ∫
G G . (3)

Градиент давления, создаваемый статическим давлением, ( )grad ep g= −ρ
G .

Складывая силу тяжести и силу, вызванную градиентом статического давления,
получим силу Архимеда [1]

( )A eF V g= ρ − ρ
G G . (4)
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Сила сопротивления в однородном потоке газа определяется как [15, 16]

( )2

8
D

D p e e e
C

F d v v v v= − π ρ − −
G G G G G , (5)

где DC  – коэффициент сопротивления; pd  – диаметр частицы, evG  – скорость не-

сущей среды, vG  – скорость центра масс частицы.
В потоке с неравномерным распределением скорости evG  частица может со-

вершать вращательное движение относительно своего центра масс. При этом в
области, где скорость набегающего потока имеет более высокие значения, форми-
руется область пониженного давления, что, в свою очередь, приводит к образова-
нию подъемной силы, так называемой силы Саффмана [17, 18]. Величина этой си-
лы определяется по формуле

( )
( )2 rot( )

4 rot
S e e

S p e e
e

C
F d v v v

v
μ ρ

= π − ×
G G G G

G , (6)

где 0.01SC =  – константа Саффмана.
В результате несовпадения угловой скорости вращения частицы, вызванного

несимметричным обтеканием, и завихренности обтекающего потока возникает
сила Магнуса. Эту силу можно определить следующим образом [1, 17]:

( ) ( )2

8
eM

M p e e e
e

v vC
F d v v

−
= π ρ ω − ω × −

ω − ω

G GG G G G G
G G , (7)

где 0.05МC =  – константа Магнуса.
Рассмотрим движение частицы диаметром pd , находящейся на наклонной по-

верхности с углом наклона к горизонту α , обдуваемую воздушным потоком с
линейным распределением скорости ev y= γ  (рис. 1). В качестве сил, действую-

щих на частицу, будем рассматривать силу Архимеда AF
G

 (1), подъемные силы

Сафмана SF
G

 (6) и Магнуса MF
G

 (7), силу сопротивления DF
G

 (5). Также необходи-

мо учитывать силу реакции опоры RF
G

 ( max(0, cos )R G M SF F F F= α − −  и силу

трения frF
G

.
y

x

FR

FG

FD

FS FM,

MG

Ffr

Рис. 1. Схема движения частицы по наклонной поверхности
Fig. 1. Scheme of the particle motion along an inclined surface



78 О.В. Матвиенко, А.О. Андропова, А.В. Андриасян, Н.А. Мамадраимова

Сила трения скольжения определяется законом Кулона – Амонтона [19] и мо-
жет быть определена как

fr,sl sl R
vF f F
v

= −
GG
G . (8)

Сила трения покоя препятствует возникновению скольжения тел. Она направ-
лена противоположно силе, пытающейся вывести тело из состояния равновесия.
Величина этой силы изменяется от нуля до максимального значения, которое мо-
жет быть определено как

fr,stat stat RF f F= . (9)
В уравнениях (8), (9) fr,slf  – коэффициент трения скольжения, statf  – коэффи-

циент трения покоя. В расчетах fr,sl 0.15f = , stat 0.2f = .
В результате взаимодействия несущей среды и катящейся частицы возникает

пара сил с гидродинамическим моментом равным [1]:

( )51
64G e eM C dω= − ρ ω − ω ω − ω

G G G G . (10)

Параметр Cω, согласно результатам исследований [1, 20], вычисляется в соот-
ветствии с корреляцией

12.9 128.4
ReRe

Cω
ω ω

= + , 
2

Re
2

d
ω

ρ ω
=

μ
. (11)

Трение качения происходит при наличии контактной площадки между части-
цей и опорной поверхностью. В результате реакция опоры смещается в сторону
возможного движения и создает момент сопротивления.

Максимальное значение расстояния между линией действия реакции опоры и
нормалью к поверхности, проведенной через центр масс тела, составляет полови-
ну длины площадки контакта. Это расстояние принимают за коэффициент трения
качения. Таким образом, предельная величина момента трения качения может
быть определена как

fr,max RM F= δ , (12)
где δ  – коэффициент трения качения, имеющий размерность длины. В расчетах
коэффициент трения качения принимался равным 0.05 pdδ = .

Динамика частицы в потоке определяется дифференциальными уравнениями,
описывающими движение центра масс, а также вращение частицы [19]:

( ) ( ) ( )

( )

3 3 2

2 2
fr

1 1 sin
6 6 8

;
4 8

x D
p p p e p e e x

S eM
p y e e p e y

e

dv C
d d g d v v v y

dt
C v vC

d v d v F

π ρ = π ρ − ρ α − π ρ − − γ −

−
− π μ ρ γ − π ρ ω − γ +

ω − ω

G G

G G
G G (13)

( ) ( )

( ) ( )( )

3 3 2

2 2

1 1 cos
6 6 8

;
4 8

y D
p p p e p e e yp

S eM
p x e e p e x R

e

dv C
d d g d v v v

dt
C v vC

d v y d v y F

π ρ = − π ρ − ρ α − π ρ − +

−
+ π − γ μ ρ γ + π ρ ω − γ − γ +

ω − ω

G G

G G
G G (14)

( )5 5
fr fr

1 1 1
60 64 2p p e p e p

dd C d F d M
dt ω
ω ω

π ρ = ρ ω − ω ω − γ − −
ω

G G . (15)



Математическое моделирование движения сферической частицы по наклонной поверхности 79

Рассмотрим различные сценарии движения частицы.
Отрыв частицы от поверхности возможен при выполнении условия

0ydv dt > . С учетом уравнения (14) условие отрыва частицы от поверхности мо-
жет быть представлено в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3cos 2
4 8

x pee e eM
p S x p

ep e p e

v dC
d g C v d

⎛ ⎞− γμ ρ γ ρ
α < + ω − γ − γ⎜ ⎟⎜ ⎟ω − γρ − ρ ρ − ρ⎝ ⎠

. (16)

Проведенные расчеты показали, что в исследуемом диапазоне параметров:
10 1000pd≤ ≤ мкм, 10γ < с−1, 0 06 87< α < , 2600ρ = кг/м3, 1.2eρ = кг/м3 условие
отрыва частицы от поверхности (13) не реализуется. Таким образом, в рассмот-
ренных случаях частица движется вдоль поверхности.

Определим условия равновесия частицы:

( ) ( )3 4
stat

1 sin
6 32

D
p p e p e R

C
d g d f Fπ ρ − ρ α + π γ γ ρ ≤ ; (17)

5
fr

1 1
64 2p p RC d F d Fω− ρ γ γ + ≤ δ . (18)

При этом сила реакции опоры определяется выражением

( ) ( )3 3 31 cos  
6 8 16

S M
R p p e p e e p e

C C
F d g d d d= π ρ − ρ α + π γ μ ρ γ − π ρ γ γ . (19)

Условием вращением частицы без скольжения будет невыполнение условия
(18) при выполнении условия (17). Этот случай может реализоваться при обдуве
поверхности восходящим несущим потоком ( 0γ < ). При этом составляющая си-
лы тяжести, направленная вдоль поверхности уравновешивается силой трения и
силой сопротивления. Вращение частицы обуславливается действием гидродина-
мического момента, вызванного неоднородным полем скорости потока несущей
среды.

Поступательное движение частицы, то есть скольжение без вращения осуще-
ствляется при выполнении условия (18) и невыполнении условия (17).

Если условия (17), (18) не выполняются одновременно, то частица скатывается
по наклонной поверхности. В зависимости от величин действующих сил и момен-
тов возможно: качение частицы без скольжения ( 0.5x pv d= ω , 0yv = ), пробук-

совка частицы ( 0.5x pv d< ω , 0yv = ); качение частицы со скольжением

( 0.5x pv d> ω , 0yv = ).
Определим условия качения частицы без скольжения. В этом случае должно

выполняться кинематическое соотношение 0.5x pv d= ω . Таким образом, уравне-
ние (15) может быть записано в виде

4 3
fr

1 1 1 1 1
30 16 2 2 2

x x
p p p x p x p p R

x

dv v
d C d v d v d F d F

dt vω
⎛ ⎞π ρ = ρ − γ − γ + + δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

G . (20)
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Совместное решение уравнений (13) и (20) позволяет определить условие ка-
чения частицы без скольжения и пробуксовки:

( ) ( )3 2

stat

2 51 1 1 3sin
9 24 2 2 3

.

D x
p e p e x p x p R

x p

R

C C v
d g d v d v d F

v d
f F

ω− δ⎛ ⎞⎛ ⎞π ρ −ρ α − π ρ − γ − γ − ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
≤

G

(21)

При движении частицы без скольжения величина силы трения будет опреде-
ляться зависимостью

( ) ( )3
fr

2

1 sin
9

2 5 1 1 3
24 2 2 3

x
p e

x

D x
p e x p x p R

x p

v
F d g

v
C C v

d v d v d F
v d

ω

= π ρ − ρ α −

− δ⎛ ⎞− π ρ − γ − γ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

G

G . (22)

Качение частицы со скольжением происходит при выполнении условия

( ) ( )3 2
stat

2 51 1 1sin
9 24 2 2

D
R p e p e x p x p

C C
f F d g d v d v dω−⎛ ⎞⎛ ⎞< π ρ − ρ α − π ρ − γ − γ ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

3 .
3

x
R

x p

v
F

v d
δ

× −G (23)

Режим пробуксовки становится возможным при

( ) ( )3 2
stat

2 51 1 1sin
9 24 2 2

D
R p e p e x p x p

C C
f F d g d v d v dω−⎛ ⎞⎛ ⎞< − π ρ − ρ α + π ρ − γ − γ ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

3
3

x
R

x p

v
F

v d
δ

× −G . (24)

Результаты математического моделирования

Рассмотрим результаты численного моделирования движения сферической
частицы по наклонной поверхности, обдуваемой потоком несущей среды. Урав-
нения динамики частицы (13) – (15) решаются со следующими начальными усло-
виями:

0t = : 0xv = , 0ω = , 0x = . (25)

На рис. 2 – 4 представлены динамические характеристики движения частицы
различного диаметра по пластине, наклоненной к горизонту на угол 45α = ° , при
интенсивности обдува 1γ =  с−1. Как видно из рис. 2, скорость центра масс частиц
увеличивается с увеличением ее диаметра. При этом скорость частиц быстро ухо-
дит на стационарное значение, определяемое балансом сил тяжести и сопротивле-
ния. За исключением небольшого начального этапа, изменение координаты со
временем описывается линейной зависимостью.

Изменение угловой скорости ω , характеризуется на начальном этапе резким
ее возрастанием, после чего качение частицы происходит с постоянной угловой
скоростью, асимптотически стремясь к стационарному значению stω  (рис. 3).
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Рис. 2. Изменение скорости центра масс частицы со временем для
разных значений ее диаметра α = 45°, γ = 1 с−1: 1 – dp = 50, 2 – 100,
3 – 200, 4 – 500, 5 – 1000 мкм
Fig. 2. Variation in the velocity of particle center of mass with time for
various diameters at α = 45°, γ = 1 s−1: dp = (1) 50, (2) 100, (3) 200, (4)
500, and (5) 1000 µm
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Рис. 3. Изменение угловой скорости частицы со временем для раз-
ных значений ее диаметра α = 45°, γ = 1 с−1: 1 – dp = 100, 2 – 200,
3 – 500, 4 – 1000 мкм
Fig. 3. Variation in the angular velocity of the particle with time for vari-
ous diameters at α = 45°, γ = 1 s−1: dp = (1) 100, (2) 200, (3) 500, and (4)
1000 µm
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Для частиц диаметром менее 100 мкм угловая скорость 0ω =  вследствие
выполнения условия (18) и невыполнения условия (17). Это означает, что про-
исходит режим чистого скольжения, т.е. движение без вращения. Более крупные
частицы движутся с вращением. Стационарное значение угловой скорости уве-
личивается с увеличением диаметра частиц вплоть до 200 мкм. С дальнейшим
ростом диаметра частиц угловая скорость уменьшается. Уменьшение stω  для
крупных частиц можно объяснить из следующих соображений. С увеличением
диаметра частицы увеличивается как линейная, так и угловая скорости частицы,
что приводит к росту подъемных сил, Сафмана и Магнуса и, как следствие это-
го, уменьшается давление на опору. Это приводит к уменьшению вращательно-
го момента, создаваемое силой трения. Таким образом, возрастает поступатель-
ная часть движения, связанная со скольжением. При этом, для γ = 1 с−1, α = 45°
движение крупных частиц dp > 1000 мкм характеризуется скольжением по по-
верхности. Для малых размеров частицы ее движение на начальном участке ха-
рактеризуется качением без скольжения, однако затем переходит в режим про-
скальзывания (рис. 4).
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Рис. 4. Изменение скорости проскальзывания частицы со временем
для разных значений ее диаметра α = 45°, γ = 1 с−1: 1 – dp = 50,
2 – 100, 3 – 200, 4 – 500, 5 – 1000 мкм
Fig. 4. Variation in the slip velocity of the particle with time for various
diameters at α = 45°, γ = 1 s−1: dp = (1) 50, (2) 100, (3) 200, (4) 500, and
(5) 1000 µm

Влияние наклона поверхности характеризуют рис. 5 – 8. С увеличением угла
α  скорость частицы увеличивается, достаточно быстро выходя на стационарный
режим (рис. 5), так что закон движения близок к линейному.

Угловая скорость увеличивается до угла наклона поверхности α = 13°, после
чего уменьшается с увеличением угла наклона поверхности (рис. 6).
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Рис. 5. Изменение скорости центра масс частицы со временем для раз-
ных значений угла наклона поверхности dp = 100 мкм, γ = 1 с−1: 1 –
α = 0, 2 – 10°, 3 – 12.5°, 4 – 15°, 5 – 30°, 6 – 45°, 7 – 60°, 8 – 75°, 9 – 87°
Fig. 5. Variation in the velocity of particle center of mass with time for
various surface inclination angle at dp = 100 µm, 1γ = s−1: =α (1) 0, (2)
10°, (3) 12.5°, (4) 15°, (5) 30°, (6) 45°, (7) 60°, (8) 75°, and (9) 87°
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Рис. 6. Изменение угловой скорости частицы со временем для разных
значений угла наклона поверхности dp = 100 мкм, γ = 1 с−1: 1 – α = 0,
2 – 10°, 3 – 12.5°, 4 – 15°, 5 – 30°, 6 – 45°, 7 – 60°, 8 – 75°, 9 – 87°
Fig. 6. Variation in the angular velocity of the particle with time for various
surface inclination angle at dp = 100 µm, 1γ = s−1: α = (1) 0, (2) 10°, (3)
12.5°, (4) 15°, (5) 30°, (6) 45°, (7) 60°, (8) 75°, and (9) 87°
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Рис. 7 характеризует скорость проскальзывания частиц. Из рисунка видно, что
для угла 15α < °  движение частицы на начальном участке характеризуется каче-
нием без скольжения, однако затем переходит в режим проскальзывания. Для
больших α  режим качения без скольжения отсутствует и наблюдается проскаль-
зывание.
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Рис. 7. Изменение скорости проскальзывания частицы со временем
для разных значений угла наклона поверхности: dp = 100 мкм,
γ = 1 с−1: 1 – α = 12.5°, 2 – 15°, 3 – 30°, 4 – 45°, 5 – 60°, 6 – 75°, 7 – 87°
Fig. 7. Variation in the slip velocity of the particle with time for various
surface inclination angle at dp = 100 µm, γ = 1 s−1: α =  (1) 12.5°, (2) 15°,
(3) 30°, (4) 45°, (5) 60°, (6) 75°, and (7) 87°

На рис. 8 показано влияние интенсивности обдува для различных γ  на изме-
нение скорости по времени, Как следует из рисунков, скорость при больших вре-
менах выходит на стационарное значение. Однако при 0.6t < с изменение скоро-
сти носит достаточно сложный характер. При значительных отрицательных γ  си-
ла сопротивления превосходит силу тяжести и частица движется вверх и влево, в
сторону отрицательных значений x . При 1γ = − c−1 сила сопротивления не доста-
точна для преодоления силы тяжести, поэтому на начальном участке скорость
имеет положительное значение. В результате действия гидравлического момента
происходит торможение движение частицы, что приводит к остановке частицы
при 0.6t > с. Для 0γ ≥  наблюдается достаточно быстрый выход скорости на по-
стоянное значение, однако такой режим движения не является окончательным.
Гидравлический момент меняет свой знак и начинает тормозить вращение части-
цы, в результате наблюдается резкое уменьшение скорости с последующим выхо-
дом на новое стационарное значение.
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Рис. 8. Изменение скорости центра масс частицы со временем для
разных значений интенсивности обдува α = 12.5°, dp = 100 мкм: 1 –
γ = −10 с−1, 2 – (−5), 3 – (−1), 4 – 0, 5 – 1, 6 – 5, 7 – 10
Fig. 8. Variation in the velocity of particle center of mass with time for
various blowing at α = 12.5°, dp = 100 µm: γ  = (1) −10, (2) −5, (3) −1,
(4) 0, (5) 1, (6) 5, (7) 10 s−1

Заключение

Проведенные расчеты показали, что в исследуемом диапазоне параметров
10 1000pd≤ ≤ мкм, 10γ < с−1:

- отрыва частицы от поверхности не происходит;
- при движении по наклонной поверхности, обдуваемой воздушным потоком,

скорость центра масс частиц увеличивается с увеличением ее диаметра, при этом
скорость частиц быстро уходит на стационарное значение;

- изменение угловой скорости ω  характеризуется на начальном этапе резким
ее возрастанием, после чего качение частицы происходит с постоянной угловой
скоростью;

- для малых размеров частицы ее движение частицы на начальном участке ха-
рактеризуется качением без скольжения, однако затем переходит в режим про-
скальзывания.
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In this paper, the motion of a spherical particle along an inclined surface in the shear flow is
studied. Different modes of the particle motion in the flow such as rolling, slipping, and sliding
are analyzed. Investigation results show that the velocity of particle center of mass increases with
an increase in particle diameter and the particle velocity becomes stationary rapidly. Variation in
the angular velocity is characterized by an abrupt increase at the initial time instant which is
followed by the particle rolling at a constant angular velocity. Initially, the motion of small
particles is characterized by rolling without sliding but then it transfers into a slip mode.

Keywords: fluid mechanics, dispersed phase, suspension, rolling, sliding.
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