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ОГРАНИЧЕНИЯ НА ПАРАМЕТРЫ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ
В ВЕРШИНЕ КРУГОВОГО КОНУСА

Изучаются ограничения на параметры состояния в вершине кругового кону-
са под осесимметричной силовой и кинематической нагрузкой, а также ко-
гда вершина конуса – внутренняя точка. Результаты исследования найдут
применение в постановках задач при изучении параметров состояния вблизи
вершины конуса, в частности, при изучении взаимодействия конических ин-
денторов с исследуемым образцом.
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Элементы конструкций, содержащие особые точки в виде вершин клиньев, ко-
нусов, многогранников, пересечений образующих поверхностей (ребер) и т.п., вы-
зывают большой интерес у исследователей. Подавляющее большинство авторов
изучение особенности распределения напряжений вблизи особых точек проводят
на основе асимптотической идеи (классический подход). Применяются методы
операционного исчисления [1–4], функции комплексного переменного [5], функ-
ции Эри [6], интегральные уравнения [7, 8], метод граничных состояний [9], раз-
ложение по различным функциям [10, 11], метод конечных элементов [12–16], ме-
тод граничных элементов [17, 18]. Математическое обоснование асимптотическо-
го подхода изложено в работах [5, 19, 20]. Напряженное состояние вблизи вершин
конусов с использованием классического подхода рассматривалось авторами ста-
тей [21–26]. В работах [27–33] показано, что достоверность решений, получаемых
на основе классического подхода, ограничена областью вне малой окрестности
особой точки. Это обстоятельство обусловлено принимаемой в данном подходе
моделью точки сплошной среды в виде бесконечно малой частицы [34, 35]. Фак-
тически точкой сплошной среды считается точка с нулевым объемом.

В отличие от классического подхода, авторы настоящей статьи точку сплош-
ной среды считают малой частицей в непрерывном пространстве точек (конти-
нууме). Геометрическое положение частицы задается точкой континуума (точкой
с нулевым объемом), а носителем физических свойств и характеристик состояния
(напряжений и деформаций) является присоединенный объем. Присоединенный
объем состоит из точек континуума, имеет линейный масштаб, равный характер-
ному размеру представительного объема материала моделируемого элемента кон-
струкции, и обладает физическими свойствами такого представительного объема.
Особая точка отождествляется с точкой сплошной среды. В ней становятся опре-
деленными параметры состояния. На эти параметры могут быть наложены огра-
ничения (например, граничные условия). Необычность (уникальность) особой
точки проявляется в избыточном количестве (по сравнению с обычной точкой
границы тела) задаваемых в ней ограничений.
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Это обстоятельство делает задачу механики для тела с особой точкой неклас-
сической. Неклассические (в указанном смысле) задачи рассматривались в рабо-
тах [27, 28] (однородные плоские клинья), [30] (составные плоские клинья), [31]
(составные пространственные ребра), [32] (внутренние особые точки в плоских
элементах конструкций). Для неклассических задач механики упругих тел с осо-
быми точками справедлива теорема единственности при условии существования
решения и разработан численно-аналитический итерационный метод его нахож-
дения [29].

В настоящей работе изучаются ограничения на параметры состояния в особой
точке, являющейся вершиной кругового конуса. Рассмотрены случаи, когда вбли-
зи вершины задана поверхностная нагрузка, когда боковая поверхность скользит
без трения вдоль жесткой поверхности, когда боковая поверхность жестко защем-
лена и когда вершина конуса является внутренней точкой.

1. Круговой конус, поверхность которого нагружена

Рассматривается круговой конус. Угол при вершине А в его осевом сечении
принимается равным 2α (рис. 1, а). Вводится правосторонняя ортонормированная
система координат 1 2 3, ,x x x  с базисом ( 1, 2,3)ie i =

G . Ось 1x  направляется по оси
конуса. Через ϕ  обозначен угол, отсчитываемый в плоскости 2 3,x x от оси 3x  про-
тив часовой стрелки (рис. 1, б).
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Рис. 1. Осевое (а) и поперечное (б) сечение конуса
Fig. 1. (a) Axial section and (b) cross section of the cone

Для любой точки М ( 1 2 3, ,x x x ) на поверхности конуса справедливы равенства
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Существуют конечные пределы выражений (1) при стремлении точки
1 2 3( , , )М x x x  к вершине конуса вдоль его образующей. В точках поверхности ко-

нуса вводится тройка единичных взаимно ортогональных векторов , ,n m l
GG G . Вектор

n  является нормальным к поверхности, а векторы mG  и l
G

 лежат в ее касательной
плоскости (рис. 1).

Эти векторы в базисе ( 1, 2,3)ie i =
G  имеют следующее представление:

1 2 3sin cos sin cos cos ,n e e e= α − α ϕ + α ϕ
G G G G

1 2 3cos sin sin sin cos ,m e e e= − α − α ϕ + α ϕ
G G G G  (2)

2 3cos sin .l e e= − ϕ − ϕ
G G G
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Принимается, что на поверхности конуса задана нагрузка, причем непосредствен-
но в вершине (в особой точке) нагрузка осесимметрична и задана равенством

n n m lp p n m l= + τ + τ
GG G G . (3)

Напряжения ( , 1, 2,3)ij i jσ = в особой точке удовлетворяют заданным условиям
(3). Это обстоятельство записывается тремя соотношениями:

2 2 2 2 2
11 22 33 12

2
13 23

sin sin cos cos cos sin 2 sin
sin 2 cos sin 2 cos ,np

σ α + σ ϕ α + σ α ϕ − σ α ϕ +

+σ α ϕ − σ ϕ α =

2 2
11 22 33

12 13 23

sin cos sin sin cos sin cos cos
cos 2 sin cos 2 cos sin 2 sin cos ,m

−σ α α + σ ϕ α α + σ α α ϕ +
+σ α ϕ − σ α ϕ − σ α α ϕ = τ (4)

22 33 12
2 2

13 23 32

sin cos cos sin cos cos cos sin
sin sin sin sin cos cos .l

σ ϕ ϕ α − σ ϕ ϕ α − σ ϕ α −

−σ α ϕ − σ α ϕ − σ α ϕ = τ

Равенства (4) должны выполняться при любых значениях ϕ . Из этого условия
следует, что они совместны лишь в случае, когда компонента нагрузки lτ  обра-

щается в нуль, а компоненты напряжений ijσ подчиняются условиям

12 13 23 22 330, 0, 0,σ = σ = σ = σ = σ ; (5)
2 2

11 22sin cos ,npσ α + σ α = (6)

11 22sin cos sin cos .m−σ α α + σ α α = τ

Система уравнений (6) имеет решение

11 22 33ctg , tg .n m n mp pσ = − τ α σ = σ = + τ α (7)

Равенства (5), (7) полностью определяют напряженное состояние в вершине
конуса. Задано шесть ограничений на компоненты напряжений. Задача механики
деформируемого тела оказывается неклассической, так как в обычной (не особой
точке) задаются три ограничения.

 Формулы (7) для вычисления напряжений 11 22 33, ,σ σ σ  могут быть получены
также и методом сечений, примененным к элементу конуса с центром в его вер-
шине. Это обстоятельство подтверждает согласованность используемого авторами
подхода с классическими приемами исследования напряжений в деформируемых
телах.

2. Круговой конус, боковая поверхность которого вблизи вершины
скользит без трения вдоль жесткой поверхности

Принимается, что боковая поверхность конуса вблизи вершины А скользит без
трения вдоль жесткой поверхности. Для элементарного объема в вершине конуса
(особой точки) выполняются условия:

1) сдвиг между линейными элементами, исходящими из вершины в направле-
нии образующих конуса в любом его осевом сечении, обращается в нуль;

2) задаваемые касательные усилия mτ  и nτ  равны нулю.
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Сдвиг γ  между указанными в п. 1 направлениями выражается равенством

2 2
11 22 33 23sin 2 ( sin cos sin 2 ).γ = α ε − ε ϕ − ε ϕ + ε ϕ (8)

При построении равенства (8) использовалась формула

sin [2 ( ) ] ,rp k p rp r pk tγ β = ε − η + η δ (9)

определяющая сдвиг γ  в произвольной точке сплошной среды между направле-

ниями k
G

, t
G

 и углом β  между ними. В формуле (9) обозначено kη , tη  – относи-

тельные удлинения в точке сплошной среды в направлении ортов k
G

, t
G

 соответ-
ственно, rpδ  – координаты метрического тензора. В рассматриваемой задаче

sin 2 0α ≠ , поэтому из равенства (8) следует зависимость между компонентами
деформаций:

2 2
11 22 33 23sin cos sin 2 0,ε − ε ϕ − ε ϕ + ε ϕ = (10)

которая должна выполняться независимо от ϕ , вследствие чего справедливы со-
отношения

23 11 22 330, .ε = ε = ε = ε (11)

Обратимся к касательным напряжениям mτ  и nτ . Эти компоненты через на-
пряжения в вершине выражаются формулами (4). Так как 23 0ε = , то из физиче-
ских уравнений следует, что и 23 0σ = . Второе из равенств (4) примет вид

( ) ( )2 2
11 22 33 12 130.5sin 2 sin cos cos 2 sin cos 0.α −σ + σ ϕ + σ ϕ + α σ ϕ − σ ϕ = (12)

Это равенство должно выполняться при любых значениях ϕ, вследствие чего
получаем

12 13 11 22 330, 0, .σ = σ = σ = σ = σ (13)
Третье равенство (4) при выполнении равенств (13) удовлетворяется тождест-

венно. Равенства (13) и (11) задают пять независимых ограничений в вершине ко-
нуса. Задача механики деформируемого тела является неклассической.

Первое из условий (4) определяет компоненты вектора напряжений

11 22 33.np = σ = σ = σ

Пример. Рассматривается круговой конус, закрепленный так, что его боковая
поверхность и основание могут скользить без трения вдоль жесткой поверхности.
Конус подвергается однородной температурной нагрузке T∆ . Приняты обозна-
чения E  – модуль Юнга, ν  – коэффициент Пуассона, ω  – коэффициент темпера-
турной деформации. Перемещения 0, 1, 2,3iu i= =  ( iu  – компоненты вектора пе-
ремещений) и значения напряжений

12 13 23 11 22 330,
1 2

TEω∆
σ = σ = σ = σ = σ = σ = −

− ν
(14)

во всех точках конуса, включая вершину, удовлетворяют всем уравнениям линей-
ной термоупругости и граничным условиям, т.е. являются решением данной зада-
чи, что согласуется с приведенными выше результатами.
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3. Круговой конус с защемленной боковой поверхностью

Пусть боковая поверхность кругового конуса вблизи вершины жестко защем-
лена. Тогда в представительном объеме (особой точке) выполняются условия:

1) относительное удлинение линейного элемента вдоль любой образующей
конуса обращается в нуль;

2) сдвиг между линейными элементами в направлении образующих в любом
осевом сечении конуса равен нулю.

Условие 1) запишется равенством
2 2 2 2 2

11 22 33
2

12 13 23

cos sin sin sin cos
sin 2 sin sin 2 cos sin sin 2 0.

ε α + ε α ϕ + ε α ϕ +

+ε α ϕ − ε α ϕ − ε α ϕ = (15)

Равенство (15) должно выполняться независимо от значения ϕ , что возможно
лишь при условиях

12 13 23 22 33 11 22 330, 0, 0, , 0.ε = ε = ε = ε = ε ε + ε + ε = (16)
Условие 2) совпадает с равенством (10), из которого следует выполнение зави-

симости (11). Из равенств (11) и (16) получаем, что в особой точке выполняются
соотношения

11 22 33 0.ε = ε = ε = (17)
Таким образом, деформированное состояние в вершине конуса полностью оп-

ределено. Задача механики деформируемого тела является неклассической. В ча-
стности, при температурной нагрузке из физических уравнений получаем напря-
жения в особой точке:

11 22 33 , 0 ( ).
1 2 ij

TE i jω∆
σ = σ = σ = − σ = ≠

− ν
(18)

4. Составной конус (внутренняя коническая точка)

Рассматриваются два конуса 1 и 2 с общей вершиной А (рис. 2). Конусы скре-
плены по боковым поверхностям. Приняты обозначения: ( ) ,... ,...k

ij kEσ
 
(k = 1, 2).

Индекс «k» указывает конус, которому отвечает данный параметр.

1x

3x

A

n
m

α

α

1 2

B

C

Рис. 2. Осевое сечение составного конуса
Fig. 2. Axial section of the composite cone
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Параметры состояния представительных объемов (особых точек) в вершинах
конусов подчиняются ограничениям:

1) относительные удлинения линейных элементов, исходящих из точки А в
направлении общей образующей конусов, совпадают при любом ϕ  (вводится на
рис. 1, б):

(1) (2) ;m mη = η (19)

2) суммарное изменение углов ВАС (острого 1γ  и тупого 2γ ) в любом осевом
сечении конуса равно нулю:

1 2 0;γ + γ = (20)
3) касательные и нормальные напряжения на площадках, ориентируемых ор-

том nG , совпадают при любом значении ϕ :
(1) (2)(1) (2) (1) (2), , .n n m m l lσ = σ τ = τ τ = τ (21)

Далее вводятся обозначения:
(1) (2)
ij ij ijε − ε = ξ , (1) (2) ,ij ij ijσ − σ = ζ (22)

с использованием которых условие (19) запишется в виде
2 2 2 2 2

11 22 33
2

12 13 23

cos sin sin sin cos
sin 2 sin sin 2 cos sin sin 2 0

ξ α + ξ α ϕ + ξ α ϕ +

+ξ α ϕ − ξ α ϕ − ξ α ϕ = . (23)
Равенство (23) должно выполняться при любых значениях угла ϕ , вследствие

чего из него следуют условия для деформаций:

12 13 23 22 33 11 22 330, 0, 0, , 0.ξ = ξ = ξ = ξ = ξ ξ + ξ + ξ = (24)

Условие (20) с использованием формулы (9) и обозначений (22) запишется ра-
венством

2 2
11 22 33 23sin cos sin 2 0.ξ − ξ ϕ − ξ ϕ + ξ ϕ = (25)

Это равенство должно выполняться независимо от ϕ , поэтому из него допол-
нительно к (24) следует

11 22 33.ξ = ξ = ξ (26)

Из равенств (24) и (26) получаем, что в вершине конуса все параметры ijξ  об-
ращаются в нуль. Это означает, что все компоненты деформаций в вершине кону-
са непрерывны.

Первые два условия (21) с использованием обозначений (22) приводятся к виду
2 2 2 2 2

11 22 33
2

12 13 23

sin sin cos cos cos
sin 2 sin sin 2 cos sin 2 cos 0,

ζ α + ζ ϕ α + ζ α ϕ −

−ζ α ϕ + ζ α ϕ − ζ ϕ α =

2 2
11 22 33

12 13 23

sin cos sin sin cos sin cos cos
cos 2 sin cos 2 cos sin 2 sin cos 0,

−ζ α α + ζ ϕ α α + ζ α α ϕ −
−ζ α ϕ − ζ α ϕ − ζ α α ϕ =
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Вследствие того, что эти равенства должны выполняться при любых значениях
ϕ , из них следует

0, , 1, 2,3,ij i jζ = = (27)

т.е. напряжения в вершине конуса непрерывны так же, как и деформации. Третье
из равенств (21) не накладывает новых ограничений на компоненты напряжений.

С применением физических уравнений условия непрерывности деформаций в
особых точках запишем через напряжения:

 1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E

ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− σ − − σ − − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E
ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − σ + − σ − − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(28)

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E
ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − σ − − σ + − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

12 13 23
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 10, 0, 0.
G G G G G G

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− σ = − σ = − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(29)

В этих равенствах kG  , kω  (k = 1, 2) – модули сдвига скрепляемых конусов и

коэффициенты температурной деформации, ( )k
ij ijσ = σ  (k = 1, 2) вследствие непре-

рывности напряжений в вершине конусов, 1 2( )Q T= ω − ω ∆ .
Изучим решения систем уравнений (28), (29). 0пределитель матрицы системы

уравнений (28) вычисляется по формуле

[ ] [ ]
3

2
2 1 1 2 2 1 1 2

1 2

1 (1 ) (1 ) (1 2 ) (1 2 )E E E E
E E

⎛ ⎞
∆ = + ν − + ν − ν − − ν⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (30)

В зависимости от сочетания материальных параметров возможны варианты.
1. 0.∆ ≠  Из этого условия следует, что 1 2G G≠ , поэтому уравнения (28), (29)

имеют единственное решение

1 2
11 22 33 12 13 23

2 1 1 2
, 0.

(1 2 ) (1 2 )
QE E

E E
σ = σ = σ = σ = σ = σ =

− ν − − ν
(31)

При этом напряженное состояние в вершине конусов полностью определено.
Видим, что в дополнение к условиям (27), вытекающим из принимаемых в клас-
сической постановке условий непрерывности (21), дополнительно в вершине со-
ставного конуса должны выполняться равенства (31). Следовательно, рассматри-
ваемая задача механики деформируемого тела является неклассической.

Из решения (31) видно, что сочетание параметров

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = (32)

является критическим, так как в этом случае напряжения ijσ  ( i = 1, 2, 3) обраща-
ются в бесконечность.

2. 0.∆ =  Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν ≠ (33)



96 В.М. Пестренин, И.В. Пестренина, Л.В. Ландик

Ранг системы уравнений (28) равен двум. Ранг расширенной матрицы равен
двум, если Q = 0, и трем, если 0.Q ≠ Поэтому реализуются варианты:

а) Q = 0. Напряжения ijσ  ( i = 1, 2, 3) подчинены ограничениям (так как в дан-

ном случае 1 2G G≠  )

11 22 33 12 13 23, 0.σ = σ = σ σ = σ = σ = (34)

Эти ограничения на компоненты напряжений оказываются дополнительными
к ограничениям (27), поэтому задача механики деформируемого тела в данном
случае является неклассической.

б) 0.Q ≠  Уравнения (28) несовместны. При температурной нагрузке выполне-
ние равенств (33) обусловливает сингулярное поведения решения в вершине ко-
нусов.

3. 0.∆ =  Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν ≠ , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν = (35)

Ранг матрицы системы уравнений (28) равен рангу расширенной матрицы и
равен единице. Уравнения совместны. Между напряжениями справедлива зави-
симость

1 2
11 22 33

2 1 1 2
.

QE E
E E

σ + σ + σ = −
ν − ν

Это ограничение на компоненты напряжений является дополнительным к ог-
раничениям (27), задача механики деформируемого тела неклассическая.

В данном случае 1 2G G= , поэтому каких-либо ограничений на компоненты

ijσ ( )i j≠  не накладывается.
4. 0.∆ =  Причем,

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν = (36)

В этом случае модули Юнга и коэффициенты Пуассона конусов совпадают.
Ранг системы уравнений (28) равен нулю. Ранг расширенной матрицы зависит от
значений коэффициентов температурной деформации. Если материалы конусов
идентичны, особая точка отсутствует. Дополнительных условий на компоненты
напряжений не существует. Задача механики деформируемого тела является клас-
сической. Когда ранг расширенной матрицы равен единице, уравнения (28) несо-
вместны. Особая точка является точкой сингулярного поведения решения.

Заключение

На основе представления точки сплошной среды в виде малой частицы, опре-
деляемой точкой континуума и присоединенным объемом, изучены ограничения
на компоненты напряжений в вершине кругового конуса. Рассмотрены случаи,
когда конус проскальзывает без трения вдоль жесткой поверхности, контактирует
с жесткой поверхностью без проскальзывания или подвергается силовому воздей-
ствию вблизи вершины. Показано, что во всех случаях количество ограничений на
параметры состояния в вершине конуса превышает количество ограничений в
обычных граничных точках. В частности, при любой поверхностной нагрузке на-
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пряжения в вершине полностью определены. Это означает, что задачи механики
деформируемого тела для кругового конуса должны рассматриваться как неклас-
сические. Установлены ограничения на компоненты нагрузки, обеспечивающие
корректность постановки таких задач. Изучены особенности напряженного со-
стояния в вершине конуса, когда она является внутренней особой точкой среды.
Показано, что параметры состояния во внутренней особой точке непрерывны.
Приведенные результаты найдут применение при постановке неклассических за-
дач в исследованиях напряженного состояния вблизи вершины кругового конуса.
В частности, при изучении взаимодействия конических инденторов с образцами.
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COMPONENTS IN THE TOP OF ROUND CONE. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo
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The stress state at a vertex of homogeneous or composite cone is studied using the concept of
the point of deformed body considered as an elementary volume contractible to this point.
Elementary volume represents an assembly of continuum points with a linear characteristic
dimension equal to that of representative volume element of the material of modeled body.
Elementary volume is a carrier of physical properties and state characteristics of continuous
medium. The state characteristics are uniform in such a volume and, therefore, the values retain
constant while the volume is being contracted to the vertex of the cone. The accepted concepts
about singular point – the vertex of a cone – allow one to formulate restrictions on the state
parameters in it. These restrictions are imposed in the cases when the cone is under an
axisymmetric load, its generator slides without friction along a rigid surface or it is clamped, and
also when the vertex of the cone is an internal point. The number of restrictions at a singular point
is more than that imposed at typical surface points in the classical problem. This circumstance
makes it necessary to consider the problem for a body containing singular point as non-classical
problem. The proposed concept was used to define the conditions for material and geometric
parameters under which the stress state at the vertex of the cone is completely determined. The
cases of singular behavior of stresses in the vicinity of the cone vertex are found. The limits for
load components providing a correctness of considered problem formulation are obtained. It is
shown that the stresses and strains are continuous at the internal singular point.

The presented results will find an application in the formulation of non-classical problems of
studying state parameters near the cone vertex. In particular, they will be useful in researching
interaction of conical indenters with a test sample.

Keywords: singular points, composite cone, internal singular point, stress concentration, non-
classical problems, representative volume element.
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