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МАТЕМАТИКА

УДК 517.54

И.А. Александров

ОБ ОЦЕНКЕ КРИВИЗНЫ ЛИНИЙ УРОВНЯ
ПРИ КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ

На классе S устанавливается нижняя оценка кривизны линий уровня.

Ключевые слова: конформное отображение, функционал, линия уровня.

Линией уровня голоморфного однолистного отображения
: , { : 1},f U U z z→ = ∈ <C C

нормированного условиями (0) 0, (0) 1f f ′= =  (множество всех таких отображе-
ний образует известный класс S), называют образ L(f,r) окружности

{ }: , 0 1,rl z U z r r= ∈ = < <

при отображении f, то есть L(f,r)=f (lr).
Пусть 0 rz l∈ . Кривизна замкнутой жордановой аналитической кривой L(f,r) в

точке f (z0), |z0|=r, вычисляется по формуле
( )

( )
( )

0 0

0
0

0 0

Re 1
( , )

z f z
f z

K f z
z f z

′′⎛ ⎞
+⎜ ⎟′⎝ ⎠=

′
.

Имеется ряд работ, посвященных нахождению точных оценок кривизны линий
уровня на классе S. Известно, что в силу компактности класса S в смысле равно-
мерной сходимости последовательностей на замкнутых ограниченных множест-
вах точные оценки сверху и снизу достигаются на функциях класса S. Вариаци-
онным методом доказано, что такие функции отображают круг U на области,
полученные из C исключением кривых, составленных из конечного числа анали-
тических дуг. Так как если ( )f z S∈ , то ( ) ( ) , 0 2i ig z e f e z Sα − α

α = ∈ ≤ α < π ,

и поэтому
( ) ( ) ( )0, max , max , ,

f S g S
K f r K f z K g r

α
α

∈ ∈
= =

( ) ( ) ( )0, min , min ,
f S g S

K f r K f z K g r
α

α
∈ ∈

= =

при 0arg zα = .
Приведенная далее оценка снизу кривизны линий уровня известна [1, 2]. Но-

вым является способ её получения, не требующий сложных вычислений, и поэто-
му, может быть, он заслуживает быть отмеченным
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Теорема. Для кривизны линий уровня ( ), , 2 3 1L f r r− < < , на классе S имеет
место точная оценка

( )
( )( )

( )

22

2

4 1 1
, ;

1

r r r
K f r

r r

− + +
=

−

она реализуется при z = r на функции

( )2( )
1

zw f z
z

= =
+

,

отображающей круг U на плоскость С с исключенным лучом от точки ¼ до бес-
конечности, лежащим на положительной части действительной оси.

Доказательство. Множество ( ){ }( ) : ,D z w w I f z= ∈ =C  значений функцио-
нала

( )
( )

( )( , ) Re 1 , ,
zf z

I f z i zf z f S
f z

′′⎛ ⎞ ′= + + ∈⎜ ⎟′⎝ ⎠
при фиксированном z U∈  ограничено и замкнуто. Из точных оценок Бибербаха
[3, с. 48], для f S∈

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2Re , , Im , ,a r I f r a r b r I f r b r≤ ≤ ≤ ≤

где

( )
2

1 2
4 1

1
r ra r

r
− +

=
−

, ( ) ( )
( )

1 3
1

1

r r
b r

r

−
=

+
, ( ) ( )2 1a r a r= − , ( ) ( )2 1b r b r= − − ,

следует, что D(r) лежит в замкнутом прямоугольнике ( )r∆  с вершинами

11 1 1w a ib= + , 12 1 2 ,w a ib= + 21 2 1,w a ib= + 22 2 2 ,w a ib= +  то есть ( )( )D r r⊂ ∆ .

В трехмерном пространстве 3R  с декартовой прямоугольной системой коор-
динат Oξηζ  отождествим плоскость 0ζ =  с комплексной плоскостью C, полагая
w i= ξ + η . На плоскости 0ζ =  прямоугольник ( )r∆  лежит в полуплоскости

0η > . Если 0 2 3r< < − , то ( )r∆  лежит в первом квадранте плоскости Oξη .

При 2 3 1r− < <  часть прямоугольника ( )r∆  лежит в первом квадранте плоско-

сти Oξη , а остальная часть – во втором квадранте: 0, 0ξ < η > . Функция ξ
ζ =

η
 в

( )r∆ , 2 3 1r− < < , однозначна и имеет минимальное значение в точке w11. Оно

равно 
( )( )

( )

22

2

4 1 1
( )

1

r r r
A r

r r

− + +
=

−
 и достигается на функции 

( )2( )
1

zf z S
z

= ∈
+

.

Значит, точка 11 ( )w D r∈  и в нестрогом неравенстве

( ) ( )
( )( ) min min ,

r D r
A r K f r

∆

ξ ξ
= ≤ =

η η

реализуется равенство.
Теорема доказана.
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Заметим, что как показано в [2], от ограничения 2 3 1r− < <  можно освобо-
диться, сохраняя утверждение теоремы. Область D(r) пока не найдена. Остается
открытым вопрос о значении ( , ),K f r f S∈ .
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УДК 514.754.7
М.С. Бухтяк

О ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ
ПРИЛОЖЕННЫХ КОВЕКТОРОВ

Данная работа продолжает серию публикаций автора, посвященных погру-
жениям различных многообразий в точечно-векторные пространства (см.,
например, [2,3,7]). Для исходного трехмерного аффинного пространства
строится шестимерное точечно-векторное пространство D6, точка которого –
приложенный ковектор, а вектор – упорядоченная пара, составленная из
вектора и ковектора. Гиперповерхность полученного пространства снабжена
псевдоримановой метрикой, индуцированной естественной метрикой про-
странства D6. Построена связность гиперповерхности, названная «естест-
венной», и связность Леви-Чивита. Исследованы геодезические линии обеих
связностей (для первой из них – до полной характеризации).

Ключевые слова: ковектор, псевдориманово пространство, связность Ле-
ви-Чивита, геодезические.

1. Операции над векторами и ковекторами

Пусть V – линейное 3-пространство над R  и *V  – сопряженное ему простран-
ство ковекторов.

Множество реперов пространства V обозначим Ε . Символ ,< >  обозначает
свёртку вектора и ковектора. Пусть ( )1 2 3, ,e e e=e  – базис пространства V ,

( )T* 1 2 3, ,e e e=e  – базис сопряженного пространства *V . Сопряжённость базисов

означает, что

( ), , , 1, 2,3j j j
i i ie e e e i j< > =< > =δ = .

Примем интерпретацию ковекторов, описанную в [5]. Тогда ковектор
1 2 3

1 2 3b b e b e b e= + +  интерпретируется упорядоченной парой параллельных
плоскостей. Если первая из них ( )1Π  проходит через начало координат О, то она и

вторая ( ( )2Π ) задаются соответственно уравнениями

( )

( )

1 2 3
1 2 31

1 2 3
1 2 32

: 0,

: 1.

b x b x b x

b x b x b x

Π + + =

Π + + =

Пусть из точки O  отложен и вектор OA a= . Если B  – точка пересечения
прямой ( )OA  и плоскости ( )2Π , то

OA ab OB=< > ,

что и придает наглядный смысл инварианту ab . Ковектор (как и вектор) может
быть отложен из любой точки, это не повлияет на истолкование геометрического
смысла инварианта ab< > .
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Таким образом, если базисы ( )1 2 3, ,e e e=e , ( )T* 1 2 3, ,e e e=e  сопряжены (мы

откладываем векторы первого базиса и первые плоскости пары параллельных
плоскостей, изображающих ковектор второго базиса, из начала координат О), то
ковектор 1e  изобразится упорядоченной парой параллельных плоскостей

( ) ( )( )1 1
1 2,Π Π , каждая из которых параллельна векторам 2e  и 3e , причём первая

проходит через (0,0,0)O , а вторая – через точку ( )1,0,0 . Проделав то же для ос-
тальных ковекторов, получим изображение репера ( )1 2 3, , ,O e e e  и корепера

( )1 2 3, , ,O e e e , где обозначены только вторые плоскости ( ) ( ) ( )( )1 2 3
2 2 2, ,Π Π Π , изо-

бражающие базисные ковекторы (рис. 1).

O 1e

2e

3e

1
(2)Π

2
(2)Π

3
(2)Π

Рис. 1. Репер и корепер (условное изображение)

Определим отображения
:f V V V× × × Ε → \ ,  :f V V V∗ ∗ ∗ ∗× × × Ε → \

следующим образом. Если
, , , 1, 2,3j i i j

i i j ja a e b b e i j= = = ,

то

1 1 1
1 2 3
2 2 2

1 2 3 1 2 3
3 3 3
1 2 3

( , , , )
a a a

f a a a a a a
a a a

=e ,   

1 1 1
1 2 3

* 1 2 3 2 2 2
1 2 3
3 3 3
1 2 3

( , , , )
b b b

f b b b b b b
b b b

=e .

Для введённых нами функций f  и f ∗  примем (на наш взгляд, более удобные)

обозначения [ ]1 2 3, ,a a a e  и 1 2 3, ,b b b⎡ ⎤⎣ ⎦e . Таким образом,

[ ]1 2 3, , det j
ia a a a=e .  1 2 3, , det j

ib b b b⎡ ⎤ =⎣ ⎦e .
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Определение. Величина [ ]1 2 3, ,a a a e  называется косым произведением векто-

ров 1 2 3, ,a a a  в базисе e , а величина 1 2 3, ,b b b⎡ ⎤⎣ ⎦e  – косым произведением ковек-

торов 1 2 3, ,b b b  в том же базисе.

Запишем закон преобразования базисов, а также координат вектора ( )ix  и

ковектора ( )iy  с невырожденной матрицей i
iA ′=A  и обратной к ней матрицей

1 i
iA ′− =A .

′ =e eA , 1
∗ ∗

−′ =e A e ,
или, в подробной записи,

i
i i ie e A′ ′= ,  i i i

ie A e′ ′= ,  i i i
ix A x′ ′= ,  i

i i iy y A′ ′= . (*)
Эти объекты преобразуются по правилу

[ ] ( ) [ ]

( )
1 2 3 1 3 1 2 32

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3

, , , , det , , ;

, , , , det , , .

ji k
i j k

i j k

a a a A A A a a a a a a

b b b A A A b b b b b b

′ ′′

′ ′ ′ −

⎡ ⎤= = ⋅⎣ ⎦′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦′

Ae ee
A ee e

Определим операцию векторного умножения над ковекторами i
ix x e= ,

i
iy y e=  в базисе e следующим образом:

1 2 3

1 2 3

1 2 3

,
e e e

x y x x x V
y y y

∈⎡ ⎤⎣ ⎦ �e . (1.1)

Из (*) следует, что при преобразовании базиса i
i i ie e A′ ′=

( ), , det , deti
ix y x y A x y′= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ Ae ee . (1.2)

Таким образом, результат векторного умножения ковекторов есть вектор, свертка
которого с каждым из ковекторов-сомножителей равна нулю. В интерпретации
ковекторов, предложенной в [5], вектор ,x y⎡ ⎤⎣ ⎦  параллелен плоскостям, изобра-
жающим первый ковектор, и плоскостям, изображающим второй ковектор. Опе-
рация векторного умножения ковекторов относительно инвариантна, если в V
действует полная линейная группа, и инвариантна относительно специальной ли-
нейной группы. Для характеризации нормировки вектора ,x y⎡ ⎤⎣ ⎦  в этом последнем
случае рассмотрим отображение

( ), , , , ,x y t t x y tϕ = ∈⎡ ⎤⎣ ⎦ \e e .

Для тройки векторов 1 2 3, ,a a a  тогда получаем равенство

( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ]2 23
2 3 3 1 1 2 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , , , , , 1 , ,a a t a a t a a t a a a t a a aϕ ϕ ϕ − = −e e e e ee .

Нуль в правой части равенства мы и получаем только при 1t = .
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Определим операцию ковекторного умножения над векторами i
ix x e= ,

i
iy y e=  в базисе e :

[ ]

1 2 3

1 2 3 *

1 2 3
,

e e e
x y x x x V

y y y
∈�e .

При тех же условиях, что справедливы для (3), мы констатируем, что

[ ] [ ] [ ] ( )1, , det , deti
ix y x y A x y′ −= =′ Ae e e .

Пусть имеем аффинное пространство 3A  с репером

{ }1 2 3, , ,O e e e .

Для ковектора 1 2 3
1 2 3b b e b e b e= + +  в 3A  примем геометрическую интерпретацию

[5] посредством класса аффинной эквивалентности пар параллельных плоскостей
с представителем в виде пары

1 2 3
1 1 2 3

1 2 3
2 1 2 3

: 0,
: 1.

b x b x b x
b x b x b x

Π + + =

Π + + =

В этом случае скажем, что ковектор b  отложен из точки О или что мы рассмат-
риваем приложенный ковектор ( ),O b . Пусть из точки O  отложен и вектор

OA a= . Если B  – точка пересечения прямой ( )OA  и плоскости 2Π , то

OA ab OB=< > ,

что и придает наглядный смысл инварианту ab . Ковектор может быть отложен
из любой точки.

2. Пространство D6

Составим шестимерное линейное пространство ( )*, , ,V V× + ⋅\  следующим об-

разом: вектор в *V V×  есть упорядоченная пара ( ),a bα = , сложение и умножение
на скаляр – покомпонентные. С каждым вектором ( ),a bα =  связывается число

2 abα =< > ,
которое мы называем (псевдо) скалярным квадратом вектора α . Пространство

*V V×  с указанным скалярным квадратом имеет структуру пространства 3
6R . Ес-

ли в некотором базисе ( )ie  и взаимном базисе ( )ie  имеем i
ia a e= , i

ib b e= , то

2 i
ia bα = .

Для квадратичной формы (1) полярной билинейной формой является

( )1
2

ap cbαβ = < > + < > ,

где ( ),a bα = , ( ),c pβ = .
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Если базис-строка ( )ie=e  подвергается линейному преобразованию
′ =e eA ,

то вектор ( ),a bα =  переходит в вектор

( )1 ,a b−′α = A A .

Таким образом, в линейном пространстве *V V×  действует 9-членная группа пре-
образований, изоморфная группе матриц

( )T1

0

0 −

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

C

C
.

Рассмотрим теперь структуру ( )* *
3 3 3, ,U V V V× × ϕ , где U  – точечное множест-

во аффинного пространства 3A , 3V  – его векторное пространство. Элементы

множества *
3U V×  называем точками и обозначаем x , y , z ,…. Отображение ϕ

упорядоченной паре ( ),x y , где ( ),A a=x , ( ),B b=y , сопоставляет вектор
*

3 3V V∈ ×xy  по правилу

( ),AB b a= −xy .

Нетрудно проверить, что для построенной структуры выполнены аксиомы точеч-
но-векторного пространства [1]. Построенное здесь шестимерное пространство
будем обозначать 6D .

Как отмечено выше, приложенный ковектор аффинного пространства 3A  ин-
терпретируется парой ( ),M a , состоящей из точки M  и не проходящей через нее
плоскости Π  – второй плоскости, изображающей ковектор a  [5] (первая плос-
кость, изображающая ковектор, проходит через M ). Пусть из точки O  отложены
вектор OA a=  и ковектор ( ),O b . Прямая линия пространства 6D  интерпретиру-
ется как прямолинейный ряд точек в пространстве 3A  и пучок плоскостей этого
же пространства, находящихся в аффинном соответствии.

2-плоскость пространства 6D  задается параметрическим уравнением

( ) ( ) ( ) ( )0, , , ,M Y M Y u a p v b q= + + . (2.1)

Необходимое и достаточное ограничение на направляющие векторы:

( ) ( ){ }, , , 2Rang a p b q = .

Будем говорить, что плоскость (2.1) есть плоскость ( , )L n m , если

{ },Rang a b n= , { },Rang p q m= .

Ясно, что ( ) { }, (2, 2), (2,1), (2,0), (1, 2), (1,1), (0, 2)n m ∈ . Ясно также, что плоскость

(2,2)L  интерпретируется как плоскость в 3A , натянутая на a и b  и 2-семейство

ковекторов 0y Y up vq= + + , находящихся в аффинном соответствии. Остальные
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плоскости ( , )L n m  отличаются лишь понижением размерности либо одного из се-
мейств (точек либо ковекторов), либо обоих сразу (для (1,1)L ). Однако больший
интерес представляет другая интерпретация.

Именно, пусть точка M  совмещена с вершиной O  репера. Пусть к этой же
точке приложен и ковектор y . Тогда (2.1) есть параметрическое уравнение 2-
семейства, образующий элемент которого состоит из точки

0M M ua vb= + + (2.2)
и плоскости

0 , 1Y up vq x+ + = . (2.3)

Плоскости (2.3) образуют связку с центром, который определяется системой
уравнений

0 1 0Y x px qx− = = = ,

и с неоднородными координатами u , v  в связке. В то же время u , v  есть не что
иное, как неоднородные координаты несобственной прямой, по которой плос-
кость (2.3) пересекает несобственную плоскость. Таким образом, (2.2) и (2.3) за-
дают аффинное отображение точек плоскости ( )0 , , 0M M a b− =  в тангенциаль-

ную несобственную плоскость пространства 3A . Не составляет особого труда по-
строить интерпретацию остальных плоскостей ( , )L n m .

3. Подвижной репер в пространстве D6

В пространстве 3A  подвижной репер { }1 2 3, , ,M e e e  имеет деривационные
формулы

( ), , 1, 2,3i j
i i i jdM e de e i j= ω = ω = , (3.1)

где i
jω  – формы Пфаффа [4] , подчиненные уравнениям структуры

, , , , 1, 2,3ji i i j k
j i i kd d i j kω = ω ∧ ω ω = ω ∧ ω = . (3.2)

В пространстве D6 рассматриваем репер

{ }3, 1 2
1 2 3ε ,ε ,ε ,ε ,ε ,εx , (3.3)

где ( )3,M e=x , ( ) ( ), 0 , 0, , 1, 2,3i i
i ie e iε = ε = = . (3.4)

Поскольку для векторов пространства D6 операции определены покомпонентно,
то деривационные формулы подвижного репера (3.3) имеют (в силу (3.1) и (3.4))
вид

3 ,
, .

i i
i i

j i i j
i i j j

d
d d

= ω ε − ω ε

ε = ω ε ε = −ω ε

x
(3.5)

Формулам (3.5) соответствуют следующие матрицы коэффициентов:

( )1 2 3 3 3 3
1 2 3ϑ = ω ω ω −ω −ω −ω , (3.6)
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1 2 3
1 1 1
1 2 3
2 2 2
1 2 3
3 3 3

1 1 1
1 2 3
2 2 2
1 2 3
3 3 3
1 2 3

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω

Θ =
−ω −ω −ω
−ω −ω −ω
−ω −ω −ω

. (3.7)

Поскольку пространство D6 – точечно-векторное, то базовая форма θ и слоевая
форма Ω определяют на нашем пространстве локально-плоскую аффинную связ-
ность, что, впрочем, подтверждается и непосредственным вычислением с исполь-
зованием (3.2), (3.6) и (3.7):

0, 0d dϑ − ϑ ∧ Θ = Θ − Θ ∧ Θ = .
Инфинитезимальная (псевдоевклидова) метрика определена квадратичной диф-
ференциальной формой

( )2 1 3 2 3 3 3
1 2 3ds = − ω ω + ω ω + ω ω . (3.8)

Матрица указанной квадратичной формы имеет вид
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 02

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

g

−
−

−
=

−
−

−

. (3.9)

Без труда проверяется, что обнаруженная нами связность ∇  пространства D6

является связностью Леви-Чивита для инфинитезимальной метрики (3.8). В самом
деле, из (3.7) и (3.9) видно, что

( )T 0g dg g g∇ = − θ − θ = .

4. Гиперповерхность в пространстве D6

Рассмотрим в пространстве D6 гиперповерхность Σ, для которой вершина ре-
пера – текущая точка. Тогда 6 пфаффовых форм iω , 3

iω  окажутся связанными
одним линейным уравнением вида

1 2 3 1 3 2 3 3 3
1 2 3 1 2 3 0λ ω + λ ω + λ ω + λ ω + λ ω + λ ω = ,

постоянного ранга равного единице. Мы предполагаем, что элемент, состоящий
из точки и направляющего ковектора 3e  (то есть ковектора, определённого с точ-
ностью до произвольного ненулевого множителя), зависит от 5 параметров, то
есть

1 2 3 3 3
1 2 0ω ∧ ω ∧ ω ∧ ω ∧ ω ≠ . (4.1)

Тогда последнее уравнение перепишется в виде
3 1 3 2 3
3 1 2 , 1, 2,3i

ia a a iω = ω + ω + ω = . (4.2)
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Требуем полной интегрируемости уравнения (4.2), для чего присоединяем к
нему результат внешнего дифференцирования:

( ) ( )3 3
3 3 0,

1, 2,3; 1, 2.

j i
i j ida a da a a

i

α β α α α
β α− ω ∧ ω + + ω − ω − ω ∧ ω =

= α =
(4.3)

Разрешая последнее уравнение по лемме Картана и полагая 1 2 3ω = ω = ω =
3 3
1 2 0= ω = ω = , получим в обозначениях [4] соотношения

3, , 1, 2,3; , 1, 2i ia a a a iα α α β α
α βδ = π δ = π − π = α β = . (4.4)

Эти соотношения позволяют провести частичную специализацию репера
1 2 1 2

3 30, 0a a= = π = π = . (4.5)
Смысл проведённой частичной специализации, как видно из (4.2) и (3.1), в том,
что вследствие её имеем

( ) ( )3
30 , 0dM de e= ⇒ 〈 〉 = .

Уравнение (4.3) теперь принимает вид

( ) 3
3 0,

, 1, 2,3; 1, 2.

j i
i j ida a

i j

α
α− ω ∧ ω − ω ∧ ω =

= α =

Вследствие выбора базисных форм и частичной специализации репера можно
записать, что

( ) ( ) ( )3 3 3, , 0, , 1, 2,3; 1, 2i
i id dM de e a e e iα

α= = ω − − ω = α =x . (4.6)

Нетрудно заметить, что базис касательной плоскости составляют векторы

( ) ( ) ( )3 1 1 2 2
4 5, , 1, 2,3, 0, , 0,i i ie a e i e e= − = ≡ = ≡ =e e e e e .

Теперь в исходном аффинном пространстве 3A  деривационные формулы репера
имеют вид

3 3 3
3 3 3

, , ,
, ,

1, 2,3; 1, 2.

i i i
i i i

i i
i i

d M e de e de e a e
de e de e a e
i

α
α α α

α α α
α

= ω = ω = ω + ω

= −ω = −ω − ω
= α =

Построим геометрическую интерпретацию касательной гиперплоскости, основы-
ваясь на (4.8). Зафиксировав параметры – как базовые так и слоевые – получим
неподвижный репер в пространстве 6D . Именно,

( ) ( ) ( )3 10
00 0 0, , , 0 , 0, , 1, 2,3i

i iM e e e i= = = =x ε ε .

Параметрические уравнения касательной гиперплоскости (при помещении нового
начала координат О в точку 0M ) имеют вид

( ) ( ) ( ) ( )3 0 0 3
0 0 0, , , 0, ,

1, 2,3; 1, 2.

i
i iR y O e u e a e v e

i

α
α= + − +

= α =

Здесь 0
ia  – значения коэффициентов ia  при фиксации всех параметров. Соответ-

ственно в пространстве 3A  получим параметрические уравнения
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0i
iR u e= ,  ( )1 2 0 3

1 0 2 0 01 i
iy v e v e a u e= − − + − ,   1, 2,3i = .

Эти уравнения задают отображение: каждой точке 0i
iR u e=  сопоставляется

2-семейство ковекторов (параметры – 1v , 2v ), чьи вторые плоскости имеют урав-
нения

( )1 2 0 3
1 2 1 1 0i

iv x v x a u x+ + − + = .

Данные плоскости образуют связку с центром

0
10,0,

1 i
i

C
a u

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

.

При этом точкам 0i
iR x e= , принадлежащим плоскости ( )π λ , заданной уравне-

нием
0 1 0 2 0 3
1 2 3a x a x a x const+ + = λ = ,

отвечает одна и та же точка ( ) 10,0,
1

C ⎛ ⎞λ = ⎜ ⎟− λ⎝ ⎠
. Указанное соответствие и даёт

описание касательной гиперплоскости.

1x
2x

3x

0,0, 1
1

C ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠−λ

1a
λ

2a
λ

3a
λ

О

Рис. 2. Вторая плоскость из  интерпретации
касательной гиперплоскости

Соотношения (4.4) после частичной специализации репера принимают вид

3, 0, , 1, 2a a aα
β α βδ = π δ = α β = .

Величина 3a  есть инвариант. Для его характеризации рассмотрим распределение
1 2 0ω = ω = ,
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в общем случае неинтегрируемое. Вдоль этого подмногообразия имеем соотно-
шения

3 3
3 3, ,de e a dM e〈 〉 = 〈 〉 .

Матрица Грама для базиса касательной плоскости имеет вид

1

2

1 2 3

0 0 1 0
0 0 0 11

2 0 0
2 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

a
a

a a a

−
−

Γ = − − − . (4.7)

Заметим, что ранг матрицы Γ равен 5 при 3 0a ≠  и 4 при 3 0a = , других же значе-
ний он не принимает.

Квадратичная метрика пространства D6 индуцирует нормаль гиперповерхно-
сти, натянутую на вектор

( )3, i
ie a e=n . (4.8)

Мы, однако, нормализуем нашу поверхность вектором

( )3 3
6 0, e≡ =e e .

В репере (3.4) имеем соответственно
( )
( )
( )
( )
( )
( )

1 1

2 2

3 3

4

5

6

1 0 0 0 0 ,
0 1 0 0 0 ,
0 0 1 0 0 ,
0 0 0 1 0 0 ,
0 0 0 0 1 0 ,
0 0 0 0 0 1 .

a
a
a

= −
= −
= −
=
=
=

e
e
e
e
e
e

Теперь (4.8) вместе с результатом дифференцирования векторов 1 6,...,e e  приводят
к деривационным формулам

1 2 3 3 1 3 2
1 2 3 1 2

3 3
,

,

, , 1,2,3; 1,2,

j
i i j i i
i i i

i

d
d a a

d i j

α
α

= ω + ω + ω − ω − ω

= ω + ω − ∆

= −ω = α =

x e e e e e
e e e e

e e

(4.9)

где 3
3

j
i i j i ia da a a∆ = − ω − ω . (4.10)

Для дальнейшего полезна формула

( ) 3 3
3 3

3 3
3 3 ,

, 1, 2,3; 1,2.

jj j k
i j i k i j i i j

j
i j i i

d a da a da a

a a a
i j

α
α

∆ = − ∧ ω − ω ∧ ω − ∧ ω − ω ∧ ω =

= ω ∧ ∆ + ω ∧ ∆ + ω ∧ ω
= α =

(4.11)

Введём в рассмотрение вектор-строку из пфаффовых форм

( )1 2 3 3 3
1 2θ = ω ω ω −ω −ω . (4.12)

Матрица коэффициентов деривационных формул (4.9) имеет вид
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1 2 3 3 3
1 1 1 1 1 1 2 1
1 2 3 3 3
2 2 2 2 1 2 2 2
1 2 3 3 3
3 3 3 3 1 3 2 3

1 1 1
1 2 3
2 2 2
1 2 3
3 3 3
1 2 3

0 0 0
0 0 0
0 0 0

a a a
a a a
a a a

ω ω ω ω ω −∆
ω ω ω ω ω −∆
ω ω ω ω ω −∆

Φ =
−ω −ω −ω
−ω −ω −ω
−ω −ω −ω

. (4.13)

Как видно из (4.12) и (4.13), вторая квадратичная форма гиперповерхности есть
форма

1 2 3 1 3 2 3
1 2 3 3 1 3 2a a a= −ω ∆ − ω ∆ − ω ∆ + ω ω + ω ωII . (4.14)

Форму-строку (4.12) рассматриваем как базовую. Тогда слоевая форма есть мат-
ричнозначная форма

1 2 3 3 3
1 1 1 1 1 1 2
1 2 3 3 3
2 2 2 2 1 2 2
1 2 3 3 3
3 3 3 3 1 3 2

1 1
1 2
2 2
1 2

0 0 0
0 0 0

a a
a a
a a

ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω

Ω = ω ω ω ω ω
−ω −ω
−ω −ω

. (4.15)

Предложение. Матричнозначные формы (4.12) и (4.15) определяют на нашей
гиперповерхности аффинную связность.

Доказательство. Непосредственные вычисления показывают, что
( )0 0 0 0 0dθ − θ ∧ Ω = ,

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

3 3 3 3
1 1 1 3 1 1 1 1 3 2

3 3 3 3
2 2 2 3 1 2 2 2 3 2

3 3 3 3
3 3 3 3 1 3 3 3 3 2

1 3 1 3
3 1 3 2
2 3 2 3
3 1 3 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
0 0 0

i i
i i

i i
i i

i i
i i

da a a da a a

da a a da a a
d da a a da a a

− ω − ω ∧ ω − ω − ω ∧ ω

− ω − ω ∧ ω − ω − ω ∧ ω

Ω − Ω ∧ Ω = − ω − ω ∧ ω − ω − ω ∧ ω

ω ∧ ω ω ∧ ω
ω ∧ ω ω ∧ ω

. (4.16)

Если форма кривизны связности (4.16) нулевая, то
3
3

1 2
3 3

0, , 1, 2,3,

0.

j
i j i ida a a i j− ω − ω = =

ω = ω =
(4.17)

Внешнее дифференцирование этих соотношений приводит к тождествам. Мат-
ричнозначная форма (4.13) при выполнении условий (4.17) принимает вид

1 2 3 3 3
1 1 1 1 1 1 2
1 2 3 3 3
2 2 2 2 1 2 2
1 2 3 3 3
3 3 3 3 1 3 2

1 1
1 2
2 2
1 2
3 3 3
1 2 3

0
0
0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0

a a
a a
a a

ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω

Φ =
−ω −ω
−ω −ω
−ω −ω −ω

.
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Наша гиперповерхность в этом случае есть гиперплоскость.
Определение. Связность ∇ , определяемая формами θ  и Ω , называем есте-

ственной связностью.
Решим вопрос о геодезических линиях естественной связности, следуя [8]. Ли-

ния ( )t=x x  называется геодезической, если параллельно переносится вектор

, 1,..,5
I I

I
I

d I
dt dt dt

⎛ ⎞θ θ
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

ex e .

Условие параллельного переноса имеет вид 
I I

dt dt
⎛ ⎞θ θ

∇ = ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, или, иначе, I I∆θ = ϕθ .

Окончательно уравнения геодезических запишем в виде
, , 1,...,5I J I I

Jd I Jθ + θ Ω = ϕθ = , (4.18)
где ϕ  – некоторая форма Пфаффа. Дифференцирование в (4.18) обыкновенное.
Учитывая (4.12) и (4.15), приводим уравнения геодезических к виду

3 3 3

,

,
, 1, 2,3; 1, 2.

i j i i
j

i
i

d

d
i j

α α α

ω + ω ω = ϕω

− ω + ω ω = −ϕω
= α =

 (4.19)

Для прояснения геометрического смысла полученных уравнений заметим, что

( )
( )

2

2 3 3 3

,

,
, 1, 2,3.

i j i
j i

j i
i j i

d M d e

d e d e
i j

= ω + ω ω

= − ω + ω ω

=

(4.20)

Если выполнено (4.19), и только в этом случае, (4.20) принимает вид

( )
2

2 3 3 3 3 3 3
3 3 3

,
,

1, 2,3; 1, 2.

i
i

d M d M
d e de d e
i

= ϕ
= −ϕ + − ω + ω ω + ϕω

= α =

 (4.21)

Предложение 1. Линия на гиперповерхности пространства 6D  является ∇ -
геодезической тогда и только тогда, когда вдоль неё выполнены следующие усло-
вия:

1) точка М пробегает прямую;
2) вектор 3 3,de e⎡ ⎤⎣ ⎦  сохраняет постоянное направление;

3) ( )3 3, 0 mod ,d d M de d M e< >≡ < > .

Доказательство. Перепишем (4.21) следующим образом:
2 2 3 3 3, ,

.
d M d M d e de Le= ϕ = −λ +
ϕ = λ

(4.22)

Здесь 3 3 3
3 3 3

i
iL d= − ω + ω ω + ϕω .

Пункт 1) сомнений не вызывает, как и пункт 2). Для доказательства пункта 3)
заметим, что согласно (4.22)
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( )3 3, , ,d d M de d M de L d M e< >= ϕ − λ < > + < > ,
откуда и следует справедливость утверждения.

5. Связность Леви-Чивита для гиперповерхности общего вида ( 3 0a ≠ )

Ковариантное дифференцирование метрического тензора приводит к равенству

( )

1

2
1 2T

1 2 3 3 3
1
3
2
3

0 0 0 0
0 0 0 0

1 2
2 0 0 0 0

0 0 0 0

a
a

a a ag dg g g

∆
∆

∆ ∆ ∆ −ω −ω∇ = − Ω − Ω =
−ω
−ω

.

Обозначим Ω  – слоевую форму, которая определит для метрического тензора g

связность Леви-Чивита. Тогда разность форм Ω  и Ω  , как показывает непосред-
ственный подсчёт, есть форма аффинной деформации

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

3 1 3 2 3
1 1 13
3 1 3 2 3
2 2 2
3 1 3 2 3

0 0
0 0

1 0 0
2 0 0

0 0

a a a a a
a a a a a
a a a a a

a a a
a a

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆=
ω ω ω
ω ω ω

B  .

Соответственно искомая слоевая форма имеет вид
1 2 3 3 31 1 1 2 1
1 1 1 1 1 1 2

3 3 3

1 2 3 3 32 1 2 2 2
2 2 2 2 1 2 2

3 3 3

1 2 3 3 33 1 3 2 3
3 3 3 3 1 3 2

3 3 3
1 1 1

1 13 1 3 2 3
1 2

3 3 3
2 2 2

2 23 1 3 2 3
1 2

3 3 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2

0 0
2 2 2

0 0
2 2 2

a a a a a
a a

a a a
a a a a a

a a
a a a
a a a a a

a a
a a a

a a
a a a

a a
a a a

∆ ∆ ∆
ω ω ω + ω + ω +

∆ ∆ ∆
ω ω ω + ω + ω +

∆ ∆ ∆
ω ω ω + ω + ω +Ω =

ω ω ω
− ω − ω

ω ω ω
− ω − ω

. (5.1)

Обозначим ∇  – оператор ковариантного дифференцирования для связности Ле-
ви-Чивита. Тогда, используя (5.1) и (4.14) и действуя так же, как и для естествен-
ной связности, можем записать уравнение геодезических в виде

1 1 1 2 2 2 3 3 3

3

3 3 3 3 3 31 2
1 1 1 2 2 2

3 3

, , ,
2

, ,
2 2

i i i
i i id d d

a
a a

d d
a a

α α
α α

ω + ω ω = ςω ω + ω ω = ςω ω + ω ω = ςω +

− ω + ω ω = −ςω + − ω + ω ω = −ςω +

II

II II
(5.2)

где ς  – некоторая пфаффова форма. Дифференцирование в этих формулах и всех
последующих – обычное.
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Для прояснения геометрического смысла полученных уравнений заметим, что
из (4.9) следует

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 2 3 1 1 3 2 2 3
1 1 2 2

3 3 3 3 3 1
3 3 1 1

3 3 2 3
2 2

, , ,

, 0,

0, 0, .

i i
i i

i i
i i

i
i

d d M e d e a e d e a e

d e a e d e

d e e

= = ω + ω ω − + ω + ω ω − +

+ ω + ω ω − + − ω + ω ω +

− ω + ω ω +

x

II

При выполнении условий (5.2) получим соотношение

2

32
d d

a
= ς +

IIx x n .

Развернутая запись последнего соотношения

( ) ( ) ( )2 3 3
3

3
, , ,

2
i

id M e d M e e a e
a

= ς +
II .

Покомпонентная запись последнего уравнения равносильна следующим уравне-
ниям в пространстве 3A :

( )

2
3

3

2 3 3 1 2 3
1 2 3

3

,
2

.
2

d M d M e
a

d e de a e a e a e
a

= ς +

= ς + + +

II

II

Исключение пфаффовой формы ς  приводит к соотношениям, необходимо вы-
полняющимся вдоль геодезических:

( ) ( )

( ) ( )

2 2
3 3 3 3 3

3

2 3 2 3
3 3 3 3

3

, , , , ,
2

, , , , .
2

i
i

d M de e d M e d M de e d M
a

d M de e d e a e d M de e de
a

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

II

II
(5.9)

Для завершения дополнения характеристики геодезических линий отметим,
что ковектор i

ia e  есть ковекторная компонента вектора нормали ( )3, i
ie a e=n

гиперповерхности (введена в (4.8)).
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Bukhtyak M. S. ON A HYPERSURFACE IN THE SPACE OF APPLIED COVECTORS

The present paper continues a series of the author's publications devoted to immersions of various
manifolds into point-vector spaces (see examples in the list of references [2,3,7]). A six-
dimensional point-vector space D6 is constructed for the original three-dimensional affine space.
A point of the space is an applied covector and a vector is an ordered couple composed of a vector
and a covector. A hypersurface of the obtained space contains pseudo-Riemannian metrics
induced by the intrinsic metrics of space D6. A connection of the hypersurface called natural has
been built, as well as the Levi-Civita connection. Geodesic lines of both connections are
examined (for the first one, up to the full characterization).

Keywords: covector, pseudo-Riemannian space, Levi-Civita connection, geodesic lines.
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УДК 512.541

С.Я. Гриншпон, И.Э. Гриншпон

АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ БЕЗ КРУЧЕНИЯ, НОРМАЛЬНО
ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕСЯ СВОИМИ ГОЛОМОРФАМИ1

Исследуются абелевы группы без кручения, разложимые в прямые суммы
однородных групп, которые нормально определяются своими голоморфами.
Изучаются также свойства нормальных абелевых подгрупп голоморфов абе-
левых групп без кручения.

Ключевые слова: голоморф, почти голоморфно изоморфные группы, впол-
не разложимая группа, однородная группа, тип группы.

Пусть G – абелева группа, Г(G) – ее голоморф, то есть полупрямое расширение
группы G с помощью группы ее автоморфизмов Aut(G). Для групповой операции
в группе Aut(G) пользуемся мультипликативной записью, а для групповых опера-
ций в G и Г(G) – аддитивной записью. Группу Г(G) можно рассматривать как
множество всех упорядоченных пар (g, ϕ), где g∈G, ϕ∈Aut(G). Групповая опера-
ция в Г(G) задается по правилу: (g, ϕ) + (h, ψ) = (g + ϕh, ϕψ) для любых (g, ϕ),
(h, ψ)∈Г(G). Нейтральным элементом в Г(G) является элемент (0, ε) (ε – тождест-
венный автоморфизм), а элементом, противоположным элементу (g, ϕ), – элемент
(–ϕ–1g, ϕ–1). Элементы вида (g, ε) образуют в голоморфе Г(G) нормальную под-
группу, изоморфную группе G, а элементы вида (0, ϕ) – подгруппу, изоморфную
группе Aut(G). Будем отождествлять эти подгруппы с группами G и Aut(G) соот-
ветственно. Понятно, что G∩Aut(G) = {(0, ε)}. Часто вместо записи элементов
группы Г(G) в виде (g, ε) и (0, ϕ) будем просто писать g и ϕ соответственно.

Заметим, что если G – абелева группа, то она является максимальной абелевой
подгруппой своего голоморфа Г(G). Действительно, если допустить существова-
ние абелевой подгруппы G1 голоморфа Г(G) такой, что G ⊂ G1 и G ≠ G1, то в G1
есть элемент (g, σ), не принадлежащий G, а, значит, σ ≠ ε. Тогда

(–g, ε) + (g, σ) = (0, σ)∈G1.
В силу коммутативности G1 имеем (a, ε) + (0, σ) = (0, σ) + (a, ε) для любого эле-
мента a∈G, то есть σa = a и, значит, σ = ε. Получили противоречие. Итак, G –
максимальная абелева подгруппа своего голоморфа.

Отметим также, что если H – нормальная абелева подгруппа группы Г(G), H1,
Ф1 – соответственно множества первых, вторых компонент элементов группы H,
то H1 – характеристическая подгруппа группы G (см. [1]), Ф1 – нормальная под-
группа в Aut(G).

В настоящей статье рассматриваются вопросы, связанные с нормальной опре-
деляемостью абелевых групп без кручения из некоторых классов своими голо-
морфами.
                                                          
1 Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации,
соглашение 14.B37.21.0354 «Сохранение алгебраических и топологических инвариантов и свойств
отображениями»; работа выполнена также в рамках темы 2.3684.2011 Томского государственного
университета.
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Две группы называются голоморфно изоморфными, если голоморфы этих
групп изоморфны. Говорят, что группа A определяется своим голоморфом в
некотором классе групп ℜ, если любая группа B из этого класса, голоморфно
изоморфная группе A, изоморфна группе A. Известны примеры неизоморфных
конечных некоммутативных групп, голоморфы которых изоморфны [2]. В [1]
В. Миллс показал, что всякая конечно порожденная абелева группа определяется
своим голоморфом в классе всех конечно порожденных абелевых групп. Ряд ин-
тересных результатов о свойствах голоморфов абелевых групп и об определяемо-
сти абелевых групп своими голоморфами получен И. Х. Беккером [3−8]. Полез-
ные результаты о голоморфах абелевых групп и голоморфах (аффинных группах)
модулей содержатся в [14] и [15].

Обобщением понятия голоморфного изоморфизма является понятие почти го-
ломорфного изоморфизма. Группы A и B называются почти голоморфно изо-
морфными, если каждая из них изоморфна нормальной подгруппе голоморфа
другой группы. Понятно, что если две группы являются голоморфно изоморфны-
ми, то они почти голоморфно изоморфны. Обратное, вообще говоря, неверно.
Почти голоморфно изоморфные конечно порожденные абелевы группы исследо-
вались в работе В. Миллса [2]. Почти голоморфно изоморфные абелевы p-группы
изучались в работах [8] и [9]. Отметим, что если в некотором классе групп ℜ из
почти голоморфного изоморфизма двух групп следует их изоморфизм, то всякая
группа из класса ℜ определяется своим голоморфом в этом классе.

Будем говорить, что группа G нормально определяется в классе ℜ своим голо-
морфом, если для любой группы H из этого класса из почти голоморфного изо-
морфизма групп G и H следует изоморфизм самих групп G и H.

Важную роль при изучении голоморфов абелевых групп играют нормальные
абелевы подгруппы голоморфов. Справедливы следующие результаты.

Лемма 1 [10]. Если S – нормальная абелева подгруппа голоморфа Г(G),
(a, σ)∈S, g∈G, то

σa – a ∈S,  (2a, ε)∈S,  (0, σ2)∈S; (1)
σg – g∈S; (2)

σ(σg – g) = σg – g; (3)
σng = g + n(σg – g); (4)

( 1)( , ) ( ),
2

nn nn a na a a−⎛ ⎞σ = + σ − σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (5)

2(σa – a) = 0. (6)
Лемма 2. Пусть S – нормальная абелева подгруппа голоморфа Г(G) абелевой

группы без кручения G, S1 – множество первых компонент элементов группы S.
Справедливы следующие утверждения:

1) S – группа без кручения;
2) если S ≠ 0, то S1 ≠ 0.
Доказательство. 1) Пусть (a, σ)∈ S и n(a, σ) = (0, ε) для некоторого натураль-

ного числа n. Имеем (формула (5))
( 1)( , ) ( ),

2
nn nn a na a a−⎛ ⎞σ = + σ − σ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.
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Так как G – группа без кручения, то из равенства (6) следует, что σa – a = 0 и
формула (5) принимает вид

n(a, σ) = (na, σn). (7)
Итак, (na, σn) = (0, ε). Отсюда следует, что na = 0 и σn = ε. Значит, a = 0, так как

G – группа без кручения. Покажем, что σ = ε. По формуле (4) σng = g + n(σg – g)
для любого g∈G. Учитывая, что σn = ε, получаем g = g + n(σg – g), то есть
n(σg − g) = 0. Так как G – группа без кручения, то σg − g = 0 и, следовательно,
σ = ε.

2) Пусть (a, σ)∈S и (a, σ) ≠ (0, ε). Если σ ≠ ε, то существует элемент g∈G, та-
кой, что σg – g ≠ 0. Применяя формулу (2), получим σg – g∈S. Значит, σg – g ∈S1

и S1 ≠ 0. Если же σ = ε, то a ≠ 0 и S1 также отлична от нуля. ■
Рассмотрим связи между типами элементов почти голоморфно изоморфных

абелевых групп без кручения.
Напомним некоторые обозначения и термины из теории абелевых групп без

кручения.
Пусть A – абелева группа, a∈A. Наибольшее неотрицательное целое число k,

для которого уравнение pkx = a имеет решение, называется p-высотой элемента a
в группе A (обозначение: ( ) ( )A

ph a  или hp(a)). Если уравнение pkx = a имеет реше-

ние при любом натуральном k, то a называется элементом бесконечной p-высоты,
то есть hp(a) = ∞.

Пусть X – множество всех последовательностей вида χ = (k1, k2, …, kn, …), где
kn – целое неотрицательное число или символ ∞ ( i ∈` ). Такие последовательно-
сти будем называть характеристиками.

В множестве X естественным образом вводится частичный порядок, а именно,
(k1, k2, …, kn, …)≤(l1, l2, …, ln, …) тогда и только тогда, когда для каждого i ∈`
выполняется условие ki ≤ li. Относительно этого частичного порядка множество X
является полной решеткой.

Пусть P = (p1, p2, …, pn, …) – множество всех простых чисел, занумерованных
в порядке возрастания. Если A – абелева группа без кручения и a∈A, то характе-
ристика χA(a) (или χ(a)) элемента a в группе A – это такая характеристика
χ = (k1, k2, …, kn, …), в которой каждое kn есть pn-высота ( )

n

A
ph a  элемента a в

группе A ([13, с. 129]). Заметим, что, согласно определению, характеристика нуле-
вого элемента – это последовательность (∞, …, ∞, …).

Две характеристики χ1 = (k1, k2, …, kn, …) и χ1 = (l1, l2, …, ln, …) считаются эк-
вивалентными в том и только в том случае, когда множество M={ | }n nn k l∈ ≠`
конечно, причем, если kn ≠ ln, то kn ≠ ∞ и ln ≠ ∞.

Класс эквивалентности в множестве характеристик называется типом. Если
характеристика элемента a абелевой группы без кручения A принадлежит типу t,
то говорят, что элемент a имеет тип t (что записывается следующим образом:
tA(a) = t или t(a) = t, если понятно, о какой группе A идет речь).

Тип t называется pn-делимым (pn∈P), если для всякой характеристики
χ = (k1, k2, …, kn, …), принадлежащей типу t, имеем kn = ∞.

Множество типов будем рассматривать как частично упорядоченное множест-
во относительно естественного отношения порядка (то есть t1 ≤ t2 тогда и только
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тогда, когда существуют характеристики χ1 и χ2, принадлежащие типам t1 и t2, со-
ответственно такие, что χ1 ≤ χ2). Частично упорядоченное множество всех типов
является полной решеткой.

Абелева группа без кручения, все ненулевые элементы которой имеют один и
тот же тип t, называется однородной ([13, с. 130, 131]). Чтобы подчеркнуть, что
все ненулевые элементы однородной группы A имеют фиксированный тип t, бу-
дем говорить, что A – однородная группа типа t, и записывать это так: t(A) = t.
Очевидно, что всякая группа без кручения ранга 1 является однородной.

Для абелевой группы без кручения A обозначим через T(A) множество всех
типов элементов группы A.

Лемма 3. Пусть S – нормальная абелева подгруппа голоморфа Г(G) абелевой
группы без кручения G. Тогда для любого типа t ∈ T(S) существует тип t' ∈ T(G),
такой, что t' ≥ t.

Доказательство. Пусть тип t принадлежит множеству типов группы S. Тогда
существует ненулевой элемент (a, σ)∈S, такой, что его характеристика принадле-
жит типу t (χ((a, σ)) ∈ t). Эта характеристика имеет вид

χ((a, σ)) = (k1, k2, …, kn, …).
Пусть a ≠ 0. Обозначим его тип через t'. Если kn < ∞, то существует элемент

(xn, ηn)∈S, такой, что ( , ) ( , )nk
n n np x aη = σ . Тогда, учитывая формулу (7), имеем

( , ) ( , )
kn

n nk p
n n np x aη = σ . Получили, что nk

n np x a= . Значит, уравнение nk
n na p x=  раз-

решимо в группе G. Поэтому ( ) ( )
n

G
nph a k≥ . Если kn = ∞, то для любого натурально-

го числа m существует такой элемент (ym, ξm)∈S, что уравнение
( , ) ( , )m

n m mp y aξ = σ  разрешимо в S, а значит, уравнение m
n mp y a=  разрешимо в G.

Поэтому ( ) ( )
n

G
ph a = ∞ .

Таким образом, χ(G)(a) ≥ χ(S)((a, σ)) и, значит, t(a) = t' ≥ t.
Пусть a = 0. Тогда σ ≠ ε. Если kn < ∞, то существует элемент (0, ηn)∈S, такой,

что (0, ) (0, )nk
n np η = σ  или 

kn
n

n

pη = σ . Так как σ ≠ ε, то существует элемент g∈G,

такой, что σg ≠ g. Согласно формуле (4), имеем ( )
kn
n n

n

p k
n ng g g p g gσ = η = + η − .

Отсюда следует, что ( )nk
n ng g p g gσ − = η − . Уравнение nk

ng g p xσ − =  разрешимо

в G. Значит, ( ) ( )
n

G
nph g g kσ − ≥ .

Если kn = ∞, то pn-высота ( ) ( )
n

G
ph g gσ − = ∞ .

Таким образом, χ(G)(σg – g) ≥ χ(S)((0, σ)). Следовательно, t(σg – g) = t' ≥ t. ■
Пусть S1 – множество всех первых компонент элементов подгруппы S из лем-

мы 3. Имеем σg – g∈S1 для каждого элемента g∈G, если (a, σ)∈S. Тогда из доказа-
тельства леммы 3 получаем такое утверждение.

Предложение 4. Пусть S – нормальная абелева подгруппа голоморфа Г(G)
абелевой группы без кручения G и S1 – множество первых компонент элементов
группы S. Тогда для любого типа t ∈ T(S) существует тип t' ∈ T(S1), такой, что
t' ≥ t.
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Теорема 5. Пусть G и H – почти голоморфно изоморфные абелевы группы без
кручения, G – однородная группа, а группа H обладает свойством: для любых двух
ненулевых элементов b1, b2∈H, таких, что t(b1) сравним с t(b2), имеем t(b1) = t(b2).
Тогда H – однородная группа и t(G) = t(H).

Доказательство. Пусть тип однородной группы G равен t и пусть тип
t1∈T(H). Группы G и H – почти голоморфно изоморфны, значит, H ≅ G', где G' –
нормальная подгруппа голоморфа Г(G) и G ≅ H', где H' – нормальная подгруппа
голоморфа Г(H). Из почти голоморфного изоморфизма групп G и H вытекает, что
t1∈T(G' ). Тогда из леммы 3 получаем, что тип t удовлетворяет условию t ≥ t1. Так
как G ≅ H', то t∈T(H' ). Согласно лемме 2, для типа t существует тип t2∈T(H) та-
кой, что t2 ≥ t. Получили, что t2 ≥ t ≥ t1. Так как t1, t2∈T(H), то существуют элемен-
ты b1, b2∈H, такие, что t(b1) = t1, t(b2) = t2. Имеем t(b2) ≥ t(b1), то есть типы элемен-
тов b1 и b2 сравнимы. Учитывая условие теоремы на типы элементов группы H,
получаем t(b1) = t(b2), то есть t1 = t2 и, значит, t1 = t. В силу произвольности выбора
типа t1 получаем, что H – однородная группа и ее тип равен t. ■

Следствие 6. Если G и H – однородные почти голоморфно изоморфные груп-
пы, то t(G) = t(H).

Теорема 7. Пусть 
1T

G G
∈

= ⊕ tt
, 

2T
H H

∈
= ⊕ tt

, где Gt  и H t  – однородные группы

типов t и t  соответственно, T1 и T2 – множества, состоящие из попарно не-
сравнимых типов. Если G и H – почти голоморфно изоморфные группы, то
T1 = T2.

Доказательство. Группы G и H почти голоморфно изоморфны, то есть
G ≅ H', H ≅ G', где G' и H' – нормальные абелевы подгруппы голоморфов Г(G) и
Г(H) соответственно.

Пусть t0∈T1. Из почти голоморфного изоморфизма групп G и H следует, что
t0 ∈T(H' ). По лемме 3 существует тип t 0∈T(H), такой, что 0 0≥t t .

Предположим, что 0 2T( ) \ TH∈t . Тогда 0 1 2inf{ , ,..., }k=t t t t , где 2Ti ∈t  (i = 1,
2, …, k). Так как типы в T2 попарно несравнимы, то 0 i≤t t  для всех i = 1, 2, …, k.

Имеем 1 0 0> ≥t t t . Из почти голоморфного изоморфизма групп G и H вытека-
ет, что 1 T( )G′∈t . По лемме 3 существует тип t1∈T(G), такой, что 1 1≥t t .

Возможны 2 случая:
1) Пусть t1∈T1. Тогда 1 1 0 0≥ > ≥t t t t , откуда t1 > t0. Получили, что типы t0 и t1

сравнимы. Это противоречит условию теоремы.
2) Пусть t1∈T(G)\T1. Тогда t1 = inf{t2, t3, …, tm}, где tj∈T1, j = 2, …, m. Анало-

гично ранее доказанному получаем, что tj > t1 для всех j = 2, …, m. Имеем
2 1 1 0 0> ≥ > ≥t t t t t . Типы t0 и t2 принадлежат T1 и сравнимы между собой. Проти-
воречие.

Значит, 0 2T∈t , 0 0≥t t .
Аналогично доказывается, что для типа 0 2T∈t  существует тип t' ∈T1, такой,

что 0′ ≥t t .
Итак, 0 0′ ≥ ≥t t t . Так как типы в T1 попарно несравнимы, то t' = t0. Значит,

0 0=t t  и справедливо включение T1⊂T2.
Обратное включение T2⊂T1 доказывается аналогично.
Следовательно, T1=T2. ■
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Рассмотрим теперь делимые части почти голоморфно изоморфных абелевых
групп без кручения.

Теорема 8. Если две абелевы группы почти голоморфно изоморфны и одна из
них без кручения, то делимые части этих групп изоморфны.

Доказательство. Пусть G – абелева группа без кручения, H – почти голо-
морфно изоморфная ей абелева группа. Тогда G≅H', H≅G', где G' и H' – нормаль-
ные подгруппы групп Г(G) и Г(H) соответственно. По лемме 2 группа H также
группа без кручения.

Покажем, что если одна из групп G или H нередуцированная группа, то и дру-
гая группа также нередуцированная.

Обозначим через D(G), D(H), D(G' ) и D(H' ) – делимые части соответственно
групп G, H, G' и H', а через 1G , Φ , 1H  и Ψ  – множества всех первых, вторых
компонент соответственно групп D(G' ) и D(H' ).

Пусть G – нередуцированная группа, значит, H' также нередуцированная и
D(H' ) ≠ 0. Тогда существует (h, ψ)∈D(H' ), (h, ψ) ≠ (0, ε). Из делимости группы
D(H' ) следует, что для любого натурального числа n существует такой элемент
(an, ξn)∈D(H' ), что n(an, ξn) = (h, ψ). Так как H – группа без кручения, то по фор-
муле (7) имеем ( , ) ( , )n

n n n nn a naξ = ξ , то есть h = nan, n
nψ = ξ .

Если h ≠ 0, то группа H – нередуцированная.
Пусть h = 0, тогда ψ ≠ ε и n

nξ = ψ ≠ ε . По лемме 1 для любого элемента a∈H
имеем ψ a – a∈H' и существует такой элемент h1∈H, что ψ h1 – h1 ≠ 0. Из формулы
(4) леммы 1 получаем 1 1 1 1( )

n

n
nh h n h hξ = + ξ −  или ψ h1 – h1 = n(ξnh1 – h1). Для нену-

левого элемента ψ h1 – h1 группы без кручения H мы получили, что уравнение
ψ h1 – h1 = nx разрешимо в этой группе для любого натурального числа n. Это оз-
начает, что группа H нередуцированная.

Пусть (g, σ)∈D(G' ), (g, σ) ≠ (0, ε). Тогда для всякого натурального числа n су-
ществует такой элемент (bn, ωn)∈D(G' ), что n(bn, ωn) = (g, σ), и отсюда следует,
что nbn = g и n

nω = σ . Значит, g∈D(G) и 1G  – делимая подгруппа группы D(G).
Аналогично доказывается, что 1H  делимая подгруппа группы D(H).

Покажем, что группа D(G' ) разложима в прямую сумму своих подгрупп 1G  и
Φ .

Рассмотрим автоморфизм η группы G, действующий следующим образом:
η g = 2g, если g∈D(G), и η g = g, если g∈R(G) (G = D(G) ⊕ R(G)). Имеем –
 (0, η) + (2g, ε) + (0, η) = (g, ε), но (2g, ε)∈D(G' ). Значит, и (g, ε)∈D(G' ). Тогда
(0, σ)∈D(G' ). Получаем 1( )D G G′ = ⊕ Φ .

Аналогично 1( )D H H′ = ⊕ Ψ .
D(G' ) и D(H' ) – ненулевые нормальные абелевы подгруппы групп Г(G) и Г(H)

соответственно. Тогда 1 0G ≠ , 1 0H ≠  (лемма 2). Так как 1G  и 1H  – характери-
стические подгруппы групп G и H, то 1 ( )G D G=  и 1 ( )H D H= .

Учитывая почти голоморфный изоморфизм групп G и H, имеем
1( ) ( ) ( )D G D H H D H′≅ = ⊕ Ψ = ⊕ Ψ  и, значит, r(D(G)) ≥ r(D(H)). С другой сторо-

ны, 1( ) ( ) ( )D H D G G D G′≅ = ⊕ Φ = ⊕ Φ , и отсюда r(D(H)) ≥ r(D(G)). Следова-
тельно, r(D(G)) = r(D(H)), и поэтому D(G) ≅ D(H). ■
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Теорема 9. Голоморф делимой абелевой группы G без кручения не содержит
ненулевых нормальных абелевых подгрупп, отличных от G.

Доказательство. Пусть G' – ненулевая нормальная абелева подгруппа голо-
морфа Г(G) делимой группы без кручения G. Обозначим через D(G' ) – делимую
часть группы G'.

Пусть (a, σ)∈G' и (a, σ) ≠ (0, ε).
Если σ ≠ ε, то существует такой элемент g∈G, что σg – g ≠ 0. Для всякого

натурального числа n найдется такой элемент gn, что ngn = g, и, значит,
n(σgn – gn) = σg – g. Так как σgn – gn∈G' и σg – g∈G', то σg – g∈D(G' ).

Если σ = ε, то для каждого n ∈`  рассмотрим автоморфизм ηn группы G, такой,

что n
hh
n

η =  для любого элемента h∈G. Тогда – (0, ηn) + (a, ε) + (0, ηn) = (an, ε),

где an определяется из равенства nan = a. Имеем (an, ε)∈G', значит, a∈D(G' ).
Получили, что подгруппа D(G' ) ≠ 0.
В доказательстве теоремы 8 было установлено, что ( ) ( )D G D G′ = ⊕ Φ .

Так как G – делимая группа, то D(G) = G и, значит, ( )D G G′ = ⊕ Φ . Следова-
тельно, G⊂G'. Учитывая, что G – максимальная абелева нормальная подгруппа
своего голоморфа, получаем G = G'. ■

Из теоремы 9 вытекает такой результат.
Теорема 10. Всякая делимая абелева группа без кручения нормально определя-

ется своим голоморфом в классе всех абелевых групп.
Учитывая полученные результаты, в дальнейшем при исследовании нормаль-

ной определяемости абелевых групп без кручения будем рассматривать только
редуцированные группы.

Отметим, что для абелевых p-групп утверждение, аналогичное теореме 9, уже
не имеет места. Голоморф делимой p-группы G может содержать ненулевые нор-
мальные абелевы подгруппы, отличные от G. Такими подгруппами являются, на-
пример, подгруппы вида G[pk], где k – произвольное натуральное число.

Перейдем к рассмотрению почти голоморфно изоморфных вполне разложи-
мых абелевых групп без кручения.

Пусть ii I
G G

∈
= ⊕  – вполне разложимая абелева группа без кручения (r(Gi) = 1

для всякого i∈I), 
T

G G
∈

= ⊕ tt
 – каноническое разложение группы G, где

( ) ii I
G G

∈
= ⊕t t

, I(t) = {i∈I | t(Gi) = t}.

Лемма 11. Если S – характеристическая подгруппа группы G и S∩Gt' ≠ 0 для
некоторого t'∈T, то S∩Gj ≠ 0 для каждого j∈ I(t' ).

Доказательство. Пусть S∩Gt' = A и a – некоторый ненулевой элемент группы
A. Имеем G = 〈a〉* ⊕ G' [13, c. 137], G = Gj ⊕ G'', (j∈I(t)). Из теоремы об изомор-
физме прямых разложений вполне разложимых групп [13, предложение 86.1] сле-
дует G' ≅ G''. Пусть ω – автоморфизм группы G, отображающий 〈a〉* на Gj и G' на
G''. Получаем ω(a)∈Gj. Следовательно, S∩Gj ≠ 0. ■

Сделаем одно замечание о нормальных подгруппах голоморфов абелевых
групп без кручения, которое нам понадобится в дальнейшем.

Замечание. Если S – нормальная абелева подгруппа голоморфа Г(G) группы
без кручения G, S1 и Ф1 – множества первых, вторых компонент элементов груп-
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пы S соответственно, то 2
1 12 ,S SΦ ⊂  (лемма 1). Так как S1 и Ф1 – абелевы

группы без кручения, то 2S1 ≅ S, 2
1 1Φ ≅ Φ . Итак, 2 2

1 1 1 1 1 12 , 2S S SΦ = ⊕ Φ ≅ ⊕ Φ ,

то есть группа S1 ⊕ Ф1 изоморфно вкладывается в группу S.
Теорема 12. Вполне разложимая однородная группа нормально определяется

своим голоморфом в классе вполне разложимых однородных групп.
Доказательство. Пусть ii I

G G
∈

= ⊕  – вполне разложимая однородная группа,

H – почти голоморфно изоморфная ей вполне разложимая однородная группа.
Покажем, что G ≅ H. Имеем G ≅ H', H ≅ G', где G' и H' – нормальные абелевы под-
группы голоморфов Г(G) и Г(H) соответственно. По следствию 6 T(G) = T(H).
Пусть G1, H1, Ф1, Ψ1 – множества первых, вторых компонент групп G' и H' соот-
ветственно. По лемме 11 r(G1) = r(G) и r(H1) = r(H). Так как G1 ⊕ Ф1 изоморфно
вкладывается в группу G' и G' ≅ H, то r(H) = r(G' ) = r(G1) + r(Ф1) ≥ r(G1) = r(G).
Аналогично получаем, что r(G) = r(H' ) = r(H1) + r(Ψ1) ≥ r(H1) = r(H). Значит,
r(G) = r(H), и поэтому G ≅ H. Следовательно, группа G нормально определяется
своим голоморфом в классе вполне разложимых однородных групп. ■

Лемма 13. Пусть 
T

G G
∈

= ⊕ tt
, где Gt – однородная абелева группа типа t, T –

некоторое множество попарно несравнимых типов. Тогда для всякого ненулевого
элемента g∈G и любого типа t∈T, ( )g >t t .

Доказательство. Предположим противное. Пусть 0 ≠ g0∈G, t(g0) > t0

для некоторого t0∈T. Запишем g0 в виде 
1 20 ...

n
g g g g= + + +t t t , где 0

i
g ≠t  – эле-

менты из различных компонент 
i

Gt , и пусть ( )
i i igχ = χ ∈t t , 1,i n= , ti∈T. Тогда

χ(g0) = infX{χ1, χ2, …, χn} и, значит, t0 < t(g0) < t1. Итак, получили t1 > t0, где
t0, t1∈T, что невозможно. ■

Обозначим через ℜ класс вполне разложимых абелевых групп без кручения с
попарно несравнимыми типами прямых слагаемых их канонических разложений.

Теорема 14. Всякая группа из класса ℜ нормально определяется своим голо-
морфом в этом классе.

Доказательство. Пусть 
T

G G
∈

= ⊕ tt
 – некоторая группа из класса ℜ,

T
H H ′

′ ′∈
= ⊕ tt

 – произвольная группа из этого класса почти голоморфно изоморф-

ная группе G. Через Gt и Ht' обозначены однородные вполне разложимые прямые
слагаемые типов t и t' групп G и H соответственно. T и T' – некоторые множества,
состоящие из попарно несравнимых типов. Следовательно, T = T' согласно теоре-
ме 7.

Пусть t0∈T. Имеем G ≅ H', H ≅ G', где G' и H' – нормальные абелевы подгруп-
пы голоморфов Г(G) и Г(H) соответственно. Обозначим через H1, Ψ1 – множества
первых, вторых компонент элементов группы H'. В группе H1 найдется элемент
h1 ≠ 0, такой, что 

1 1 0( )H h ≥t t  (предложение 4). Если бы 
1 1 0( )H h >t t , то tH(h1) > t0,

чего не может быть в силу леммы 13. Значит, 
1 1 0( )H h =t t , то есть t0∈T(H1).

Покажем, что если h∈H1 и 
1 0( )H h =t t , то 

0
h H∈ t . Действительно, пусть h∈H1

и 
1 0( )H h =t t . Тогда по лемме 13 tH(h) = t0. Если бы 

0
h H∉ t , то существовал бы
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тип t1∈T, t1 ≠ t0, что 
1

h h h′= +t , где 
1 1

0 h H≠ ∈t t , 
1

T
h H ′

′∈
′≠

′∈ ⊕ tt
t t

. Поэтому

10 1( ) ( )H Hh h= < =tt t t t , чего быть не может, так как t1, t0∈T.

Итак, установлено, что группа H1 содержит элемент h1, такой, что 
1 1 0( )H h =t t

и 
01h H∈ t . Пусть 

02 1h H H∈ ∩ t , h2 ≠ 0. Имеем 
0 1 *H h C= ⊕t , 

0 2 1*H h C= ⊕t .

Существует автоморфизм η группы H, отображающий 〈h1〉* на 〈h2〉*. Так как H1 –
характеристическая подгруппа группы H, то 

1 11 1( ) ( )H Hh h= ηt t . Но s(η h1) = mh2

для некоторых целых чисел s и m, и поэтому 
1 1 12 1 1 0( ) ( ) ( )H H Hh h h= η = =t t t t . Зна-

чит, 
01H H∩ t  – однородная группа и 

01 0( )H H∩ =tt t . В силу леммы 11

0 01( ) ( )r H H r H∩ =t t .

Так как G ≅ H', то по лемме 13 в группе H' нет элементов, типы которых боль-
ше t0. Группа H1 ⊕ Ψ1 изоморфно вкладывается в H'. При этом вложении образ
всякого элемента из 

01H H∩ t  имеет тип t0 в группе H'. Таким образом,

0 0 01( ) ( ) ( )r G r H H r H≥ ∩ =t t t . Аналогично получаем, что 
0 0

( ) ( )r H r G≥t t . В силу

произвольности типа t0 из T имеем G ≅ H. ■
В теореме 14 рассматривались вполне разложимые группы из класса ℜ. Ре-

зультат этой теоремы нельзя перенести на произвольные вполне разложимые
группы.

Лемма 15. Пусть G=A ⊕ B, где A – характеристическая подгруппа группы G,
( ) {( , ) ( )| ,( ) ,S A a G a A a A a a= σ ∈Γ ∈ ∀ ∈ σ =  ( Hom( , ))( ) }B A b B b b b∃η∈ ∀ ∈ σ = +η . Тогда

S(A) – нормальная абелева подгруппа голоморфа группы G и S(А) = A ⊕ C, где
C ≅ Hom(B, A).

Доказательство. Покажем, что S(A) – подгруппа голоморфа группы Г(G).
Пусть (a, σ) и (a1, σ1)∈S(A). Тогда 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )a a a a a a− − −σ − σ = −σσ σσ = − σσ .

Для всякого элемента g∈A имеем 1
1 g g−σσ = . Пусть b∈B и σ b = b + η b,

σ1 b = b + η1 b, где η, η1∈Hom(B, A). Имеем 1 1
1 1 1 1b b b b b− −σ = − σ η = − η . Итак,

1
1 1 1 1( ) ( )b b b b b b b b−σσ = σ − η = + η − η = + η − η . Значит, (a, σ) – (a1, σ1)∈S(A) и S(A)

– подгруппа группы Г(G).
Если (a1, σ1) и (a2, σ2) – элементы группы S(A), то σ1σ2 = σ2σ1. Имеем

(a1, σ1) + (a2, σ2) = (a1+a2, σ1σ2) и (a2, σ2) + (a1, σ1) = (a2+a1, σ2σ1). Значит, S(A) –
абелева подгруппа группы Г(G).

Покажем, что S(A) – нормальная подгруппа группы Г(G). Пусть (g, ϕ) – произ-
вольный элемент из Г(G). Рассмотрим сумму – (g, ϕ) + (a, σ) + (g, ϕ) = (– ϕ–1g +
+ ϕ–1a + ϕ–1σg, ϕ–1σ ϕ) = ( , )a σ . Элемент g как элемент прямой суммы запишем
в виде a0 + b0, где a0∈A, b0∈B. Получаем ϕ–1σg = ϕ–1a0 + ϕ–1b0 + ϕ–1η b0,
где σ b0 = b0 + η b0, η∈Hom(B, A). В силу характеристичности A в G ϕ–1η b0 ∈A,
ϕ–1a∈A. Итак, – ϕ–1g + ϕ–1a + ϕ–1σg = –ϕ–1a0 – ϕ–1b0 + ϕ–1a + ϕ–1a0 + ϕ–1b0 + ϕ–1ηb0 =
= ϕ–1(a + η b0)= a ∈A. Пусть ϕb = b' + a', b'∈B, a'∈A. Тогда σ ϕ b = σ b' + σ a' =
= b' + λb' + a', где σ b' = b' + λb', λ ∈ Hom(B, A). Имеем ϕ–1σ ϕ b = ϕ–1b' +
+ ϕ–1λb' + ϕ–1a', но ϕ–1b' = b – ϕ–1a', откуда ϕ–1σ ϕb = b + ϕ–1λb' = b + ϕ–1λ π ϕ | Bb,
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где π – проекция G на B, ϕ | B – ограничение автоморфизма ϕ на B. Очевидно, что
ϕ–1λπ ϕ | B∈Hom(B, A). На элементах из A автоморфизм ϕ–1σ ϕ действует тожде-
ственно, так как σ a = a для всех a∈A.

Следовательно, σ  обладает всеми свойствами вторых компонент элементов из
S(A). Итак, S(A) – нормальная абелева подгруппа голоморфа Г(G). Всякому эле-
менту (a, σ)∈S(A) поставим в соответствие пару (a, η), где η – гомоморфизм груп-
пы B в группу A, индуцированный автоморфизмом σ. Полученное соответствие и
будет изоморфизмом S(A) ≅ A ⊕ Hom(B, A). ■

Теорема 16. Существует вполне разложимая абелева группа без кручения,
которая нормально не определяется своим голоморфом в классе всех вполне раз-
ложимых групп без кручения.

Доказательство. Пусть π – некоторое множество простых чисел. Будем гово-
рить, что тип t является π-делимым, если он p-делим для тех и только тех простых
чисел p, которые принадлежат π.

Для любых двух типов t1 и t2, где t1 ≥ t2, определим их разность t1 – t2 как тип,
содержащий характеристику χ1 – χ2 (χ1 ∈ t1, χ2 ∈ t2, χ1 ≥ χ2).

Разность характеристик определяется покомпонентно, где, конечно, ∞ минус
нечто равняется ∞.

Пусть 
1 i

n

i
G G

=
= ⊕ t , где 

i
Gt  – однородная вполне разложимая группа конечного

ранга типа ti, все ti – π-делимые типы (π – некоторое множество простых чисел),
t1 > t2 > … > tn, 1

( ) 1r G =t  и для некоторого k∈{2, …, n} t1 – tk ≠ ti для всякого

i ∈{2, …, n}.

Рассмотрим группу 
1 i

n

i
H H

=
= ⊕ τ , где 

i
Hτ  – однородная вполне разложимая

группа типа τi, где τi = t1 – ti для всех i = 2, …, n, τ1 = t1 и ( ) ( )
i i

r G r H=t τ ,

i = 1, 2, …, n. 
1

Gt  – характеристическая подгруппа группы G. Используем эту под-

группу для построения нормальной абелевой подгруппы 
1

( )S Gt  голоморфа Г(G)

так, как это указано в лемме 15. Имеем 
1 1 12

( ) Hom( , )
i

n

i
S G G G G

=
≅ ⊕ ⊕t t t t . Известно,

что если C1 и C2 – группы без кручения ранга 1, то Hom(C1, C2) ≠ 0 тогда и только
тогда, когда t(C1) ≤ t (C2), и в этом случае Hom(C1, C2) есть группа без кручения
ранга 1, причем t(Hom(C1, C2)) = t(C2) – t(C1) [13, с. 133].

Следовательно, 
1 1 2 1

( )
i i

n n

i i
S G G H H H

= =
≅ ⊕ ⊕ ≅ ⊕ ≅t t τ τ .

Аналогично, в голоморфе Г(H) рассмотрим нормальную абелеву подгруппу

( )
i

S Hτ . Имеем 
1 1 12

( ) Hom( , )
i

n

i
S H H H H

=
≅ ⊕ ⊕ ≅τ τ τ τ  

1 2 1i i

n n

i i
H G G G

= =
⊕ ⊕ ≅ ⊕ ≅τ t t . Итак,

группы G и H почти голоморфно изоморфны, но G H≅ , так как τk ≠ ti для всяко-
го i ∈{2, …, n}.

Следовательно, группа G нормально не определяется своим голоморфом в
классе вполне разложимых групп. ■
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УДК 517.54

С.А. Копанев

ЗАМЕТКА О КРИВИЗНЕ ЛИНИИ УРОВНЯ ОТНОСИТЕЛЬНО
КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ

Новым способом получена известная точная оценка снизу кривизны линии
уровня в классе голоморфных однолистных отображений.

Ключевые слова: голоморфное однолистное отображение, линия уровня,
кривизна.

Пусть S – класс голоморфных однолистных в единичном круге { }: 1E z z= ∈ <^
отображений 2

2( )f z z c z= + +… . Образ окружности z r= , 0 1r< < , относи-
тельно отображения f  называется линией уровня. Кривизна rK  линии уровня в
точке ( )0f z , 0z E∈ , 0z r= , 0 1r< < , как хорошо известно, равна

( )
( )

( )
0 0

00

1 Re 1r

z f z
K

f zr f z

′′⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟′′ ⎝ ⎠

.

Класс S обладает свойством: отображение f S∈  тогда и только тогда, когда
отображение g S∈ , где

( ) ( ) ( )
( )0

2
011

i
i z zeg z f e f r

z zr f r

θ
− θ⎛ ⎞⎛ ⎞−

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−′− ⎝ ⎠⎝ ⎠
, 0

iz re θ= .

Это свойство автоморфизма класса S позволяет задачу об оценке кривизны ли-
нии уровня свести к задаче об оценке функционала

( ) ( )
2

2
2

1 Re 1 2r
rK f r r rc

r
− ′= + − ,

где ( ) 2
2f z z c z= + +… , в классе S.

Приведем в частном случае ( 1p = ) следствие 3 из работы [1].
На классе S справедлива точная оценка

( ) ( )2

21
f zf z

z r

′
≤

−
,

где z r= , 0 1r< < .
Отметим, что равенство имеет место только для семейства отображений

( ) 21 2
zf z
z zλ =

− λ +
, 1 1− ≤ λ ≤ .

Приведенная оценка позволяет записать для кривизны линии уровня следую-
щую оценку:
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( ) ( ) ( )
22

2 2
23

1
Re 1 2r

r
K f r r rc

r

−
≥ + − .

Минимальное значение сомножителя ( )2
2Re 1 2r rc+ −  равное 21 4r r− +  дос-

тигается на отображении ( )
( )21

zf z
z

=
−

 из семейства ( )f zλ , и, следовательно, на

этом же отображении достигается минимальное значение кривизны линии уровня
221 4 1min

1rf S

r r rK
r r∈

− + +⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
.

Задача о кривизне линии уровня в классе S и в других классах однолистных
отображений рассматривалась в работах [2−20]. Ранее точная нижняя оценка
кривизны линии уровня в классе S разными способами, отличными от предлагае-
мого, была получена Г.В. Корицким, Я.С. Мирошниченко, В.В. Черниковым,
И.А. Александровым. Наилучшая на сегодняшний день верхняя оценка кривизны
линии уровня в классе S принадлежит В.В. Черникову [16].
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УДК 517.9

И.В. Рахмелевич

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ
К УРАВНЕНИЯМ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ,

СОДЕРЖАЩИМ ОДНОРОДНЫЕ ФУНКЦИИ ОТ ПРОИЗВОДНЫХ

С помощью метода разделения переменных получены решения некоторых
уравнений математической физики, содержащих однородные функции от
производных. Рассмотрены уравнения, содержащие одну или несколько од-
нородных функций. Выполнен анализ решений для некоторых частных слу-
чаев.

Ключевые слова: уравнение, однородная функция, метод разделения пере-
менных, частная производная.

Метод разделения переменных (РП) является одним из наиболее универсаль-
ных методов решения линейных и нелинейных уравнений в частных производных
[1], который позволяет свести исходное уравнение к обыкновенным дифференци-
альным уравнениям, а во многих случаях – получить точные решения. В данной
работе этот метод применяется к решению уравнений, содержащих однородные
функции от производных.

1. Уравнение, содержащее однородную функцию

Рассмотрим уравнение относительно неизвестной функции 1( , ,..., )Nu t x x

1
, ...,t

N

u uL u F
x x

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (1)

Здесь 
1

( )
mM

t m m
m

L a t
t=

∂
≡

∂
∑ – линейный дифференциальный оператор по переменной

t; F – некоторая однородная функция с показателем однородности r (r>0), т.е. для
любых α, p1,…, pN выполняется соотношение [2]

1 1( , , ) ( , , )r
N NF p p F p pα α = α… … . (2)

Применяя метод РП к уравнению (1), решение будем искать в виде

1 0 1 1( , ,..., ) ( ) ( ) ( ,..., )N Nu t x x T t T t V x x= + . (3)

Подставив выражение (3) в уравнение (1) и используя свойство однородности
(2), преобразуем уравнение (1) к виду

0 1 1 1
1

( ) ( ,..., ) ( ) [ ( )] , ..., 0r
t N t

N

V VL T t V x x L T t T t F
x x

⎛ ⎞∂ ∂
+ − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (4)

Разделим обе части уравнения (4) на 1[ ( )]rT t и продифференцируем пооче-

редно по переменным ( 1,..., )ix i N= , тогда получаем
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1

11

( )
, ..., 0.

[ ( )]
t

r
i i N

L T t V V VF
x x x xT t

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

(5)

Уравнение (5) может быть удовлетворено в следующих частных случаях:
Случай 1:

 1

1

( )

[ ( )]
t

r

L T t

T t
= λ , (6)

где λ≠0 –некоторая постоянная. Тогда из уравнения (4) следует

0
1

11

( )
, ..., ( ,..., )

[ ( )]
t

Nr
N

L T t V VF V x x
x xT t

⎛ ⎞∂ ∂
= − λ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (7)

Согласно известной схеме метода РП [1], уравнение (7) может быть удовле-
творено, если обе его части равны некоторой постоянной µ, откуда получаем
уравнения для функций 0 ,T V

0 1( ) [ ( )] 0r
tL T t T t− μ = ; (8а)

1
1

, ..., ( ,..., ) 0N
N

V VF V x x
x x

⎛ ⎞∂ ∂
−λ − μ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (8б)

Уравнение (8а) представляет собой обыкновенное дифференциальное уравне-
ние (ОДУ) относительно функции 0 ( )T t . Уравнение (8б) путем линейной замены

неизвестной функции V V μ
= +

λ
�  преобразуем к виду

1
1

, ..., ( ,..., ) 0N
N

V VF V x x
x x

⎛ ⎞∂ ∂
−λ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

� � � . (9)

Для решения уравнения (9) разделим его на V�  и используем свойство одно-
родности (2). В результате уравнение (9) преобразуем к виду

1 1

1
, ..., 0r r

N

V VF V V
x x

− −⎛ ⎞∂ ∂
−λ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

� �� � . (10)

Предположим вначале, что r≠1 и выполним замену неизвестной функции V�
по формуле

w V β= β� , (11)
где β = (r–1)/ r. Тогда уравнение (10) запишется как

1
, ..., 0

N

w wF
x x

⎛ ⎞∂ ∂
−λ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (12)

Решение уравнения (12) будем искать в виде

1
1

( ,..., ) ( ),
N

N i i
i

w x x W z z с x
=

= = ∑ . (13)

Подставляя функцию (13) в уравнение (12) и используя свойство однородно-
сти (2), нетрудно получить следующее решение:
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1/

0
1

( ) ( ),
( ,..., )

r

N
W z B z с B

F с с
⎛ ⎞λ

= + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (14)

0с – произвольная постоянная. Возвращаясь к неизвестной функции V� , решение
уравнения (9) запишем как

( )11/
1 0( ,..., ) ( )NV x x B z с ββ= β +� . (15)

Решение (15) имеет место при β≠0 (r≠1). В случае β=0 (r=1) нетрудно получить

1 0
1

( ,..., ) exp ( )
( ,..., )N

N
V x x z с

F с с
⎛ ⎞λ

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� . (16)

Учитывая выполненную выше замену функции V V μ
= +

λ
� , решение (3) можно

представить в виде

1 0 1 1( , ,..., ) ( ) ( ) ( ,..., )N Nu t x x T t T t V x x= +� � , (17)

где функция 0 0 1( ) ( ) ( )T t T t T tμ
= −

λ
�  удовлетворяет уравнению

0 ( ) 0tL T t =� . (17а)

Случай 2: 1( ) 0tL T t = . (18)

Тогда уравнение (4) преобразуется следующим образом:

0

11

( )
, ..., .

[ ( )]
t

r
N

L T t V VF
x xT t

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(19)

Из (19) получаем уравнения для функций 0 ,T V :

0 1( ) [ ( )]r
tL T t T t= λ ; (20а)

1
, ..., 0

N

V VF
x x

⎛ ⎞∂ ∂
−λ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (20б)

При этом вначале необходимо определить функцию 1( )T t из уравнения (18), а за-
тем подставить ее в правую часть уравнения (20а). Уравнение (20б) с точностью
до обозначений совпадает с уравнением (12), поэтому его решение определяется
формулой вида (14). Если λ=0, то нетрудно убедиться, что решение уравнения
(20б) ( )V z= Φ , где z определяется формулой (13), ( )zΦ  – произвольная диффе-
ренцируемая функция, а постоянные сi удовлетворяют условию 1( , , ) 0NF c c =… .

Таким образом, в первом частном случае решение уравнения (1) с однородной
функцией в правой части можно представить в виде (17), где 1( )T t удовлетворяет

ОДУ (6), 0 ( )T t� удовлетворяет ОДУ (17а), а 1( ,..., )NV x x�  – уравнению (9), решение

которого дается формулами (15) или (16). Во втором частном случае 1( )T t  опре-

деляется из уравнения (18), функции 0 ,T V  определяются из уравнений (20а),
(20б) соответственно, причем решение последнего при λ ≠ 0 дается формулой
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вида (14), а при λ = 0 – формулой ( )V z= Φ  с дополнительным условием

1( , , ) 0NF c c =… .
Пример. Рассмотрим уравнение

 
1

rN

i
ii

u ua
t x=

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ .

С помощью метода РП, согласно изложенному выше, нетрудно получить ре-
шения:

1) 

1
10

1 0

0
1

( )1( , ,..., )
( )

r r
N N

r
i i

i

z cru t x x A
r

r t t a c

−

=

⎛ ⎞+−
= +⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 (при r ≠ 1);

2)
1

1 0

1

( , ,..., ) ( )r
N N

r
i i

i

u t x x t z с
a c

=

λ⎛ ⎞= λ + +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

;

3) ( )1( , ,..., )Nu t x x z= Φ , 
причем 0 0 0, , , , iA t c cλ  – произвольные постоянные, Φ – произвольная дифферен-
цируемая функция, z определяется формулой (13). Решения 1), 2) применимы в

случае, если постоянные ic  удовлетворяют соотношению 
1

0
N

r
i i

i
a c

=
≠∑ ; решение 3)

– в случае, если постоянные ic  удовлетворяют соотношению 
1

0.
N

r
i i

i
a c

=
=∑

При r = 1 данное уравнение является линейным и имеет общее решение вида

[3] 1
1

( , ,..., )
N

N i i
i

u t x x z t a c
=

⎛ ⎞
= Φ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ .

2. Уравнение, содержащее сумму однородных функций

Рассмотрим теперь случай, когда правая часть исходного уравнения представ-
ляет собой сумму K однородных функций с различными показателями однород-
ности kr . Пусть множество значений { }1,...,I N=  индекса i, нумерующего неза-
висимые пространственные переменные, разбито на K непересекающихся под-
множеств ( 1,..., )kI k K= . Тогда вектор переменных { }1,..., NX x x=  можно раз-
бить на K непересекающихся подвекторов { } .

kk i i IX x ∈=  Введем также соответст-

вующие векторы производных 
kk i i IX x ∈

⎧ ⎫∂ ∂
= ⎨ ⎬

∂ ∂⎩ ⎭
 и рассмотрим уравнение вида

1

K

t k
kk

uL u F
X=

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ , (21)

где функции kF  удовлетворяют соотношению однородности вида (2) с показате-
лями однородности kr  ( 0)kr > , причем вектор аргументов { }1,..., Np p  заменяется
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на подвектор { } .
ki i Ip ∈  Применяя метод РП к уравнению (21), ищем решение

в виде

0
1

( , ) ( ) ( ) ( )
K

k k k
k

u t X T t T t V X
=

= + ∑ . (22)

Аналогично преобразованиям, выполненным в п.1, подставим выражение (22)
в уравнение (21) и с учетом однородности функций kF  приводим его к виду

0
1

( ) ( , ) 0
K

t k k
k

L T t t X
=

+ Ψ =∑ ; (23)

( , ) ( ) ( ) [ ( )] kr k
k k k k t k k k

k

V
t X V X L T t T t F

X
∂⎛ ⎞

Ψ = − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
. (23а)

Продифференцируем (23) по kX  и учтем, что левая часть уравнения (23) за-
висит от kX  только через ( , )k kt XΨ . Тогда с учетом (23а), приходим к соотно-
шению

( )
0

[ ( )] k

t k k k
kr

k k kk

L T t V V
F

X X XT t
∂ ∂⎛ ⎞∂

− =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. (24)

Аналогично п.1 рассмотрим частные случаи, в которых может быть удовле-
творено это соотношение.

Случай 1:
( )

[ ( )] k

t k
kr

k

L T t
T t

= λ , (25)

где λk ≠ 0 – некоторая постоянная. Тогда соотношение (24) можно записать в виде

0k
k k k

k k

V
F V

X X
∂⎧ ⎛ ⎞ ⎫∂

− λ =⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎩ ⎝ ⎠ ⎭
, (26)

откуда следует уравнение для kV :

k
k k k k

k

V
F V

X
∂⎛ ⎞

− λ = μ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, (27)

где kμ  – некоторая постоянная. С помощью замены функции k
k k

k
V V

μ
= +

λ
�  полу-

чаем следующее уравнение:

( ) 0k
k k k k

k

V
F V X

X
∂⎛ ⎞

−λ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

�
� . (28)

Решая его аналогично уравнению (9) из п.1, можно получить следующие вы-
ражения для kV� :

В случае βk ≠ 0 (rk ≠ 1):

( )11/( ) ( ) ,kk

i k

k k k k k k k i i
x X

V X B z d z c xββ

∈
= β + = ∑� . (29a)

В случае βk = 0 (rk = 1):
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( )( ) exp ( )k k k k kV X B z d= +� . (29б)
Здесь введены обозначения:

βk = (rk–1)/ rk, 
1/

( )

kr
k

k
k k

B
F C

λ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (29в)

ci, dk –произвольные постоянные, { }
kk i i IС с ∈= .

Случай 2:
( )

0
[ ( )] k

t k
r

k

L T t
T t

= . (30)

Тогда из (24) получаем уравнение для kV :

k
k k

k

V
F

X
∂⎛ ⎞

= λ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
. (31)

Аналогично уравнению (12) решение уравнения (31) при λk ≠ 0 определяется
формулой

( )( ) ,
i k

k k k k k k i i
x X

V X B z d z c x
∈

= + = ∑ , (32)

где kB  определяется формулой (29в), ci, dk – произвольные постоянные.
При λk = 0 аналогично п.1 решение уравнения (31) определяется формулой

( )k k kV z= Φ , (32а)

где kΦ  – произвольная дифференцируемая функция, а вектор постоянных
{ }

kk i i IС с ∈=  должен удовлетворять условию

( ) 0k kF C = . (32б)
Множество значений Ξ ={1,…,K} индекса k разделим на два непересекающих-

ся подмножества Ξ1, Ξ2 следующим образом: если 1 2( )k k∈ Ξ ∈ Ξ , то для данного
значения k реализуется случай 1 (случай 2) соответственно. Тогда выражение (22)
можно записать в виде

1 2

0( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k
k k

u t X T t T t V X T t V X
∈Ξ ∈Ξ

= + +∑ ∑� � ; (33)

1

0 0( ) ( ) ( )k
k

kk
T t T t T t

∈Ξ

μ
= −

λ∑� . (33а)

Для того чтобы получить уравнение для функции 0 ( )T t� , подставим выражение
(33) в уравнение (21). Тогда, с учетом соотношений (25), (28), (30), (31), получим

2

0 ( ) [ ( )] .kr
t k k

k
L T t T t

∈Ξ
= λ∑� (34)

Таким образом, решение уравнения (21), содержащего сумму однородных
функций, дается формулой (33). Функции ( )kT t  при 1 2( )k k∈ Ξ ∈ Ξ  являются ре-
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шениями уравнений (25) и (30) соответственно, функция 0 ( )T t�  – решением урав-

нения (34). Функции ( )k kV X�  при 1k ∈ Ξ  являются решениями уравнения (28) и
определяются формулами (29а,б); функции ( )k kV X  при 2k ∈ Ξ  являются реше-
ниями уравнения (31) и при λk ≠ 0 определяются формулой (32), а при λk = 0 –
формулой (32а) с дополнительным условием (32б).

Пример. Рассмотрим уравнение

 
22 2 2

1 2 3 4
1 2 3 4

u u u u ua a a a
t x x x x

⎛ ⎞∂ ⎛ ∂ ⎞ ⎛ ∂ ⎞ ∂ ⎛ ∂ ⎞
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.

Правая часть уравнения представляет собой сумму двух однородных функций
с показателями однородности r1=2 и r2=1. Решая это уравнение методом РП, в со-
ответствии с результатами данного раздела, получаем следующие решения:

1) 
2

1 1 2 2
0 22 2 2 2

0 1 1 2 2 3 3 4 4

( )
( , ) exp

4( )( )
z d z d

u t X A t
t t a c a c a c a c

⎧ ⎛ ⎞⎫+ +⎪ ⎪⎜ ⎟= + + λ +⎨ ⎬⎜ ⎟− + +⎪ ⎪⎩ ⎝ ⎠⎭
;

2) 
2

1 1 2 2 2
2 2 2 2 2

0 1 1 2 2 3 3 4 4

( ) ( )
( , )

4( )( )
z d z d

u t X t
t t a c a c a c a c

+ λ +
=λ + +

− + +
;

3) 1 2 2
1 1 1 22 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4

( , ) ( ) exp
z d

u t X t z d t
a c a c a c a c

⎧ ⎛ ⎞⎫λ +⎪ ⎪⎜ ⎟=λ + + + λ +⎨ ⎬⎜ ⎟+ +⎪ ⎪⎩ ⎝ ⎠⎭
;

4) 1 2
1 2 1 1 2 22 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4

( , ) ( ) ( ) ( )u t X t z d z d
a c a c a c a c

λ λ
= λ + λ + + + +

+ +
;

5) 
2

1 1
22 2

0 1 1 2 2

( )
( , ) ( )

4( )( )
z d

u t X z
t t a c a c

+
= + Φ

− +
;

6) 1
1 1 1 22 2

1 1 2 2

( , ) ( ) ( )u t X t z d z
a c a c

λ
=λ + + + Φ

+
;

7) 2 2
1 2 2 2

3 3 4 4

( , ) ( ) exp
z d

u t X z t
a c a c

⎧ ⎛ ⎞⎫+⎪ ⎪⎜ ⎟=Φ + λ +⎨ ⎬⎜ ⎟+⎪ ⎪⎩ ⎝ ⎠⎭
;

8) 2
2 1 2 22 2

3 3 4 4

( , ) ( ) ( )u t X t z z d
a c a c

λ
=λ + Φ + +

+
;

9) 1 1 2 2( , ) ( ) ( )u t X z z= Φ + Φ .
Здесь 1 1 1 2 2z c x c x= + , 2 3 3 4 4z c x c x= + ; 0 0 1 2 3 4 1 2 1 2, , , , , , , , ,A t c c c c d d λ λ  – произволь-
ные постоянные; 1 2, ,Φ Φ Φ – произвольные дифференцируемые функции своих

аргументов. Решения 1) – 4) применимы при выполнении условий 2 2
1 1 2 2 0,a c a c+ ≠

2 2
3 3 4 4 0a c a c+ ≠ ; решения 5), 6) – при выполнении условий 2 2

1 1 2 2 0,a c a c+ ≠
2 2

3 3 4 4 0a c a c+ = ; решения 7), 8) – при выполнении условий 2 2
1 1 2 2 0,a c a c+ =

2 2
3 3 4 4 0a c a c+ ≠ ; решение 9) – при условии 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 40, 0a c a c a c a c+ = + = .
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Заключение

Таким образом, в данной работе методом разделения переменных получены
решения уравнений в частных производных, содержащих одну или несколько од-
нородных функций от производных первого порядка. Проанализирован вид реше-
ния для возможных частных случаев и приведены примеры применения получен-
ных в работе соотношений.
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УДК 514.76
А.Г. Седых

О ПРИБЛИЖЕННО ИНТЕГРИРУЕМЫХ SO(3)-СТРУКТУРАХ
НА 5-МЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ

Рассматриваются неприводимые SO(3)-структуры на пятимерном многооб-
разии. Показано, что для приближенно интегрируемых неприводимых
SO(3)-структур ковариантная дивергенция структурного тензора равна ну-
лю. Приведены примеры левоинвариантных неприводимых SO(3)-структур
на пятимерных группах Ли, которые имеют нулевую дивергенцию струк-
турного тензора, но не являются приблизиженно интегрируемыми, а также
неприводимых SO(3)-структур с ненулевой дивергенцией структурного
тензора.

Ключевые слова: специальная SO(3)-структура, пятимерное многообра-
зие, группа Ли.

Традиционно в геометрии большой интерес представляют римановы многооб-
разия с некоторой дополнительно заданной структурой, согласованной с метри-
кой. Примером может служить почти комплексная структура, согласованная с
метрикой. Соответствующая структурная группа действует неприводимо на каса-
тельных пространствах многообразия. Для нечетномерного аналога – контактной
метрической структуры – структурная группа действует приводимо – она имеет
два инвариантных подпространства: контактную плоскость и направление Риба.
Интересно, что в случае пятимерного риманова многообразия существует [1]
структура, у которой структурной группой является SO(3), и она действует непри-
водимо. Эта структура представляет интерес в контексте характеристических
связностей и специальной неинтегрируемой геометрии [5]. В данной работе рас-
сматривается такая неприводимая SO(3)-структура на пятимерном многообразии
и изучаются свойства ее структурного тензора.

Неприводимое представление группы SO(3) в пространстве R5 основано на
том, что векторное пространство R5 изоморфно множеству действительных сим-
метричных бесследовых матриц порядка 3. Изоморфизм устанавливается сле-
дующим образом:

1
4 2 3

1
1 5 2 4 5

3 5 1

3
( ,..., ) ( )

3 2
3

х
х х х

х
Х х х Х х х х

х х х

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ↔ σ = +⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (1)

Неприводимое представление ρ на R5 задается формулой
1( ) ( ) , (3).h X h X h h SO−ρ = σ ∈

Для элемента X рассмотрим характеристический полином матрицы σ(Х) [1]:

3 2 3( ) det( ( ) ) ( , ) ( , , ).
9ХP X I g X X X X Xλ = σ − λ = −λ + λ + Ψ
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Этот полином инвариантен относительно SO(3) действия, заданного представ-
лением ρ. Поэтому его коэффициенты являются SO(3)-инвариантными. Квадра-
тичная часть ( , )g X X  – это стандартное скалярное произведение на R5,

2 2 2 2 2
1 2 3 4 5( , )g X X x x x x x= + + + + , а свободный член Ψ имеет вид

2 2 2 2 2 2 2
1 2 4 1 3 5 4 5 3 2 3 5

1 3 3( , , ) (6 6 2 3 3 ) ( ) 3 3 .
2 2

Х Х Х х х х х х х х х х х х хΨ = + − − − + − +

Он определяет симметричный 3-линейный ковариантный тензор
5
, , 1

i j k
ijki j k е е е

=
Ψ = Ψ ⊗ ⊗∑ ,

где {e1,..., e5} – дуальный корепер к стандартному ортонормированному реперу
{e1, e2, e3, e4, e5} пространства R5.

Отметим основные свойства тензора Ψ, полученные в работе [1]. Свертка тен-
зора Ψ по любым его двум индексам равна нулю. Чтобы сформулировать сле-
дующее свойство, нам потребуется тензор X XΨ = ι Ψ , полученный сверткой с
вектором X: ( , ) ( , , )X XΨ ⋅ ⋅ = Ψ ⋅ ⋅ . Поскольку мы считаем фиксированным ортонор-
мированный репер, то симметричная 2-форма ΨХ естественным образом отожде-
ствляется с эндоморфизмом пространства R5. Поэтому можно брать композиции
таких эндоморфизмов ΨХ, в частности можно рассматривать квадраты эндомор-
физмов (ΨХ)2. Тогда для всех X∈R5 имеет место равенство (ΨХ)2Х = g(X,X)X.

При действии SO(5) группа изотропии тензора Ψ совпадает с группой SO(3),
неприводимо вложенной в SO(5), т.е. так, как описано выше. Это позволяет опре-
делить неприводимую SO(3)-структуру на пятимерном ориентированном римано-
вом многообразии (M,g), задавая в каждой точке такой тензор Ψ.

Определение 1 [1]. Неприводимой SO(3)-структурой на 5-мерном римановом
многообразии (M,g) называется тензорное поле Ψ типа (0,3), для которого ли-
нейное отображение X→ΨX ∈ End(TM), X∈TM, имеет следующие свойства:

1) Симметричность: g(X,ΨYZ) = g(Z,ΨYX) = g(X, ΨZY).
2) Нулевой след: tr(ΨX)=0.
3) Для любого векторного поля Х∈ТМ имеет место равенство ΨX

2X = g(X,X)X.
В [1] показано, что в каждом касательном пространстве можно выбрать адап-

тированный базис {e1, e2, e3, e4, e5}, т.е. такой, в котором метрика g и тензор Ψ бу-
дут иметь канонический вид, а именно gij = δij и

1 2 2 4 2 1 2 2 2 5 2

4 5 2 3 2 2 3 5

1 (6( ) 6( ) 2( ) 3( ) 3( ) )
2

3 3 (( ) ( ) ) 3 3 .
2

e e e e e e

e e e e e e

Ψ = + − − − +

+ − + (2)

Здесь {e1, e2, e3, e4, e5} – дуальный репер. Из (2) мы получаем ненулевые компо-
ненты тензора Ψ в адаптированном репере (с точностью до симметрий):

111 122 144 133 155

433 455 235

1 11, 1, 1, , ,
2 2

3 3 3, , .
2 2 2

ψ = − ψ = ψ = ψ = − ψ = −

ψ = − ψ = ψ = (3)

Таким образом, неприводимая SO(3)-структура на многообразии – это римано-
ва структура g и тензорное поле Ψ, обладающее указанными выше свойствами
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1−3 определения 1. Представляют интерес так называемые приближенно интегри-
руемые SO(3)-структуры [1, 2], как некоторые аналоги почти комплексной струк-
туры J приближенно кэлерова многообразия, т.е. такого, что (∇XJ)(X) = 0.

Определение 2 [2]. Неприводимая SO(3)-структура на многообразии М назы-
вается приближенно интегрируемой, если (∇X Ψ )(X,X,X) = 0 для любого вектор-
ного поля Х на М.

Теорема 1. Если SO(3)-структура Ψ приближенно интегрируемая, то дивер-
генция тензора Ψ равна нулю, δΨ = 0.

Доказательство. Пусть SO(3)-структура Ψ приближенно интегрируема, то-
гда, по определению, (∇XΨ)(X,X,X) = 0. Перепишем это условие в координатах

( ) 0,i j k l
i jkl X X X X∇ Ψ =  или ∇(iΨjkl) = 0. Поскольку тензор Y полностью симмет-

ричен, то
0,i jkl j ikl k jil l jki∇ Ψ + ∇ Ψ + ∇ Ψ + ∇ Ψ =

i jkl j ikl k jil l jki∇ Ψ + ∇ Ψ = −∇ Ψ − ∇ Ψ .

Вычислим дивергенцию δΨ тензорного поля Ψ с учетом последнего равенства:
1 ( )
2

j ij ij
jkl i jkl i jkl j iklg gδΨ = −∇ Ψ = − ∇ Ψ = − ∇ Ψ + ∇ Ψ =

1 1( ) ( ) 0,
2 2

ij ij ij
k jil l jki k ijl i ijkg g g= ∇ Ψ + ∇ Ψ = ∇ Ψ + ∇ Ψ =

поскольку 0.ij ij
ijl ijkg gΨ = Ψ =

Замечание 1. Условие δΨ = 0 является только необходимым. Существуют
примеры, когда δΨ = 0, но SO(3)-структура Ψ не является приближенно интегри-
руемой.

Замечание 2. Дивергенция δΨ обращается в нуль тогда и только тогда, когда
тензор ∇(i Ψ jkl) имеет нулевой след по любым двум индексам.

Рассмотрим левоинвариантные приближенно интегрируемые SO(3) на пяти-
мерных группах Ли. В работе [2] получены необходимые и достаточные условия
на левоинвариантный тензор Ψ для приближенной интегрируемости в терминах
структурных констант группы. Получим аналогичные условия для равенства ну-
лю дивергенции тензора Ψ. Пусть {e1, e2, e3, e4, e5} – адаптированный базис алгеб-
ры Ли L(G) группы G. Задав такой репер, получаем левоинвариантную риманову
метрику g на группе G, для которой выбранный репер {e1,..., e5} является орто-
нормированным. Кроме того, на группе G можно считать заданной левоинвари-
антную SO(3)-структуру тензором Ψ на алгебре Ли L(G), компоненты которого в
выбранном адаптированном репере {e1,..., e5} определены равенствами (3). Пусть
Сij

k – структурные константы алгебры Ли L(G) в адаптированном базисе.
Теорема 2. Дивергенция δΨ тензора Ψ  левоинвариантной SO(3)-структуры

на пятимерной группе Ли равна нулю тогда и только тогда, когда структурные
константы соответствующей алгебры Ли удовлетворяют следующим линейным
соотношениям:

2 5 3
12 23 252 3( ),С С С= +  4 3 5

14 34 452 3( ),С С С= +  3 5 3 2
13 23 34 353( ),С С С С= + −

5 3 2 4
15 13 12 142( ),С С С С+ = +
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5 1 5 3 4 2 4 2
35 13 12 14 13 15 34 233( ) 2( ) 0,С С С С С С С С− − − − + − − =

5 2 3 2 1 3
45 24 13 12 14 343( ) 2( ) 0,С С С С С С− − − + − =

3 2 1 4 3 2 3
12 13 23 23 24 25 352 3 3( ) 0,С С С С С С С− − − + − − =

1 3 3 2 5 4 2 4
15 35 12 13 14 15 25 453( ) 2( ) 0,С С С С С С С С+ + + + + − + =  

2 4 5 3 1 4 3 3 5
14 12 13 15 12 24 23 45 34

3 1( ) 3(2 ( )),
2 2

С С С С С С С С С+ − + = + − + −

5 2 1 4 3 2 1 4 4
12 15 25 13 14 23 13 34 252 5 3( ) 3(3 2 ),С С С С С С С С С+ + − − = − − +

3 4 1 2 1 1 5 2 4 2
14 13 34 15 25 13 24 23 25 455 6 9( ) 3( 5 3 2 ),С С С С С С С С С С− + − + = − − − −

3 5 3 4 4 1 3 5
15 13 45 35 24 12 45 34

13( 2 ( )) 0,
2

С С С С С С С С+ − − − − + + =

4 5 1 4 3 3 2
15 14 45 45 35 24 342 3 3( ) 0,С С С С С С С− + − + − − =

5 3 5 3 1 4
25 23 13 15 12 243( ) 4 2 0.С С С С С С+ − + − − =

Доказательство. Дивергенция δΨ тензорного поля i j k
ijk e e eΨ = ψ ⊗ ⊗  нахо-

дится по формуле ( ) i is
jk ijk s ijkgδψ = −∇ ψ = − ∇ ψ , где еi – ковекторы дуального ба-

зиса к адаптированному базису {e1, e2, e3, e4, e5} алгебры Ли и 
ss e∇ = ∇ – ковари-

антная производная вдоль базисного векторного поля еs. Пусть Гij
k – компоненты

связности Леви-Чивита левоинвариантной римановой метрики g, 
i

k
e j ij ke e∇ = Γ .

Тогда для ковекторов имеем: 
k

i i j
e kje e∇ = −Γ . Учитывая, что компоненты ψijk ле-

воинвариантного тензорного поля Ψ в левоинвариантном адаптированном репере
постоянны на группе Ли, получаем

( )( )qi j k r p i j k
s ijk rjk si ipk sj ijp ske e e e e e∇ ψ ⊗ ⊗ = −ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ ⊗ ⊗ ,

где p p s kp s kp
ij ij js ki is kjC g C g g C gΓ = + + .

Теперь используем систему Maple для вычислений δΨ (см. ниже листинг про-
граммы).

Приведем примеры левоинвариантных неприводимых SO(3)-структур на двух
пятимерных группах Ли из классификационного списка [3] контактных групп Ли.
Первый пример – с ненулевой дивергенцией, а второй – имеет нулевую диверген-
цию, но не является приближенно интегрируемым. В этих примерах считается,
что выбранный базис {e1, e2, e3, e4, e5} алгебры Ли является адаптированным. Сле-
довательно, на группе Ли имеется левоинвариантная риманова структура и лево-
инвариантный тензор Ψ.

Пример 1. Алгебра sl(2)×ρR2. Это алгебра Ли группы аффинных преобразова-
ний R2, у которых линейная часть имеет определитель равный единице. Данная
алгебра Ли имеет следующие коммутационные соотношения:

[e2,e3] = –e1, [e1,e4] = –e1, [e1,e5] = –e2, [e2,e4] = e2, [e3,e5] = e4,
[e3,e4] = –2e3, [e4,e5] = –2e5.



О приближенно интегрируемых SO(3)-структурах на 5-мерных многообразиях 49

Вычислим дивергенцию Ψ (при помощи компьютерных программ, используя
вышеприведенные формулы):

30 0 3 0
2
30 0 0 1
2

3 3 3 0 3
2 2
3 0 0 2 3 0
0 1 3 0 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟

δΨ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.

Пример 2. Алгебра g5,1 (обозначение взято из классификации [3]) задается
следующими коммутационными соотношениями: [e2,e4] = e1, [e3,e5] = e1. Дивер-
генция тензора Ψ будет равна 0. Покажем, что данная SO(3)-структура не является
приближенно интегрируемой. Для этого вычислим тензор (∇XΨ)(X,X,X) = 0 или
∇(iΨjkl). Для доказательства достаточно привести одну ненулевую координату, на-
пример

(1 233) 33 2 3 13 23 13 33 2 3 1312 12
p qs t u

p s t q u∇ ψ = −ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ −

23 13 33 12 2 3 23 13 33 12 2 3 13 23 1313
yv x z a b c

v x y z a b c−ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ ,

оставляя только ненулевые компоненты тензора T, получаем
1 4 5

133 12 433 12 235 134 4 8 3 0.ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ = ≠

Приведем программу вычисления дивергенции в программе Maple.
Здесь C[ , , ] k

iji j k С= , Gamma[ , , ] p
iji j p = Γ , nabla_Ψ – ковариантная производная

тензора Ψ и delta_Ψ – дивергенция тензора Ψ.

Вы ч и с л е н и е  к о м п о н е н т  с в я з н о с т и

> for i to 5 do for j to 5 do for p to 5 do
>Gamma[i,j,p]:=simplify((C[i,j,p]+sum(sum(g[j,s]*C[k,i,s]*g[k,p],
'k'=1..5),'s'=1..5)+sum(sum(g[i,s1]*C[k1,j,s1]*g[k1,p],'s1'=1..5)
,'k1'=1..5))/2);
>  od; od; od;

Вы ч и с л е н и е  к о в а р и а н т н о й  п р о и з в о д н о й
т е н з о р а  Ψ

> nabla_Ψ:=array(1..5,1..5,1..5,1..5):
> for i2 to 5 do for j2 to 5 do for k2 to 5 do for s2 to 5 do
> nabla_Ψ[s2,i2,j2,k2]:=simplify
(-sum(ψ [r2,j2,k2]* Gamma[s2,i2,r2],r2=1..5)-
sum(ψ[i2,p2,k2]*Gamma[s2,j2,p2],p2=1..5)-
sum(ψ[i2,j2,q2]*Gamma[s2,k2,q2],q2=1..5));
>  od; od; od; od;
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С в е р т к а  с  м е т р и к о й ,  д л я  н а х о ж д е н и я
д и в е р г е н ц и и  т е н з о р а  Ψ

> delta_Ψ:=array(1..5,1..5):
> for j to 5 do for k to 5 do
> delta_Ψ[j,k]:=simplify(sum(sum(g[i,s]*nabla_Ψ [s,i,j,k],
'i'=1..5),'s'=1..5));
> od; od;
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ИССЛЕДОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
УСИЛЕНИЯ ИММУННОГО ОТВЕТА С ПРИМЕНЕНИЕМ

ОДНОШАГОВЫХ И МНОГОШАГОВЫХ МЕТОДОВ

Изучаются математические модели усиления иммунного ответа, представ-
ляющие собой системы обыкновенных дифференциальных уравнений. По-
лучены стационарные решения в безразмерном виде и показана их устойчи-
вость. Результаты численных расчетов демонстрируют механизм действия
стимулятора антителопродукции.

Ключевые слова: математическая модель, стационарные решения, ус-
тойчивость, численные методы.

Иммунология – это наука об иммунитете живых организмов, а главная задача
иммунитета – уничтожение клеток (антигенов), которые генетически отличаются
от собственных клеток организма. Вопросами защиты организма от вирусов за-
нимается практическая медицина. Одним из способов борьбы с чужеродными ви-
русами является стимуляция антителопродуцентами. К настоящему времени в
этом направлении накоплен огромный опыт, позволяющий применять в медицине
математическое моделирование и численные методы [1−6].

Физико-математическая постановка задачи

В настоящей работе исследуется механизм действия САП с применением про-
стейшей математической модели иммунного ответа Г.И. Марчука.

Считается, что в организм проникают антигены V(t) (бактерии, вирусы).
В процессе выработки антител F(t) участвуют макрофаги M, B-лимфоциты и T-
лимфоциты. При попадании в организм антигены поглощаются макрофагами и
распознаются T- и B-лимфоцитами. Под действием T-лимфоцитов происходит
преобразование B-лимфоцитов в антителопродуценты и формируется популяция
антител. Роль антител заключается в связывании антигенов и образовании им-
мунных комплексов.

В данной работе изучаются две возможные гипотезы о механизме действия
стимулятора антителопродукции (САП), предложенные в [5]. В рассматриваемом
иммунном ответе участвуют антигены V(t), антитела F(t), плазмоклетки C(t) и
«молчащие» плазмоклетки B(t). По первой гипотезе, САП вовлекает в антитело-
продукцию «молчащие» клетки. Согласно второй гипотезе, после введения САП
увеличивается время жизни плазмоклеток.

В работе рассматривается математическая модель усиления иммунного ответа
[5], которая описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) с запаздывающим аргументом (задача Коши), в трех вариантах: М0 – кон-
трольная модель (без действия САП), М1 – модель первой гипотезы, М2 – модель
второй гипотезы.

Уравнения модели М0 с начальными условиями имеют вид
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f

* * *
c

*
* *

0
f

,

,

( ) ( ) ( ), (0, ),

(0) , (0) , (0) ,

dV FV
dt
dF C FV F
dt
dC F t V t C C t T
dt

CV V C C F F

= −γ

= ρ − ηγ − μ

= α − τ − τ − μ − ∈

ρ
= = = =

μ

(1)

где V(t) – количество неразмножающегося антигена в организме, F(t) – количество
антител, C(t) – количество плазмоклеток, производящих антитела. Первое уравне-
ние описывает уменьшение числа антигенов в организме, коэффициент γ отража-
ет вероятность нейтрализации антигена антителами. Второе уравнение – произ-
водство антител плазмоклетками со скоростью ρ, уменьшение количества антител
после взаимодействия с антигенами с коэффициентом ηγ и их естественную ги-
бель со скоростью µf. Третье уравнение характеризует изменение количества
плазмоклеток в организме за счет взаимодействия антигенов с антителами с ко-
эффициентом α и старения клеток с константой µс, τ* является промежутком вре-
мени от момента стимуляции лимфоцитов до формирования клона плазматиче-
ских клеток. Константа C* характеризует нормальный уровень плазмоклеток в ор-
ганизме. Обычно начальные условия для уравнений с запаздыванием задаются на
интервале [−τ*,0]. Однако по биологическому смыслу V(t) = 0 при t < 0, и поэтому
начальные условия задаются при t = 0.

Предполагается, что все параметры в (1) и V0, C*, F* неотрицательны. Тогда,
согласно [6], решение задачи (1) существует и единственно при всех t ≥ 0.

Параметры модели после приведения уравнений к безразмерному виду подби-
раются из условия устойчивости стационарного решения, о чем речь пойдет ниже.
Значение T в безразмерном виде в дальнейшем полагается равным 14.

Пусть в соответствии с моделью М1 в организме имеется определенное коли-
чество плазмоклеток («молчащие» клетки), которые не могут производить анти-
тела. Для их описания в модель М1 добавляется четвертое уравнение, описываю-
щее изменение количества «молчащих» клеток B(t). Тогда уравнения второй мо-
дели с начальными условиями будут иметь вид

f

* * *
1 c B

* *
2 B B

*
* *

0 0
f

,

,

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) , (0, ),

(0) , (0) , (0) , (0) .

dV FV
dt
dF C FV F
dt
dC F t V t C C B
dt
dB F t V t B B t T
dt

CV V C C F F B B

= −γ

= ρ − ηγ − μ

= α − τ − τ − μ − + δ

= α − τ − τ − μ − δ ∈

ρ
= = = = =

μ

(2)

Параметры γ, ρ, ηγ, µf, α1, µc в модели М1 взяты такими же, как и в модели М0.
В третьем и четвертом уравнениях добавлены члены +δВВ и –δВВ, описывающие
переход «молчащих» клеток в зрелые плазматические клетки. Параметр µB соот-
ветствует обратной величине времени жизни B-клеток, α1 ≠ α2.
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В модели М2 до введения САП иммунный ответ развивается в соответствии с
моделью М0, поэтому уравнения модели М2 не приводятся. Отличие М2 от М0 со-
стоит в параметре µc – обратной величине среднего времени жизни плазмоклеток,
значение которого уменьшается после стимуляции, так как увеличивается время
жизни клеток.

В моделях М0, М1, М2 все рассматриваемые величины размерные. На примере
модели М0 показывается переход к безразмерному виду.

Вводятся обозначения
*

f f

f

, , , , ;

, , , ,

m m m

m m m

V C Ft v c f
V C F

t V vV C cC F fF

τ = μ ∆τ = μ τ = = =

τ
= = = =

μ

(3)

*
* f

f
, ,m m m

CC C F V
μρ

= = =
μ ηγ

 – масштабные множители.

После подстановки (3) в (1) получается система ОДУ

1

2 3

0 0 0

,

,

( ) ( ) ( 1),

(0) , (0) , (0) ,

dv h fv
d
df c f fv
d
dc h v f h c
d
v v f f c c

= −
τ

= − −
τ

= τ − ∆τ τ − ∆τ − −
τ

= = =

(4)

где 
*

c
1 2 32

f ff

, ,Ch h h
μργ αρ

= = =
μ ηγ μμ

 – безразмерные коэффициенты, ∆τ – безраз-

мерное время запаздывания, которое в дальнейшем полагается равным шагу сет-
ки.

Аналогичным способом приводятся к безразмерному виду уравнения осталь-
ных моделей. В случае модели М1 имеем:

1

2 3 4

5 6 7

0 0 0 0

,

,

( ) ( ) ( 1) ,

( ) ( ) ,

(0) , (0) , (0) , (0) ,

dv h fv
d
df c f fv
d
dc h v f h c h b
d
db h v f h b h b
d
v v f f c c b b

= −
τ

= − −
τ

= τ − ∆τ τ − ∆τ − − +
τ

= τ − ∆τ τ − ∆τ − −
τ

= = = =

(5)

где 1 B 2 B B
2 4 5 6 7

f f f f f
, , , , , .m mh h h h h B C

α ρ δ α ρ μ δ
= = = = = =

μ ηγ μ μ γη μ μ

Безразмерный вид модели М2 не приводится, так как она отличается от (4) только
параметром h3.
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Для определения параметров моделей в работе находятся стационарные реше-
ния, которые затем исследуются на устойчивость.

Стационарные решения выводятся приравниванием правых частей к нулю. Без
подробного рассмотрения приводятся стационарные решения изучаемых моделей,
полученные в данной работе:

vст = 0,  fст = 1,  cст = 1 – для модели М0;
vст = 0,  fст = 1,  cст = 1,  bст = 0 – для модели М1;

vст = 0,  fст = 1,  cст = 1 – для модели М2.
Исследование устойчивости стационарного решения показывается на примере

модели М0. Рассматриваются решения, мало отклоняющиеся от стационарного:

ст ст ст, , .v f cv v f f c cξ = − ξ = − ξ = − (6)

После подстановки (6) в (4) и необходимых преобразований с учетом малости ве-
личин второго порядка получается следующая система ОДУ:

1 ст 1 ст

ст ст

2 ст 2 ст 3

,

(1 ) ,

.

v
v f

f
c f v

c
f v c

d
h f h v

d
d

v f
d

d
h v h f h

d

ξ
= − ξ − ξ

τ
ξ

= ξ − + ξ − ξ
τ

ξ
= ξ + ξ − ξ

τ

(7)

Матрица Якоби системы (7) представима в виде

1 ст 1 ст

ст ст

2 ст 2 ст 3

0
1 1 .

h f h v
A f v

h f h v h

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

Собственные значения матрицы А на стационарном решении имеют вид

1 2 1 3 31; ; .h hλ = − λ = − λ = −

Все 0, 1,3,i iλ < =  что означает асимптотическую устойчивость по Ляпунову [8]
при h1,h3 > 0.

Исследование на устойчивость стационарных решений моделей М1, М2 прово-
дится аналогично вышеизложенному. Устойчивость доказана при всех 0,ih >

1,7i = . При этом показано, что особые точки моделей есть устойчивые узлы.

Результаты расчетов

Для получения численного решения был проведен вычислительный экспери-
мент на компьютере. Результаты расчетов оформлены в виде графиков и приво-
дятся по тексту работы. Все рассмотрения проводились для промежутка времени

[0,14]τ ∈  при начальных данных: v0 = 0,04, f0 = 0,065, c0 = 1, h1 = 0,5, h2 = 0,45,
h3 = 0,2 – для модели М0; v0 = 0,04, f0 = 0,065, c0 = 1, b0 = 0,5, h1 = 0,5, h2 = 0,45,
h3 = 0,2, h4 = 0,01, h5 = 0,1, h6 = 0,7, h7 = 0,01 – для модели М1; v0 = 0,04, f0 = 0,065,
c0 = 1, h1 = 0,5, h2 = 0,45, h3 = 0,1 – для модели М2. Расчеты проводились с приме-
нением одношаговых методов (методы Рунге-Кутты четвертого порядка точно-
сти), многошаговых методов (методы Адамса) [7] и чисто неявного А-устойчи-
вого метода (метод типа Гира) [7] при n ≥ 40 (расчетный шаг ∆τ = 14/n). Досто-
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верность программ, по которым велись расчеты, проверялась решением системы
ОДУ, имеющей аналитическое решение.

Одношаговые методы Рунге-Кутты являются условно устойчивыми, и неус-
тойчивость методов наблюдается при количестве узлов сетки n<10. Расчеты про-
водились для различного количества узлов сетки, и было установлено, что при
n≥40 наблюдается сходимость методов. На рис. 1 – 3 представлено поведение ан-
тигенов, антител, плазмоклеток и «молчащих» клеток с течением времени в моде-
лях М0, М1, М2 при n = 40.
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Рис. 1. Поведение v(τ), f (τ), c(τ) с течением времени в модели М0:
1 – v(τ); 2 – f (τ); 3 – c(τ)
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Рис. 2. Поведение v(τ), f (τ), c(τ), b(τ) с течением времени в модели М1:
1 – v(τ); 2 – f (τ); 3 – c(τ); 4 – b(τ)
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Рис. 3. Поведение v(τ), f (τ), c(τ) с течением времени в модели М2:
1 – v(τ); 2 – f (τ); 3 – c(τ)

Анализ полученных результатов показывает, что в модели М0 при незначи-
тельном изменении количества плазматических клеток количество антител посте-
пенно растет от 0,065 до 1,00509, а количество антигенов убывает (рис. 1). В соот-
ветствии с моделью М1 под действием САП «молчащие» клетки созревают в
плазматические клетки, вследствие чего количество плазмоклеток увеличивается
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от 1 до 1,02248 и быстрее растет количество антител от 0,065 до 1,01443 (рис. 2).
Согласно второй гипотезе, в модели М2 введение САП приводит к увеличению
времени жизни С-клеток. Следовательно, их количество меняется медленнее, чем
в модели М0, что способствует соответственно увеличению количества антител
(рис. 3). Как следует из графиков, во всех моделях идет вывод антигенов из орга-
низма, т.е. выздоровление организма. Однако по сравнению с моделью М0 в моде-
лях М1 и М2 процесс выздоровления организма идет быстрее.

Метод Адамса согласно классической теории устойчивости [7] является абсо-
лютно устойчивым методом и не дает ограничений на шаг интегрирования. Про-
цесс вычислений организуется как «предиктор-корректор»: начальные значения
предсказываются по методу Рунге-Кутты четвертого порядка точности; затем
таблица значений для v(τ), f (τ), c(τ) (модель М0) продолжается по явной и неявной
формулам метода Адамса. По явной формуле значения предсказываются, по неяв-
ной – уточняются до достижения заданной точности. Использование абсолютно ус-
тойчивых методов усложняет процесс вычислений по сравнению с методами Рунге-
Кутты, но не требует ограничений на шаг сетки. Численные значения, полученные
по методам Адамса и Рунге-Кутты четвертого порядка, мало отличаются между со-
бой и совпадают с точностью до четвертого знака после запятой. Результаты чис-
ленных расчетов по методу Гира сравнивались с методом Адамса в одноименных
точках сетки. Поведение погрешности во всех случаях носит характер «затухаю-
щей» волны и максимальное отличие между значениями не превосходит 0,0003.

В работе исследовалось действие САП в зависимости от времени его введения.
При этом моделировалось введение САП путем изменения параметров h4, h7 в мо-
дели М1 и h3 в модели М2 для τ = 1, 2, 3, 4, 5. Для удобства дальнейших обсужде-
ний принимается следующий счет безразмерного времени: τ = 1 – один день, τ = 2
– два дня и т.д. Результаты, представленные на рис. 4 и 5, показывают характер
изменения количества плазмоклеток c(τ) в зависимости от времени введения
САП. Как следует из рисунков, в этом случае модели М1 и М2 предсказывают в
рассматриваемом промежутке времени качественно различные динамики течения
процесса.

В самом деле, в случае модели М1 (рис. 4) в динамике количества зрелых
плазмоклеток наблюдается понижение высоты пика в зависимости от времени
введения САП: чем позже вводим САП, тем ниже опускается пик. При этом ре-
зультаты в модели М1 отличаются от результатов, полученных в модели М0
(рис. 6), ростом количества плазмоклеток. В модели М0 максимальное значение
с(τ) равно 1,020, а в модели М1 оно достигается при введении САП через день
(τ=1) и равно 1,021. Это пиковое значение появляется на пятый день после имму-
низации. Модель М2 дает иную картину динамики С-клеток, и ярко выраженного
пика при этом не наблюдается. Однако максимальное значение c(τ) равное 1,034
появляется на десятый день и держится два дня, а затем незначительно убывает до
1,033. Результаты качественно похожи между собой и мало отличаются вне зави-
симости от времени введения фактора (рис. 5).

Одной из характеристик роста количества плазмоклеток является величина
∆C, равная разности между количеством плазмоклеток в модели М1 (модели М2) и
их количеством в модели М0 (в контроле). Изучалось поведение величины ∆C в
моделях М1 и М2 в зависимости от времени введения САП. Изменение данной ве-
личины показано на рис. 7, 8. В модели М1 ∆C достигает максимального значения
равного 0,0021 на четвертый день при введении САП через день, затем плавно
убывает. Аналогичная картина наблюдается и в остальных случаях.
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Рис. 4. Динамика c(τ) в зависимости от времени введения САП (модель М1)
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Рис. 5. Динамика c(τ) в зависимости от времени введения САП (модель М2)
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Рис. 6. Динамика c(τ) в модели М0
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Рис. 7. Величина ∆C для модели М1

Из рис. 7 видно, что более позднее введение фактора приводит к понижению
высоты пика величины ∆C: при введении САП через день она равна 0,0021, через
два дня – 0,001 и т.д.

Другая картина наблюдается при исследовании величины ∆C в модели М2
(рис. 8). В данном случае поведение ∆C не зависит от времени введения фактора и
возрастает от 0 до 0,029.
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Рис. 8. Величина ∆С для модели М2

В работе исследовалась динамика коэффициента усиления иммунного ответа
R(τ), равного отношению количества плазмоклеток в соответствии с моделью М1
(моделью М2) к их количеству в модели М0. Характер динамики коэффициента уси-
ления иммунного ответа R(τ) с течением времени для модели М1 показан на рис. 9.
Из полученных результатов видно, что во всех случаях наблюдается рост значе-
ний R(τ) от 0 до пикового, затем их плавное убывание. При этом происходит
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Рис. 9. Динамика коэффициента усиления иммунного ответа R(τ)
для модели М1
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Рис. 10. Динамика коэффициента усиления иммунного ответа R(τ)
для модели М2

сдвиг пикового значения вправо в зависимости от времени введения САП и на-
блюдается его понижение: при введении САП через день максимальное значение
равно 1,002 и достигается примерно на четвертый день, при введении САП через
два дня оно равно 1,001 и достигается на пятый день и т.д. При введении САП на
пятый день значения R(τ) приближаются к единице. На рис. 10 изображено пове-
дение коэффициента усиления иммунного ответа R(τ) для модели М2. Как видно
из рисунка, кривые мало отличаются между собой вне зависимости от времени
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введения фактора. Значения R(τ) меняются от 1 до 1,028, т.е. незначительно от-
клоняются от единицы.

Заключение

Таким образом, в работе изучены три математические модели иммунологии с
применением численных методов. Из проведенного вычислительного экспери-
мента на компьютере можно сделать следующие выводы:

1) более раннее введение САП в заболевший организм ускоряет процесс вы-
здоровления;

2) гипотезы, высказанные в работе [5], подтверждены проведенными исследо-
ваниями. Из анализа расчетов следует, что введение САП в случае модели М1 дает
ярко выраженные результаты на примере поведения ∆C и R(τ). САП в модели М2
почти не зависит от времени ее введения;

3) имеет смысл увеличить интервал наблюдения за характеристиками иммун-
ного ответа, позволяющий увидеть динамику поведения плазмоклеток в случае
модели М2.
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ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА
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УДК 512.541
А.Р. Чехлов

О ПРЯМЫХ СУММАХ ЦИКЛИЧЕСКИХ ГРУПП
С ИНВАРИАНТНЫМИ МОНОМОРФИЗМАМИ1

Описаны прямые суммы циклических групп с инвариантными слева или
справа мономорфизмами.

Ключевые слова: инвариантные слева или справа мономорфизмы, кольцо
эндоморфизмов, прямая сумма циклических групп, периодически полная
группа.

Все группы в статье предполагаются абелевыми. Через E(A) обозначается
кольцо эндоморфизмов группы A, через o(a) – порядок элемента a, 1A – тождест-
венный автоморфизм группы A, h(a) – высота элемента a p-группы. Если
f: A → B – гомоморфизм, то f | H – ограничение f на H ⊆ A.

Будем говорить, что A – группа с инвариантными слева (соответственно спра-
ва) мономорфизмами, если для любых мономорфизмов α, β группы A найдется ее
мономорфизм γ со свойством αβ = γα (соответственно αβ = βγ). Рядом авторов
изучались группы с инвариантными слева или справа эндоморфизмами [1, § 19,
34].

Отметим, что автоморфизмы любой группы инвариантны как слева, так и
справа. Следовательно, у конечной группы все мономорфизмы инвариантны слева
и справа. Для сравнения отметим, что периодические группы с инвариантными
слева или справа эндоморфизмами имеют коммутативное кольцо эндоморфизмов
[1, следствие 19.3]. В [2] изучались группы с нормальными кольцами эндомор-
физмов, т.е. группы, все идемпотентные эндоморфизмы которых центральны.
В [3] исследовались такие периодические группы A, что любые два элемента
группы A одинакового порядка переводятся один в другой некоторым ее авто-
морфизмом. Близкие вопросы рассматривались в [4–24] и др.

Автором получены следующие результаты:
Теорема 1. Для делимой группы D эквивалентны следующие условия:
а) ее мономорфизмы инвариантны справа;
б) любой ее мономорфизм является автоморфизмом;
в) часть без кручения группы D, а также каждая ее p-компонента имеют ко-

нечный ранг.
Теорема 2. 1) Мономорфизмы каждой делимой группы инвариантны слева.
2) Если делимая часть группы A является группой, рассматриваемой в теоре-

ме 1, то мономорфизмы группы A инвариантны слева тогда и только тогда, ко-
гда этим свойством обладает ее редуцированная часть.

3) У нередуцированной группы мономорфизмы инвариантны справа тогда и
только тогда, когда этим свойством обладают ее редуцированная и делимая
части.
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России» на 2009–2013 годы, № 14. В 37.21.0354 и частично в рамках темы 2.3684.2011 Томского госу-
дарственного университета.
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Автором изучались также группы без кручения с инвариантными мономор-
физмами. Так, доказано, что у редуцированной группы без кручения с инвариант-
ными слева или справа мономорфизмами кольцо эндоморфизмов является нор-
мальным.

Ясно, что при изучении периодических групп с инвариантными мономорфизма-
ми можно ограничиться примарным случаем. Ввиду отмеченного выше свойства
конечных групп следующая теорема требует доказательства только необходимости.

Теорема 3. Пусть A – p-группа, являющаяся прямой суммой циклических
групп. Мономорфизмы группы A инвариантны справа тогда и только тогда, ко-
гда она является конечной группой.

Доказательство. Если A – бесконечная прямая сумма циклических групп, то
можно так подобрать ее мономорфизмы α и β, что im α ∩ im β = 0, но тогда равен-
ство αβ = βγ невозможно.

Всякую чистую подгруппу, являющуюся прямой суммой циклических групп,
можно вложить в некоторую базисную подгруппу p-группы. Однако не всякий
мономорфизм базисной подгруппы, даже если он продолжается до эндоморфизма
самой группы, является ее мономорфизмом.

Предложение 4. Пусть A – неограниченная редуцированная периодически пол-
ная p-группа. Тогда для каждой ее базисной подгруппы B существует такой эн-
доморфизм ϕ ∈ E(A), что ker (ϕ | B) = 0, ϕ | B ∈ E(B) и ker ϕ ≠ 0.

Доказательство. Поскольку группа A неограничена, то ее базисная подгруппа

B ≠ A. Запишем B в виде 
1 nkn

B B
∞

=
= ⊕ , где 

nkB  – прямая сумма циклических групп

порядка nkp , 0
nkB ≠  и k1 < k2 <…. Выберем в каждой 

nkB  по циклическому пря-

мому слагаемому 
nkb  и построим отображение:

2 1
1 2

k k
k kb p b−6  и 1

1
n n

n n n

k k
k k kb b p b+

+

−− +6  при n > 1;

ясно, что его можно продолжить до мономорфизма f группы B (в общем случае не

однозначно). Подгруппа 1 1 nkn
B b

∞

=
= ⊕  является прямым слагаемым в B,

B = B1 ⊕ B2. Имеем 1 2A B B= ⊕ , где черта обозначает периодическое p-адическое
пополнение (т.е. всякая ограниченная последовательность Коши этой группы в p-
адической топологии имеет предел). Поэтому без ограничения общности можно
считать, что 1A B= . В силу периодической полноты группы A f продолжается
(единственным образом) до эндоморфизма ϕ группы A. Каждый элемент группы A
можно представить в виде 

1 2
( , , )k kb b′ ′ … , где 

i ik kb B′ ∈ . Если теперь

1 2
1 2

11 1( , , , , )n
n

kk k
k k ka p b p b p b−− −= … … , то ϕa = 0.

Действительно,
11 2

1 2

1 11 1 n n
n

k kk k
k k k na p b p b p b p a+− −− −= + + + +… ,

где 2 1
1 2

(0, ,0, , , )n n
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k k
n k ka b p b+ +

+ +

−= … … .

Откуда 1 1
1

1 1( )n n
n

k k
k na p b a p A+ +

+

− −ϕ = + ϕ ∈  и, значит, 
1

0nk

n
a p A

∞

=

ϕ ∈ =∩ .
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Заметим, что всякий эпиморфизм f базисной подгруппы B периодически
полной p-группы A продолжается до эпиморфизма группы A. Действительно,
f продолжается до эндоморфизма ϕ группы A, а так как A B=  и ϕB = B, то

A B B B Aϕ = ϕ = ϕ = = . Аналогичное утверждение справедливо для p-адической
алгебраически компактной группы.

Пусть p-группа A имеет подгруппу вида H = 〈b〉 ⊕ 〈g〉 ⊕ C, где o(b) ≤ o(g), а C –
бесконечная прямая сумма циклических групп, каждый образующий которой
имеет порядок > o(g); причем мономорфизмы подгруппы H продолжаются до мо-
номорфизмов группы A. Тогда A не обладает свойством левой инвариантности
мономорфизмов.

Действительно, так как группа C бесконечна, то можно построить такие моно-
морфизмы α, β группы H, что αb = b, αg = pkx, где x ∈ C, k ≥ 1 и βg = b + g. Тогда
αβ(g) = α(b + g) = b + pkx ≠ γα(g) = γ(pkx) для любого γ ∈ E(A).

В частности, пусть A – редуцированная p-группа, являющаяся прямой суммой
циклических групп и ее мономорфизмы инвариантны слева. Тогда, как это выте-
кает из предыдущего абзаца, либо A – конечная группа, либо имеет вид (∗)
A = B ⊕ G ⊕ F, где B = 〈b〉 – циклическая группа, G – бесконечная прямая сумма
циклических групп одного и того же порядка pr и, если B ≠ 0, то pr > o(b), а F = 0

или 
1

n

ii
F x

=
= ⊕  – такая конечная группа, что pr < o(xi) для каждого i = 1,…,n.

Теорема 5. У всякой p-группы A, имеющей вид (∗), мономорфизмы инвариант-
ны слева.

Доказательство. Пусть α – мономорфизм группы A. Так как высоты элемен-
тов из цоколя F[p] = {x ∈ F | px = 0} группы F больше высот элементов из B ⊕ G,
то (α(F[p]))∩(B ⊕ G) = 0 и, значит, (αF)∩(B ⊕ G) = 0. Следовательно, если θ – про-
екция группы A на F, то (θα) | F – мономорфизм конечной группы F, поэтому
(θα)F = F. Таким образом, (B ⊕ G) ⊕ αF = A. Далее αB∩αG = 0 и α(B ⊕ G)∩αF = 0.
А поскольку прямое слагаемое αF является абсолютным в A [25, § 9, упр. 8], то
существует такое разложение A = C ⊕ αF, что α(B ⊕ G) ⊆ C. Здесь C ≅ B ⊕ G, по-
этому αG является ограниченной чистой подгруппой в C, значит, αG – прямое
слагаемое в C, C = αG ⊕ E [25, предложение 27.1]. Имеем C = K ⊕ (αG ⊕ Z), где
K ≅ B, а αG ⊕ Z ≅ G. Аналогичным образом, для всякого мономорфизма β группы
A получаем

A = V ⊕ (αβG ⊕ U) ⊕ αβF, где V ≅ B, αβG ⊕ U ≅ G, а αβF ≅ F.
Поэтому существует мономорфизм γ: αG ⊕ αF → αβG ⊕ αβF, такой, что γα = αβ
на подгруппе G ⊕ F (достаточно задать γ на образующих этих подгрупп). Оста-
лось показать, что мономорфизм γ можно распространить на K ⊕ Z так, чтобы ра-
венство γα = αβ осталось верным. Заметим, что так как αβA ⊆ αA, то несложно по-
казать, что ранг группы U не меньше ранга группы Z. Поэтому, если B = 0, то
можно продолжить γ на Z как произвольный мономорфизм Z → U, и в этом случае
утверждение доказано.

Допустим, что B ≠ 0 и o(b) = pk. Имеем
αb = x + y + z, где x ∈ K, y ∈ αG, z ∈ Z,

αβb = v + w + u + h, где v ∈ V, w ∈ αβG, u ∈ U, h ∈ αβF.
Элемент u можно вложить в циклическое прямое слагаемое 〈u0〉 группы U,
U = 〈u0〉 ⊕ U ′.
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Предположим, что высота h(αb) элемента αb равна 0. Так как h(y), h(z) > 0, то
h(x) = 0 и поэтому K = 〈x〉. Кроме того, C = 〈x + y + z〉 ⊕ αG ⊕ Z. Значит, можно
считать, что y = z = 0, т.е. αb = x и K = 〈αb〉. Если h(αb) = 0, то и h(αβb) = 0. Поэто-
му можно считать, что V = 〈αβb〉. Положим γ(αb) = αβb и зададим γ на Z как про-
извольный мономорфизм Z → U. Построенный γ будет искомым мономорфизмом;
γ можно построить и в том случае, если h(βb) > 0, а Z имеет бесконечный ранг.

Пусть ранг группы Z конечен и h(βb) > 0. Покажем, что ранг группы U больше
ранга группы Z. Так как h(αb) = 0, то K = 〈αb〉 = αB и, значит, K ⊕ αG ⊕ αF = αA.
Ранги групп Z и U совпадают с соответствующими рангами их цоколей Z[p] и
U[p]. Поскольку h(αβb) > 0, то h(v) > 0 и, значит, pk – 1v = 0. Поэтому

pk – 1αβb ∈ (pr – 1A)[p] = (αβG ⊕ U ⊕ αβF)[p],
а так как Z[p] ⊆ (pr – 1A)[p], то, если ранги подгрупп Z[p] и U[p] совпадают, найдет-
ся такой элемент z ∈ Z[p], что

pk – 1αβb – z ∈ (αβG ⊕ αβF)[p].
Отсюда z ∈ αA. Противоречие. Итак, ранг Z не больше ранга группы U ′. Поэтому
если γ(αb) = αβb и γ действует на Z как произвольный мономорфизм Z → U ′, то он
является искомым.

Допустим теперь, что h(αb) > 0. Так как o(αb) = o(b), а o(x) < o(b) (ввиду того,
что h(αb) > 0), то o(z) = o(b) и, значит, h(z) = r – k. Элемент z можно вложить в
циклическое прямое слагаемое 〈z0〉 группы Z, Z = 〈z0〉 ⊕ Z′.

Предположим, что h(x) ≥ r – k. Тогда h(v) ≥ r – k. Пусть γ действует на K и Z′
как произвольные мономорфизмы K → V, Z′ → U ′. Так как h(y) ≥ r – k, то отобра-
жение z → c, где c = v + w + u + h – γy – γx (y ∈ αG, поэтому элемент γy опреде-
лен), продолжается до мономорфизма 〈z0〉 → 〈c0〉, где pr – kc0 = c. Поскольку
o(b) = o(u), то каждая из подгрупп γK, γαG, γ〈z0〉, γZ′, γαF не пересекается с суммой
других. Откуда следует, что γ – мономорфизм; он является искомым.

Пусть, наконец, h(x) < r – k и h(x) = s > 0. Так как h(v) ≥ h(x), то существует го-
моморфизм K → V, переводящий элемент x в v. Выберем элемент u′ ∈ 〈u0〉 со
свойством o(u′) = o(x) и положим γx = v + u′. Тогда ограничение γ на K является
мономорфизмом K → V ⊕ 〈u0〉. Поскольку h(u′) > h(u) (и, значит, o(u′) < o(u)), то
отображение z ↦ w + u + h – γy – u′ продолжается до мономорфизма 〈z0〉 → A.
Здесь также o(b) = o(u). Продолжая действие γ на Z′ как произвольный мономор-
физм Z′ → U ′, получаем искомый мономорфизм γ.

Для доказательства теоремы 6 потребуются следующие свойства:
Если группа обладает свойством левой инвариантности мономорфизмов, то ка-

ждое ее вполне инвариантное прямое слагаемое также обладает этим свойством.
Если группа обладает свойством правой инвариантности мономорфизмов, то

каждое ее прямое слагаемое также обладает этим свойством.
Действительно, пусть A = B ⊕ C и α, β – мономорфизмы группы B. Продолжим

их до мономорфизмов ,α β  группы A, полагая | 1CCα = , | 1CCβ = . Тогда если
αβ = βγ , то из задания ,α β  следует, что γ | B – мономорфизм группы B и
αβ = β(γ | B).

Теорема 6. Пусть A = T ⊕ R – редуцированная расщепляющаяся группа, где
T – периодическая ее часть, а R – часть без кручения. Тогда:

1) группа A обладает свойством левой инвариантности мономорфизмов то-
гда и только тогда, когда соответствующим свойством обладают группы T и R,
причем подгруппа R вполне инвариантна в A;
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2) если T – конечная группа, то группа A обладает свойством правой инвари-
антности мономорфизмов тогда и только тогда, когда соответствующим
свойством обладает группа R.

Доказательство. Ввиду отмеченных перед теоремой двух свойств для доказа-
тельств необходимости осталось показать вполне инвариантность подгруппы R в
случае левой инвариантности. Пусть fx ≠ 0 для некоторого x ∈ R, где
f ∈ Hom(R,T). В силу редуцированности fx ∉ nT для некоторого n. Зададим моно-
морфизмы α, β группы A следующим образом: α | T = 1T, α | R = n · 1R, β | T – про-
извольный мономорфизм группы T, а βy = fy + y для каждого y ∈ R. Имеем
αβ(x) = α(fx + x) = fx + nx. Допустим, что αβ(x) = γα(x). Тогда если π: A → T – про-
екция, то πγα(x) = nγ(x) = fx. Полученное противоречие показывает, что
Hom(R,T) = 0, т.е. pR = R для каждого простого p с условием Tp ≠ 0.

Доказательство достаточности требуется для правой инвариантности. Ввиду
вполне инвариантности подгруппы T эндоморфизмы f,g группы A можно предста-

вить в виде матриц 
0

f α β⎛ ⎞= ⎜ ⎟γ⎝ ⎠
, 

0
g δ ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟ζ⎝ ⎠

, где α, δ ∈ E(T), β, ε ∈ Hom(R,T), а

γ, ζ ∈ E(R). Имеем αδ = δη, γζ = ζλ для некоторых мономорфизмов η ∈ E(T) и
λ ∈ E(R). Мономорфизм δ является автоморфизмом группы T. Поэтому определен
гомоморфизм

μ = δ – 1(αε + βζ – ελ) ∈ Hom(R,T).

Если теперь 
0

h η μ⎛ ⎞= ⎜ ⎟λ⎝ ⎠
, то fg = gh.

В следующем результате через Z обозначается аддитивная группа целых чи-
сел.

Следствие 7. Пусть A – прямая сумма циклических групп. Группа A обладает
свойством:

1) левой инвариантности мономорфизмов тогда и только тогда, когда, либо
A – периодическая группа, каждая p-компонента которой конечна или имеет вид
(∗) из теоремы 5, либо A ≅ Z;

2) правой инвариантности мономорфизмов тогда и только тогда, когда
A = B ⊕ R, где B – периодическая группа, каждая p-компонента которой являет-
ся конечной, а R = 0 или R ≅ Z.

В [26] некоторые понятия и результаты теории абелевых групп перенесены на
близкие классы алгебр, а в [27] рассматривались вопросы продолжения автомор-
физмов подмодулей.
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М.В. Василевский, В.И. Романдин, Е.Г. Зыков,
В.А. Полюшко, А.С. Разва

ХАРАКТЕРИСТИКА ПОТОКА С ДИСПЕРСНОЙ ФАЗОЙ
В ВИХРЕВОЙ КАМЕРЕ1

Рассмотрены вопросы структурирования дисперсной фазы в вихревых аппа-
ратах применительно к процессам сепарации частиц. Даны оценки парамет-
ров движения дисперсной среды вблизи ограничивающей поток криволи-
нейной поверхности в зависимости от крупности частиц и их концентрации
во входном потоке. Представлены расчетные соотношения для вращатель-
ной компоненты газовой фазы. Проведен анализ факторов, влияющих на
сепарационные характеристики аппарата для извлечения примеси из грану-
лированных полимерных материалов с устойчивым процессом сепарации
при транспортных концентрациях частиц.

Ключевые слова: вихревая камера, дисперсная фаза, перепад давлений,
жгут, пыль, гранулированный материал, поток момента импульса.

Вихревые камеры с твердыми частицами нашли широкое применение в раз-
личных областях техники и технологий для интенсификации физико-химических
процессов. Основным параметром, определяющим интенсивность тепломассооб-
менных процессов и сепарационных эффектов в вихревой камере является уро-
вень вращательной компоненты скорости газа и скорости частиц. Вращательная
компонента определяется из соотношения

2 R dp
V

dRρ
= ,

где ρ – плотность газа, R – текущий радиус, V – окружная скорость газа. Одним из
параметров, определяющих крутку потока, является интенсивность вращательно-
го движения

( ) ( ) ( )
1

2
0 2

0
0 /p p R p V r dr∆ = − = ρ∫ ,

где⎯r=R/R2, R2 – радиус камеры [1].
При введении дисперсного материала в камеру уровень окружных скоростей и

перепад статического давления уменьшаются. В [2] приведены результаты иссле-
дования влияния стационарного вращающегося слоя частиц песка на аэродинами-
ку осесимметричной вихревой камеры с гиперболическими торцевыми крышка-
ми. В [3] исследовалось время пребывания сыпучего материала в аппарате ци-
клонного типа. Время пребывания частиц материала в аппарате складывается из
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ – проект №11-08-00059а.
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времени сепарации и времени их движения по стенке камеры аппарата или в при-
стенной области до выхода из него. Как показали экспериментальные данные,
время движения сыпучего материала в пристеночной области в десятки и сотни
раз больше времени сепарации [3]. В [4] показано, что критическая концентрация
частиц во входящем в циклон потоке, при которой происходит образование жгута,
определяется выражением

кр
0,33 0,612,7 Re Fr−μ = ,

где Re = VвхDвх/ν – критерий Рейнольса, Fr = υ2/gRср – критерий Фруда, Dвх – экви-
валентный диаметр входа, Rср – средний радиус циклона, υ – скорость материала в
циклоне вблизи стенки. При μ > μкр преобладает трение скольжения, при μ < μкр
преобладает трение качения.

В [5] полагается, что механизм образования жгутов связан с особенностями
течения неоднородных по плотности смесей вблизи вогнутой криволинейной
стенки. Здесь течение ламинаризируется, усиливается интенсивность вихрей Тей-
лора – Гёртлера, а устойчивость распределения по плотности определяется чис-
лом Ричардсона. В работе приведены данные по визуальным наблюдениям за
движением жгутов, определены окружные скорости газа в разных сечениях, при-
ведены расчеты потерь момента импульса потока. Оказалось, что величины цир-
куляций газовой фазы по высоте циклона различаются во много раз, особенно это
относится к пылевыводному отверстию конической части циклона.

В [6] представлены сведения и исследования в области двухфазного погранич-
ного слоя. В отличие от классических представлений о структуре погранслоя, ме-
ханизме генерирования турбулентности, распределения пульсационных характе-
ристик, пограничный слой не делится на области вязкого подслоя и область раз-
витой турбулентности, а определяется по времени периодами медленного вязкого
развития и быстрого невязкого разрушения. При этом зависимость между часто-
той разрушения и динамической скоростью определяется соотношением

2/ 0,056∗ων υ =  и, кроме того, выделяются первичная турбулентность, связанная с
выбросами, и вторичная – за счет неустойчивости и распада струй. Такие процес-
сы обуславливают возникновение вторичных течений. Присутствие частиц при-
водит к перераспределению касательных напряжений, а переток молей газа в по-
перечном направлении обусловлен градиентом касательных напряжений в этом
же направлении [7]. Это приводит к тому, что в местах с большими касательными
напряжениями продольные скорости уменьшаются, а касательные напряжения
выравниваются. По данным исследований характера формирования отложений
частиц из суспензий в гидравлических лотках, на дне образуются структуры с не-
равномерным слоем частиц в поперечном направлении [7].

Процессы течения двухфазной среды в циклонном аппарате сложны и до сих
пор нет физически обоснованной модели превращения дисперсной среды из аэро-
зольного состояния в насыпное в пылеприемнике. При отсутствии образования
отложений пыли в области пылевыводного отверстия противоточного коническо-
го циклона концентрация частиц пыли увеличивается в сотни раз, вследствие чего
возникают торможения потока из-за повышенного значения касательного напря-
жения на стенке.

В [8] приведены данные распределения давлений на двухфазном потоке с ма-
лой концентрацией частиц в вихревой камере, по которым можно рассчитать рас-
пределение окружных скоростей воздуха.
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Для определения времени прохода материала через циклон и сопоставления
его со временем пребывания газа были проведены измерения скорости воздуха на
входе в аппарат при отводе всего воздуха через пылевыводное отверстие и расход
сыпучего материала. Проводилось мгновенное отсоединение циклона от коллек-
тора разрежения, определялось количество пыли, выпавшей в циклоне. Визуально
было видно (рис. 1), что пыль в конусе движется в виде полосовых жгутов.

Рис. 1. Конфигурация дисперсной фазы в конусе циклона

Количество витков, их длина определялись визуально, а также рассчитыва-
лись. Скорость воздуха в витках бралась с учетом ускорения потока в конусе и
усреднялась по длине витка. Время прохода воздуха через конус циклона опреде-
лялось как объем конуса, деленный на расход, а также как длина витка, деленная
на скорость жгута. Рассчитывалось время пребывания материала как масса, вы-
павшая в циклоне при отсечке потока, деленная на весовой расход. Опыты прово-
дились на порошке М40 (корунд). Расход материала составлял 1,1 г/с, расход воз-
духа 9–17 г/с, скорость воздуха во входном сечении 7–13 м/с. Отношение времени
прохождения материала ко времени прохода воздуха в зависимости от концентра-
ции и скорости воздуха находилось в диапазоне 2 ÷30 [9].

Для того чтобы определить параметры сгусткообразований (распределение
пыли М40 в окружном направлении) в противоточном циклоне, с помощью пово-
ротной секции были отобраны пробы воздуха с различной концентрацией частиц
(или количеством отведенной пыли по отношению к количеству введенной пыли)
по окружности циклона на фиксированной высоте равной 1,5 диаметра от ввода.
Оказалось, что распределение концентраций по окружности неравномерно (име-
ются всплеск и провалы концентраций) (рис. 2).

Относительный выход цементной пыли представлен на рис.3.
Введем коэффициент неравномерности распределения частиц в окружном на-

правлении Kн = qmax/qmin. При концентрации пыли 2–4 г/м3 Kн монофракционной
пыли ≈ 3, при концентрации этой же пыли 70–95 г/м3 во входном потоке Kн ≈ 5.
Для полифракционной пыли с концентрацией 11–19 г/м3 Kн ≈ 7. При концентра-
циях пыли более 200 г/м3 неравномерность распределения частиц по окружности
проявляется в виде жгутов, которые движутся с малой скоростью в окружном
направлении и обнаруживаются визуально. Расчетная модель концентрирования
частиц в противоточном цилиндрическом циклонном аппарате представлена
в [10].
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Рис. 2. Относительное количество монофракционной пыли, выводимое с периферии
цилиндрической части циклона 15 %-м количеством воздуха в зависимости от
угловой координаты (направление отсчета по направлению вращения потока, нача-
ло отсчета – сопряжение ввода с цилиндром камеры): ♦ – концентрация 2–4 г/м3,
■ – концентрация 70–95 г/м3
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Рис. 3. Относительное количество полифракционной пыли, выводимое с периферии
цилиндрической части циклона 15%-м количеством воздуха в зависимости от угло-
вой координаты (направление отсчета по направлению вращения потока, начало от-
счета – сопряжение ввода с цилиндром камеры): ♦ – концентрация 11–19 г/м3

Образование жгутов играет положительную роль в процессах обеспыливания
газов [11], но препятствует проведению процессов классификации [12], распреде-
лению пыли с сушильным агентом из вихревого концентратора по горелкам [13].

Рассмотрим движение гранулированных материалов в вихревой камере с це-
лью оценки возможности проведения классификационных процессов по излече-
нию примеси из материала.

Частицы гранулированных и зерновых материалов в вихревой камере стремят-
ся распределиться равномерно в окружном направлении. Визуальные наблюдения
за распределением частиц показали, что при транспортных концентрациях (более
2000 г/м3) гранулы имеют малые окружные скорости и их траектории отклоняют-
ся от вертикального направления на 25–35° [14].

В [14] приведены результаты исследования аппаратов для очистки гранулиро-
ванных материалов от пыли, волокон, стружки. На рис. 4 представлена схема ап-
парата вихревого типа.

Транспортируемый материал с примесью через патрубок 1 улиточного ввода
поступает в корпус 2, гранулы за счет сил инерции концентрируются на перифе-
рии и проходят в щель между корпусом и диском 3. Примесь в виде стружки пы-
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ли волокон, сгустковых переплетений попадает в область интенсивных радиаль-
ных токов на поверхности с радиусом патрубка для вывода примеси 4 и выносит-
ся из аппарата. Интенсивность радиальных токов за счет формирования вынуж-
денного вихря у поверхности отражательного диска наибольшая. Газ распростра-
няется в области между поверхностями наружного цилиндра и цилиндра с радиу-
сом Rя и вытекает через поверхность с радиусом Rя во внутреннюю область. При
этом момент крутки газа уменьшается от взаимодействия газа и частиц с наруж-
ной криволинейной поверхностью. Поверхность радиуса Rя разграничивает об-
ласти струйного течения в пристенной зоне и квазипотенциального течения (ядро
течения). На этой поверхности аксиальные скорости газа равны нулю [15].

1
4

23

Воздух 
с примесью

Пневмотранспорт

Гранулы

HRя
R2

Рис. 4. Схема переноса момента количества движения
в радиальном направлении

Окружная скорость гранул на порядок меньше окружной скорости воздуха,
поэтому сила тяжести, действующая на слой гранул, оказывается больше центро-
бежной, прижимающей гранулы к поверхности. Силы, действующие на элемент

слоя, представлены на рис. 5. На элемент слоя
действует сила тяжести δFg, увлекающая сила по-
тока в окружном направлении δFs и δRfr – сила
трения гранул об ограждающую поток криволи-
нейную поверхность. Слой образуется за счет се-
парации частиц к ограждающей поверхности. Час-
тицы имеют форму коротких цилиндров. Коэффи-
циент взаимодействия слоя с поверхностью анало-
гичен коэффициенту кулоновского трения, однако
механизм взаимодействия частиц слоя с поверхно-
стью отличается от сухого трения: гранулы рико-
шетируют, вращаются, сталкиваются между со-
бой. В системах трубопроводного транспорта по-
лимерных гранулированных материалов взвесью
при взаимодействии гранул с поверхностью обра-
зуются пыль, стружка, ленты, что свидетельствует
о сильных адгезионных связях при контактах. Чем
больше коэффициент внешнего трения, тем боль-
ше адгезионное взаимодействие.

Рис. 5. Схема сил, действующих
на элемент слоя
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Газ обтекает слой из гранул в окружном направлении со скоростью, равной
разнице скоростей потока и слоя гранул. Увлекающая сила потока определяется
силой трения потока о поверхность слоя гранул

2
t

2
* k

kk

ku
f

uu

υ⎛ ⎞τ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ν⎝ ⎠ρ ⎝ ⎠
,

где k – величина обтекаемых бугорков, uk – скорость обтекания бугорков, υ∗  –
динамическая скорость трения газа о бугорки [16].

Обозначим: Ω – масса материала в слое, ut – окружная скорость слоя, uz – вер-
тикальная скорость слоя, V∆ – окружная скорость воздуха у поверхности слоя гра-
нул, [(π/2)–α] – угол отклонения от вертикали вектора скорости частиц. Увлекаю-
щая материал сила потока в окружном направлении равна [16]

Fsг = Sτt = ρS[υ*Ф(kυ*/ν)]2 = Sρ(V∆–ut)2/8,5,

где S = 2πR2H. Сила трения материала о поверхность Fsт = (Ω 2
tu /R2)φs, Сила тяже-

сти равна Fgт = gΩ, Ω = S·∆·ρδ(1–ε) = GмH/uz, где ∆– толщина слоя, ρδ – плотность
гранулы, ε – порозность слоя, φs – коэффициент взаимодействия слоя гранул с по-
верхностью, Gм = ρQγ – подача материала, ρ – плотность воздуха, Q – расход воз-
духа, γ – массовая расходная концентрация гранул в потоке на входе в аппарат.
Запишем очевидные соотношения

uz = uttgα,  Fsт = Fgт ctg α,  Fsт = Ωg ctg α,

2
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Введем безразмерные параметры по соотношениям: 2
вх вх 2F F R= π  – входное

сечение ввода потока в камеру, вхV V V∆ ∆= , 2H HR= , t t вхu u V= .
Запишем баланс потоков моментов импульса в радиальном направлении для

транспортного потока в центробежном концентраторе (концентрация примеси на
два-три порядка меньше концентрации гранул и ее не учитываем).

 Мвх = Мт + Мг +  Мя, (1)

где Mвх = GмuвхR2 + ρQVвхR2 = ( )2 вх вх 1R QV uρ γ +  – поток момента количества
движения входного потока; Мт = FsR2 = GмH ctg α φsut = γ 2 вх s tctgQR V H uρ αϕ  –

момент сил трения твердого компонента; Mг = τtSR2 = ( )22
2 вх / 8,5tR S V V u∆ρ − =

( )2
2 вх t вх2 8,5HR QV V u F∆= ρ −  – момент сил трения воздуха о поверхность дви-

жущегося слоя гранул uвх, Vвх – скорости входа частиц и воздуха; Vя, Vr – окружная

и радиальная скорости воздуха на радиусе ядра Rя, 
вх

V
V

V
∆

∆ = . 2
я я я

0
2

H

rM R V V dz= ρ π∫

– поток момента количества движения через поверхность 2πRяH, z – осевая коор-
дината. Положим, что VяRя ≈ V∆R2 – изменение окружной и радиальной компонент

скорости по высоте малое, я я я
0

2
H

rR V V dz QVπ ≈∫ , Мя ≈ 2QR V∆ρ ; Величина Мвх зави-

сит от значения скорости гранул во входном сечении.
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 В [17] приведены результаты теоретических и экспериментальных исследова-
ний пневмотранспорта крупнозернистых материалов в горизонтальных трубах.
Транспортировка частиц осуществляется за счет ударных их взаимодействий с
ограничивающими поток поверхностями вовлечением во вращательное движение
с возникновением подъемных сил. Отношение осевой скорости гранул к скорости
потока воздуха уменьшается с уменьшением числа Frт и увеличением массовой

концентрации материала γ. 
2
т

т
т

Fr V
D g

=  – параметр Фруда для подводящей трубы,

где Vт – скорость потока в подводящей трубе, Dт – диаметр подводящей трубы.
При γ = 5 отношение uвх/Vвх находится в интервале 0,07 – 0,12 при значениях

тFr 27 40= − .
Подставляя приведенные соотношения в уравнения балансов моментов сил,

действующих на слой, (1) и проводя необходимые сокращения, получим

( )2
t

вх t s
вх

1 ctg 2
8,5

V u Hu V H u
F

∆
∆

−
γ + = + γ α ϕ + . (2)

Расчетное уравнение имеет вид

t
1 4 1

2
abV u
a∆

+ −
= + , (3)

где ( )вх s t t
вх

2 ;    ctg 1
8,5

Ha b u H u u
F

= = γ − α ϕ − + .

Простой эксперимент позволяет получить представление о коэффициенте
взаимодействия φs (рис. 6). Гранулы подаются на наклонный лоток шириной Нл в
таком количестве, чтобы на горизонтальной подложке сформировался монослой

Рис. 6. Взаимодействие частиц с поверхностью

частиц с толщиной этого слоя, равной эквивалентному размеру частицы с диамет-
ром δ. Входной импульс потока равен GмV, первые частицы, взаимодействуя со
стенками канала, останавливаются, последующие частицы взаимодействуют со
стенками и с неподвижными частицами, которые удерживаются силами трения.
Изменение импульса потока частиц обуславливается силой трения в результате
формирования слоя частиц:

–GмdV – dΩмgφs = 0; GмV = Ωмgφs;
V = [Gм/ (1–ε)ρδ]/δH,   dΩм = (1–ε)ρδHлδdl,  (1–ε) = Ωм/ρδHлδl,   Ωм/t = Gм.
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Используя приведенные соотношения, получим из первого уравнения φs = l/gt2.
Первые оценки показывают, что для гранулированного полиэтилена значения φs
находятся в диапазоне 0,05–0,15. Коэффициент внешнего трения для гранулиро-
ванного полиэтилена по алюминию находится в диапазоне 0,28–0,36 [18].

Пусть R2 = 0,5 м; φs = 0,2; α = 60°, ctg α = 0,577; Vвх = 20 м/с; uвх = 2 м/с;
вх 0,15;F =  1,5H = ; γ = 5. Получим Frк = 82; ut = 3,78 м/с; t 0,189u = . Из уравне-

ния (3) получим 0,71V∆ = . Крутка потока оказывается достаточной для отвеива-
ния примеси.

Расчеты и эксперименты показывают, что основными параметрами, опреде-
ляющими процесс отвеивания примеси из гранул, являются величины γ, вх,  H F
[14]. На рис. 7 представлен первый вариант аппарата для извлечения примеси –
центробежный разделитель [14]. На рис. 8 сплошными линиями представлена
эффективность отвеивания примеси ηс, пунктиром обозначен процент уноса гра-
нул (1–ηг)100 % в зависимости от производительности аппарата и концентрации
гранул. Было установлено влияния электризации гранул на эффективность отвеи-
вания примеси и уноса гранул.
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∅ 140
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Рис. 7. Центробежный разделитель: 1 – корпус, 2 – пневмотранспортный
ввод гранулята, 3 – направляющая пластина, 4 – диск формирования
вынужденного вихря, 5 – регулирующая шторка, 6 – патрубок вывода
воздуха с примесью
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Рис. 8. Эффективность отвеивания и вынос гранулята
в зависимости от производительности аппарата и кон-
центрации: × – диаметр отражательного диска 320 мм,
□ – 280 мм
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Были проведены исследования влияния различных факторов на эффективность
работы аппарата [18–20].

Менялись параметры γ, вх,  H F . Для промышленного аппарата был введен до-
полнительный фактор – поддув воздуха в зоне вывода гранул из сепарационного
пространства [18–20].

Выводы

Дисперсный материал в вихревой камере концентрируется у ограничивающей
поток криволинейной поверхности, образует структуры в зависимости от крупно-
сти частиц и их концентрации. При концентрациях пылевидных материалов менее
10 г/м3 распределение частиц по окружности при улиточном вводе в вихревую
камеру равномерно. При концентрациях частиц более 200 г/м3 происходит жгуто-
образование. Частицы зерновых и гранулированных материалов распределяются в
окружном направлении равномерно. При транспортных концентрациях крупно-
зернистых частиц крутка потока в вихревой камере значительно уменьшается, но
оказывается достаточной для проведения процесса извлечения примеси из мате-
риала.
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УДК 532.5:532.517.4

И.В. Ершов

УСТОЙЧИВОСТЬ ТЕЧЕНИЯ КУЭТТА КОЛЕБАТЕЛЬНО-
НЕРАВНОВЕСНОГО МОЛЕКУЛЯРНОГО ГАЗА.

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ ПОДХОД∗

В рамках энергетической теории гидродинамической устойчивости с помо-
щью метода коллокаций численно решена вариационная задача определения
критического числа Рейнольдса ламинарно-турбулентного перехода для те-
чения Куэтта колебательно-возбужденного молекулярного газа. Течение га-
за описывалось системой уравнений двухтемпературной аэродинамики, в
которых учитывалась зависимость коэффициентов переноса от температуры
потока. Показано, что в реальном для двухатомных газов диапазоне пара-
метров режима течения минимальные критические значения числа Рей-
нольдса достигаются на модах продольных возмущений и с ростом числа
Маха, объемной вязкости и времени колебательной релаксации увеличива-
ются в пределе приблизительно в два с половиной раза.

Ключевые слова: энергетическая теория, гидродинамическая устойчи-
вость, колебательная релаксация, уравнения двухтемпературной аэродина-
мики, критическое число Рейнольдса.

В работе [1] выведено уравнение энергетического баланса для плоскопарал-
лельных течений колебательно-возбужденного молекулярного газа. На основе
этого уравнения получено асимптотическое решение вариационной задачи опре-
деления критического числа Рейнольдса ламинарно-турбулентного перехода Rec в
течении Куэтта колебательно-возбужденного молекулярного газа. В пределе ма-
лых волновых чисел возмущений найдена зависимость главного члена асимпто-
тики от числа Маха M, коэффициента объемной вязкостей ηb, степени неравно-
весности колебательной энергии γvib и времени колебательной релаксации τVT в
виде

2
vib 1

c 1 2
1VT

20 γ Pr α 4 / 34 (γ 1) M PrRe ~ α 1 1 ,
3 2π 10 γ τ 33Pr α 4 / 3

⎡ ⎛ ⎞⎤+−
+ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟+ +⎣ ⎝ ⎠⎦

где α1 = ηb/η, η – коэффициент сдвиговой вязкости, Pr – число Прандтля, γ – пока-
затель адиабаты.

В данной работе вариационная задача, сформулированная в [1], решается чис-
ленно во всем диапазоне волновых чисел продольных и поперечных возмущений.
Течение Куэтта колебательно-возбужденного молекулярного газа описывается
системой уравнений двухтемпературной аэродинамики, в которых учитывается
зависимость коэффициентов переноса от температуры потока. В качестве темпе-
ратурной зависимости коэффициентов переноса выбран степенной закон T n с по-
казателем n ≤ 1. Выбранная зависимость соответствует условиям относительно
холодного несущего потока (мягким потенциалам межмолекулярного взаимодей-

                                                          
∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 11-01-00064).
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ствия [2–4]). Предполагается, что удельные теплоемкости не зависят от статиче-
ской и колебательной температур потока и постоянны. В соответствии с физи-
ческими представлениями [3, 4] модель двухтемпературной аэродинамики явля-
ется общепринятой физико-математической моделью течений колебательно-
возбужденного молекулярного газа, когда диссоциацией молекул, возбуждени-
ем верхних колебательных уровней и поправками на ангармонизм колебаний
можно пренебречь.

Основные уравнения и энергетический функционал

Задача устойчивости течения Куэтта колебательно-возбужденного молекуляр-
ного газа рассматривается в расчетной области Ω, представляющей собой прямо-
угольный параллелепипед, грани которого параллельны координатным плоско-
стям декартовой системы (x1, x2, x3), а центр совпадает с началом координат. Не-
проницаемые бесконечные пластины, вдоль которых направлено основное тече-
ние, перпендикулярны оси x2.

В качестве характерных величин для обезразмеривания использованы полу-
ширина канала L по оси x2, модуль скорости потока U0 на непроницаемых стенках
канала, постоянные плотность ρ0 и температура T0 основного течения и образо-
ванные из них время ρ0 = L/U0 и давление p0 = ρ0U0

2. Коэффициенты переноса
обезразмеривались на их значения при температуре T0: сдвиговая и объемная вяз-
кости на η0 и ηb,0, а коэффициенты теплопроводности, обусловленные упругими
энергообменами между поступательными степенями свободы молекул и неупру-
гими обменами энергией вращательных и колебательных степеней свободы моле-
кул с поступательными модами молекул, соответственно на λtr,0, λrot,0, λvib,0. В без-
размерных переменных система уравнений двухтемпературной аэродинамики
с учетом зависимости коэффициентов переноса от температуры потока записыва-
ется в виде

ρρ = 0,i

i

u
t x

∂∂
+

∂ ∂

1
1 1 1ρ = η( ) α η( ) ,

Re Re 3
ji i i

j
j i j j i j

uu u upu T T
t x x x x x x

∂⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ − + + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

vib vib

VT vib

γ ρ ( )γρ (γ 1)ρ η( ) ,
Re Pr τ (1 γ )

i
i

i i i

u T TT T Tu T T
t x x x

∂ −⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂
+ + − = +⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ −⎝ ⎠ ⎣ ⎦

(1)

vib vib vib vib vib vib2

vib VT vib

γ ρ γ ρ ( )γα
η( ) ,

(1 γ ) Re Pr τ (1 γ )i
i i

T T T T T
u T

t x x
∂ ∂ ∂ −⎛ ⎞ ⎡ ⎤

+ = −⎜ ⎟ ⎢ ⎥− ∂ ∂ ∂ −⎝ ⎠ ⎣ ⎦
2γM ρ , η( ) , 1, 2,3, 1, 2,3,np T T T i j= = = =

где ρ, ui, p, T, Tvib, τVT – плотность, компоненты вектора скорости, давление, ста-
тическая и колебательные температуры газа и время колебательной релаксации
соответственно, а по повторяющимся индексам подразумевается суммирование.
В уравнении энергии системы (1) опущена группа нелинейных слагаемых, со-
ставляющих диссипативную функцию. Такое приближение является распростра-
ненным в задачах устойчивости сжимаемых течений [5].
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Параметры, входящие в уравнения системы (1), определяются следующим
образом: 1 b,0 0α η / η=  – отношение объемной и сдвиговой вязкостей;

2 vib,0 tr,0 rot,0α λ /(λ λ )= + ; параметр vib vib tr rot vibγ /( )c c c c= + +  определяет долю
внутренней энергии газа, приходящуюся на колебательные моды молекул, и в ка-
ком-то смысле характеризует степень неравновесности последних [6–8]; безраз-
мерные критерии 0 0 0Re ρ /ηU L= , 0 0M / γU RT=  и 0 tr rot tr,0 rot,0Pr η ( )/(λ λ )c c= + +

есть соответственно числа Рейнольдса, Маха и Прандтля несущего потока, где
tr rot tr rotγ ( ) /( )c c R c c= + + +  – показатель адиабаты, R – газовая постоянная и trc ,

rotc , vibc  – соответственно удельные теплоемкости при постоянном объеме, опре-
деляющие энергоемкость поступательных, вращательных и колебательной мод
молекул газа.

Система (1) описывает распространенную в аэродинамике ситуацию, когда ха-
рактерные времена микроскопических процессов энергообмена между различны-
ми степенями свободы молекул газа оцениваются системой неравенств [3, 4]:
τTT ~ τRT << τVV << τVT ~ τ0. Причем в этом случае поступательные и вращатель-
ные степени свободы молекул с малыми соизмеримыми временами релаксации
τTT ~ τRT на временах порядка характерного времени течения τ0 образуют квази-
равновесный термостат с температурой потока T. В подсистеме же колебательных
уровней энергии по истечению времени τVT устанавливается квазиравновесное
распределение с колебательной температурой Tvib. Обмен энергией между колеба-
тельной модой и квазиравновесными степенями свободы молекул газа описывает-
ся релаксационным уравнением Ландау – Теллера с характерным временем τVT.
Такое представление позволяет уменьшить число независимых параметров в сис-
теме (1) следующим образом.

Используя соотношения Эйкена [2–4], связывающие парциальные коэффици-
енты теплопроводности с коэффициентом сдвиговой вязкости, запишем параметр
α2 в виде

2 vib,0 rot,0 v tr rot tr rottr,0α λ (λ λ ) 12γ ( ) (25 12 ).c c c c= + = + +

Так как поступательные и вращательные степени свободы молекул находятся в
состоянии квазиравновесия, для их внутренней энергии справедливо равнораспре-
деление по степеням свободы. Отсюда значения соответствующих теплоемкостей
выражаются как ctr =3R/2, crot = R. В результате имеем, что 2 vib vibα 20γ [33(1 γ )]= − .

Нижний предел γvib=0 соответствует случаю невозбуждения колебательной
моды молекул. С другой стороны, равнораспределение энергии по степеням сво-
боды молекул не является здесь верхним пределом для параметра γvib, поскольку
закон равнораспределения энергии неприменим в неравновесной ситуации, опи-
сываемой системой уравнений (1), когда разрыв между статической температурой
потока T и колебательной температурой Tvib может быть достаточно велик. В мо-
нографии [4] показано, что при T = 300 K неравновесная теплоемкость cvib≈1,8R.
Используя равнораспределение энергии в состоянии термодинамического квази-
равновесия по поступательным и вращательным модам молекул, получаем, что
параметр γvib ≈ 0,42. С ростом разрыва между температурами Tvib и T значение γvib
увеличивается, приближаясь в пределе к единице, когда энергия колебательной
моды молекул существенно превышает температуру квазиравновесного термоста-
та, определяемого поступательными и вращательными степенями свободы моле-
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кул. В расчетах максимальное значение параметра γvib было выбрано γvib = 0,4 для
того, чтобы остаться в рамках используемой модели, избежав возбуждения высо-
ких колебательных уровней энергии.

В качестве основного (несущего) потока выбрано плоское течение Куэтта с
линейным профилем скорости и однородным распределением плотности и темпе-
ратур:

2
2 2 vib,( ) ( ,0,0), ρ 1, 1/(γM ).S S S S Sx x T T p= = = = =U (2)

Представляя мгновенные значения гидродинамических переменных в виде
2

, vib vib, ρ 1 ρ , 1 , 1 , 1/(γM ) ,i S i iu U u T T T T p p′ ′ ′ ′ ′= + = + = + = + = +

получим систему уравнений для возмущений ρ′, u′i , T ′, T ′vib, основного течения с
точностью до членов первого порядка малости по возмущениям

,
ρ ρ 0,i

S i
i i

u
U

t x x
′′ ′ ∂∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

22
,

, 12

, ,

1 1 1α
Re Re 3

,
Re

S i ji i i
S j j

j j i i jj

S i S j

j j i

U uu u upU u
t x x x x xx

U Un T
x x x

′∂ ∂′ ′ ′′∂ ∂ ∂∂ ⎛ ⎞′+ + = − + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂

∂ ∂⎡ ⎛ ⎞⎤∂ ′+ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦

(3)

( ) ( )2
vib vib

, 2
VT vib

γ1γ 1 ,
Re Pr τ (1 γ )

i
S j

j i j

T TuT T TU
t x x x

′ ′′′ ′ ′ −∂∂ ∂ ∂
+ + − = +

∂ ∂ ∂ −∂

( )2
vib vibvib vib vib vib vib

, 2
vib vib VT vib

γγ  20 γ γ
,

(1 γ ) 33Re Pr (1 γ ) τ (1 γ )S j
j j

T TT T T
U

t x x

⎛ ⎞ ′ ′′ ′ ′ −∂ ∂ ∂
+ = −⎜ ⎟⎜ ⎟− ∂ ∂ − −∂⎝ ⎠

2γM ρ , 1, 2,3, 1, 2,3.p T i j′ ′ ′= + = =

Предполагается, что при x1=±π /α и x1=±π /δ возмущения гидродинамических
переменных удовлетворяют периодическим граничным условиям, а на непрони-
цаемых границах x2=±1 принимают нулевые значения. Здесь α, δ – модули проек-
ций волнового вектора возмущения k на оси координат (x1, x3).

Полная энергия возмущений в сжимаемом колебательно-неравновесном моле-
кулярном газе помимо кинетической составляющей должна учитывать энергию
внутренних степеней свободы молекул газа и степень сжимаемости течения.
В работах [1, 8] для задачи (3) рассматривался положительно определенный для
любых возмущений функционал полной пульсационной энергия возмущений

2 2
2

2
2 vib vib

vib

γ1 1 1( ) ρ ,
2 γ 1 1 γγMi

T
E t u TΣ

⎡ ⎛ ⎞⎤′
⎜ ⎟⎢ ⎥′ ′ ′= + + +
⎜ ⎟⎢ ⎥− −

⎣ ⎝ ⎠⎦
где угловые скобки обозначают усреднение по пространству расчетной области Ω
в виде

π/α π/δ 1

1 2 3
π/α π/δ 1

( ).dx dx dx
− − −

< > = ∫ ∫ ∫… …
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Для данного функционала уравнение энергетического баланса записывается в
форме

( ), 2vib
vib2

vib VT
2 2

, ,
1

2
vib vib

2
vib

γ
γ (γ 1) (1 γ ) τ M

1 1α
Re 3

20 γ1
33(1-γ )(γ 1) Re Pr M

S i
i j

j

j S i S ji i

j j j j i

i i

UdE
u u T T

dt x

u U Uu u
nT

x x x x x

TT
x x

Σ ∂
′ ′ ′ ′≡ Φ = − − − −

∂ − −

′∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′∂ ∂⎛ ⎞ ′− + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′′ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

.

(4)

Из уравнения (4) следует, что для фиксированных значений параметров M, α1,
τVT и γ vib уменьшение числа Рейнольдса, начиная с некоторого критического зна-
чения Rec, сделает правую часть уравнения (4) отрицательной. При этом dEΣ/dt < 0
и любые возмущения будут затухать. Критическое число Рейнольдса Rec соответ-
ствует нейтральным возмущениям, когда dEΣ/dt = 0, и вычисляется как минимум
функционала Φ в правой части энергетического уравнения (4).

Спектральная задача и ее качественные свойства

Из условия экстремума функционала Φ (4) на множестве допустимых функций
следуют уравнения Эйлера – Лагранжа, определяющие обобщенную дифферен-
циальную задачу на собственные значения со спектральным параметром Re.
С учетом профилей гидродинамических величин основного потока (2) эти урав-
нения принимают вид

1 1 2
1 2

1 Reα ,
3 2 2

D n Tu u
x x

′∂ ∂⎛ ⎞′ ′∆ + + + =⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
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D n Tu u
x x

′∂ ∂⎛ ⎞′ ′∆ + + + =⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
   3 1

3

1α 0,
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20ε γ
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u u

T T T
x x

′ ′∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′∆ − + = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 vib 2 vibε Re ( ),T T T′ ′ ′∆ = − (5)

1 2 2
2 2 2

1 2 31 2 3

, ,
u u u

D
x x xx x x
′ ′ ′∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

∆ = + + = + +
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

где параметры ε1, ε2 и γ v записываются следующим образом:

2 vib
1 2 v

VT vib

γ1 33Prε (γ 1) M Pr , ε , γ .
2 20 γ τ 1 γ

n= − = =
−

Граничные условия, которым удовлетворяют амплитудные функции u′i , T' и
T'vib в уравнениях системы (5), аналогичны условиям, поставленным для системы
уравнений (3).

После подстановки в уравнения (5) вектора возмущений

1 2 3 2 1 3( , , ) ( ) exp[ (α δ )]x x x x i x x′ = − +q q

(где 1 2 3 vib( , , , , )u u u T T′ ′ ′ ′ ′ ′=q , 2 v( ) ( , , ,θ,θ )x u v w=q , а i – мнимая единица) спектраль-
ная задача сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений для
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амплитуд пульсаций u, v, w, θ и θv:

2 2
1 1 1

1 1 1 Reα α δ α α αδ α θ ,
3 3 3 2 2

n vu u i v w⎡ ⎛ ⎞ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′ ′− + + + + − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
1 1 1

4 1 1 α Reα (α δ ) α α δ α θ ,
3 3 3 2 2

i n uv v i u i w⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′ ′+ − + + + + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(6)

2 2
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1 1 1α δ α αδ α δ α 0,
3 3 3
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2 2 2 v
1 v

20ε γ
θ (α δ )θ ε ( α ) Re(θ θ ),

33
v i u′′ ′− + − − = −   2 2

v v 2 vθ (α δ )θ ε Re(θ θ)′′ − + = − ;

2 2 2 2 2v1 1 1 1 1θ θ 0,x x x x xu v w=± =± =± =± =±= = = = = (7)

где штрихи у неизвестных функций обозначают производные соответствующего
порядка по переменной x2.

Спектральная задача (6), (7) имеет следующие свойства.
1. Спектр собственных значений Re задачи (6), (7) вещественен. Это свойство

следует из энергетического тождества для системы (6), (7), которое получается
умножением уравнений (6) на комплексно-сопряженные функции u*, v*, w*, θ*, θv

*,
суммированием их и интегрированием по интервалу x2 ∈ [−1, 1]. С учетом одно-
родных граничных условий (7) имеет место следующее выражение:
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(8)

где индексы r и i обозначают вещественную и мнимую части соответствующих
комплекснозначных функций.

Вещественность спектрального параметра Re определяется вещественностью
всех слагаемых равенства (8). Вместе с тем квадратичная форма, которую опреде-
ляет энергетическое тождество (8), не является положительно определенной. Это
означает, что собственные значения могут быть также отрицательными, поэтому в
расчетах следует искать минимальное по модулю собственное значение min |Re|.

2. Спектр собственных значений Re(α, δ) задачи (6), (7) симметричен относи-
тельно осей α = 0, δ = 0 на плоскости волновых чисел (α, δ). Действительно, из
уравнений системы (6) следует, что каждому собственному значению Re(α, δ) с
собственными функциями u, v, w, θ, θv соответствует равное ему собственное зна-
чение Re(−α, −δ) с собственными функциями u*, v*, w*, θ*, θv

*. Также то же собст-
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венное значение Re(α, δ) соответствует паре волновых чисел (α, −δ) с набором
собственных функций u, v, −w, θ, θv и паре волновых чисел (−α, δ) с набором соб-
ственных функций u*, v*, −w*, θ*, θv

*.
В [1] показано, что если в качестве молекул несущего газа рассматриваются

«максвелловские» молекулы [2, 3], то для задачи (6), (7) в случае длинноволновых
продольных (α << 1, δ = 0) и поперечных (α = 0, δ << 1) возмущений имеют место
асимптотические оценки критических чисел Рейнольдса в виде

2 2
(α) vib 1
c 1 12

VT 1

20 γ Pr α 4 / 3π 4 (γ 1) M Pr 1Re α 1 1 πα α ,
2 3 32π 10 γ τ 33Pr α 4 / 3

⎡ ⎛ ⎞⎤+− ⎛ ⎞= + − − − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠+ +⎣ ⎝ ⎠⎦
2 2

(δ) vib 1
c 1 2

1VT

20 γ Pr α 4 / 3π 4 (γ 1) M PrRe α 1 1 .
2 3 2π 10 γ τ 33Pr α 4 / 3

⎡ ⎛ ⎞⎤+−
= + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟+ +⎣ ⎝ ⎠⎦

(9)

Численное решение спектральной задачи

Для произвольных значений волновых чисел α, δ спектральная задача (6), (7)
решалась численно в среде пакета Matlab. Использовался метод коллокаций, ос-
нованный на полиномиальной интерполяции собственных функций полиномами
Чебышева [9, 10]. В качестве узлов коллокации (интерполяции) выбирались точки
Гаусса – Лобатто x2,k = cos(πk/N), k = 0, 1, …, N, в которых полином Чебышева N-й
степени имеет экстремумы на отрезке x2 ∈ [−1, 1]. Дифференциальные операторы
первого порядка, входящие в спектральную задачу, аппроксимируются на данном
шаблоне матрицей коллокационных производных 1

ND  [9, 10] размером
(N+1)×(N+1), элементы которой определяются по формулам

{
2, 2,

2,
21 2,,

2

2
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При этом элементы ℓ-й строки матрицы 1
ND  являются коэффициентами разно-

стной аппроксимации первой производной в ℓ-м узле коллокации на шаблоне
{x2,k}, k = 0, 1, …, N. Дифференциальные операторы второго порядка аппроксими-
руются суперпозицией 2 1 1

N N ND D D= .
В терминах введенных аппроксимаций задача (6), (7) сводится к обобщенной

задаче на собственные значения (линейному матричному пучку) относительно
спектрального параметра λ = Re/2:

5 4

0
( λ ) 0, 0,1,2, ,5 4.

N

k j k j j
j

G F r k N
+

=
− = = +∑ … (10)

Вектор неизвестных r размером 5(N+1) в (10) состоит из значений собствен-
ных функций в узлах коллокации:
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2 0 1 0 1 0 1 0 1 v,0 v,1 v,( ) ( , , , , , , , , , , , ,θ ,θ , ,θ ,θ ,θ , ,θ ) ,N N N N Nx u u u v v v w w w=r … … … … …

а матрицы G, F размером 5(N+1)×5(N+1) вычисляются с использованием специ-
альной процедуры Matlab по формулам

2 1 , ,N N N NG A D B D C I F K I= ⊗ + ⊗ + ⊗ = ⊗

где знак ⊗ обозначает прямое (тензорное) произведение матриц [11]; IN – единич-
ная матрица размером (N+1)×(N+1); A, B, C – матрицы размером 5×5:

1

1 1 1

1

vib 2

vib

10 α α 0 01 0 0 0 0 3 2
4 1 10 α 0 0 0 α α 0 δ α 0 0
3 3 3

0 0 1 0 0 , ,10 δ α 0 0 00 0 0 1 0 3
20γ

0 0 0 0 (γ 1)M Pr 0 0 1 033(1 γ ) 2
0 0 0 0 0

ni

i i

A B
i

n

⎛ ⎛ ⎞ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+⎜ ⎟ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎛ ⎞⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Однородные граничные условия (7) для уравнения (10) учитываются неявно

через оператор 1
ND  и на дискретном уровне реализуются заменой матриц k

ND
(k = 1, 2) на окаймленные матрицы размером (N−1)×(N−1) [9, 10]. Последние по-
лучаются при выполнении условий

0, , ,0 ,0, 0, 0,1, , , 0,1, , , 1, 2.j N j i i ND D D D i N j N= = = = = = =A A A A … … A

Для нахождения всех собственных значений и функций обобщенной спек-
тральной задачи (10) использовалась процедура Matlab, реализующая QZ-алго-
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ритм [12], который позволяет одновременным ортогональным преобразованием
привести пару матриц G, F к обобщенной верхней треугольной форме.

В результате применения данной процедуры для фиксированных значений
числа Маха M, объемной вязкости α1, степени неравновесности колебательной
энергии γ vib, времени колебательной релаксации τVT и каждой пары волновых чи-
сел (α,δ) получался набор N+1 собственных значений, среди которых находилось
минимальное по модулю число Рейнольдса Re(α,δ) =2 | λmin(α,δ)|. Значение крити-
ческого числа Рейнольдса Rec для данных M, α1, τVT и γ vib принималось равным
минимальному значению Re во всем диапазоне волновых чисел Re(α,δ):

c (α,δ)
Re min Re(α,δ).=  Затем вычислялись соответствующие Rec собственные функ-

ции u, v, w, θ, θv.
Вычисления спектров собственных значений λ(α, δ, M, α1, τVT, γvib) выполня-

лись для случая, когда в качестве молекул несущего газа рассматриваются «мак-
свелловские» молекулы, тогда n =1 [2, 3]. Все расчеты велись в диапазоне волно-
вых чисел α = −5÷5, δ = −5÷5 при следующих значениях параметров: γvib = 0,1÷0,4;
τVT = 1÷4; α1 = 0÷2; M = 0,1÷1; Pr = 3/4; γ = 7/5. Шаги изменения волновых чисел
были выбраны равными hα = hδ = 0,1. Число узлов коллокации в интервале
x2∈[−1, 1] принималось равным N+1 = 50. Для проверки точности расчетов прово-
дилось варьирование числа узлов коллокации в диапазоне N+1 = 32÷100.

Результаты расчетов и их обсуждение

Расчеты показали, что при всех рассматриваемых значениях степени неравно-
весности колебательной энергии γvib, времени колебательной релаксации τVT, объ-
емной вязкости α1 и числа Маха M минимальные по модулю собственные значе-
ния Re(α,δ) =2 | λmin(α,δ)| достигаются на оси α≠0 (при δ=0) в плоскости волновых
чисел (α, δ). Изолинии Re(α,δ) приведены на рис. 1.

  
Рис. 1. Линии уровня поверхностей Re(α,δ) для M=0,5, α1=0, τVT=1

(а – γvib=0,2; б – γvib=0,4)

Как и в случае умеренного возбуждения, рассмотренном в [13], наиболее
«опасными» являются возмущения продольной моды. С учетом периодичности
полученного решения по продольной координате x1 эти возмущения представля-
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ют собой пары двумерных вихрей, вращающихся в противоположных направле-
ниях, с осями, перпендикулярными несущему потоку. Распределение завихренно-
сти в этих вихрях вычисляется по формуле

2 1 1
2 2

1ω( , ) α cos (α ) α sin (α ).ir
i r

d ud u
x x v x v x

dx dx
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Здесь ur (x2), ui(x2), vr(x2), vi(x2) – вещественные и мнимые части собственных
функций u, v. На рис. 2 представлены изолинии завихренностей ω(x1, x2), при раз-
личных критических числах Рейнольдса Rec(α, M, α1, τVT, γvib) и значениях ампли-
туд возмущений скорости, составляющих 10 % значения модуля скорости несу-
щего потока на непроницаемых границах.

  
Рис. 2. Изолинии завихренности ω(x1, x2) для M=0,5, α1=0, τVT=1

(а – γvib=0,2, Rec=8,56; б – γvib=0,4, Rec=9,66)

 
Рис. 3. Зависимости числа Рейнольдса Re(α) для продольных мод возмущений при M = 0,5
(а – α1=0; б – α1=2; 1, 1' – γvib=0,2; 2, 2' – γvib=0,3; 3, 3' – γvib=0,4; штрихпунктирная линия –
зависимость критического числа Рейнольса Rec от волнового числа α)

Зависимость числа Рейнольдса для продольных мод возмущений от волнового
числа α представлена на рис. 3, где штрихпунктирные линии соединяют значения
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абсолютных минимумов на параметризованных по γvib и τVT кривых Re(α), что по-
зволяет проследить эволюцию Rec. На рис. 4 приведена зависимость Rec от степе-
ни неравновесности γvib. На рис. 1, 3, 4 видно, что с увеличением значений пара-
метров M, α1, τVT, γvib критические числа Рейнольдса Rec и соответствующие им
значения волнового числа α возрастают. Таким образом, результаты расчетов по-
казывают, что представленные выше асимптотические выражения (9) качественно
описывают зависимость Rec от параметров течения.

Критические значения числа Рейнольдса Rec(α1,τVT,γvib,M) приведены в табл. 1,
а соответствующие им значения волнового числа α в табл. 2. В рассмотренном
диапазоне значений параметров задачи число Рейнольдса Rec в пределе увеличи-
вается примерно в два с половиной раза. При этом влияние каждого параметра на
Rec при фиксированных значениях остальных параметров существенно различа-
ется. Следует отметить, что наиболее значительное влияние на Rec оказывает сте-
пень неравновесности колебательной моды γvib. Оценки, выполненные в [6], пока-
зывают, что возбуждение колебательной моды γvib в рассмотренном диапазоне
достаточно легко достигается с помощью лазера. Поэтому лазерная накачка коле-
бательных мод может стать эффективным способом управления течениями моле-
кулярных газов.

 
Рис. 4. Зависимости критических чисел Рейнольса Rec от степени неравновесности колеба-
тельной моды γvib (а – α1=0; б – α1=2; 1, 1' – M=0,2; 2, 2' – M=0,4; 3, 3' – M=0,6; 4, 4' –
M=0,8)

Т а б л и ц а  1

Критические значения числа Рейнольдса Rec( M, α1, τVT, γvib)

τVT=1 τVT=4M
γvib=0,1 γvib=0,2 γvib=0,4 γvib=0,1 γvib=0,2 γvib=0,4

α1=0
0,2 Rec=7,469 8,213 9,264 9,264 10,75 12,85
0,5 Rec=7,785 8,560 9,656 9,656 11,21 13,40
0,8 Rec=8,366 9,199 10,38 10,38 12,04 14,40

α1=2
0,2 Rec=9,614 10,57 11,92 11,92 13,84 16,54
0,5 Rec=10,02 11,02 12,43 12,43 14,42 17,24
0,8 Rec=10,77 11,84 13,36 13,36 15,50 18,53
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Т а б л и ц а  2

Значения волновых чисел α, соответствующие критическим значениям
числа Рейнольдса Rec( M, α1, τVT, γvib)

τVT=1 τVT=4
M γvib=0,1 γvib=0,2 γvib=0,4 γvib=0,1 γvib=0,2 γvib=0,4

α1=0
0,2 α=0,482 0,526 0,613 0,613 0,788 1,139
0,5 α=0,488 0,533 0,621 0,621 0,799 1,154
0,8 α=0,554 0,604 0,705 0,705 0,906 1,309

α1=2
0,2 α=1,111 1,211 1,413 1,413 1,817 2,625
0,5 α=1,125 1,228 1,432 1,432 1,842 2,660
0,8 α=1,277 1,393 1,625 1,625 2,089 3,017
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Ershov I.V. STABILITY OF THE COUETTE FLOW OF A VIBRATIONALLY NONEQUI-
LIBRIUM OF MOLECULAR GAS. ENERGY APPROACH. A variational problem of deter-
mining the critical Reynolds number of the laminar–turbulent transition is numerically solved in
the context of the energy theory of hydrodynamic stability. Stability of various modes in the Cou-
ette flow of a vibrationally excited molecular gas is estimated by the method of collocations. The
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flow is described by a system of the equations of two-temperature aerodynamics. The transport
coefficients depend on flow temperature. The calculations have shown that the critical Reynolds
numbers depend on the Mach number, bulk viscosity, and vibrational relaxation time. In the real-
istic range of flow parameters for a diatomic gas, the minimum critical Reynolds numbers are
reached on modes of streamwise disturbances and increase approximately by a factor of 2,5 as the
flow parameters increase.

Keywords: energy theory, hydrodynamic stability, vibrational relaxation, equations of two-
temperature aerodynamics, critical Reynolds number.
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УДК 539.3

Т.В. Колмакова

ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО
СОСТОЯНИЯ ОБЪЕМА КОСТИ ПРИ ОСЕВОМ СЖАТИИ

Представлены результаты компьютерного моделирования напряженно-
деформированного состояния объема кости при осевом сжатии, содержаще-
го компактный и губчатый слои разной плотности. Исследуется влияние из-
менения плотностей структурных слоев на изменение границ диапазона рас-
пределения напряжений и деформаций в объеме кости и в его структурных
составляющих.

Ключевые слова: компьютерное моделирование, компактная костная
ткань, губчатая костная ткань, напряженно-деформированное состояние.

Одним из основных требований, предъявляемых к имплантатам, используе-
мым для реконструкции и замещения костных дефектов, является подобие их в
механическом поведении костной ткани [1, 2], поэтому актуальным является ис-
следование напряженно-деформированного состояния кости под нагрузкой.

Кости сформированы двумя типами костной ткани: компактной (кортикаль-
ной) и губчатой (трабекулярной), отличающимися пространственным расположе-
нием структурных элементов, плотностью, минеральным содержанием [3]. Плот-
ность компактной костной ткани может варьироваться от 1,6 до 2,0 г/см3 [4], а
плотность губчатой ρg – от 0,1 до 1,0 г/см3 [5] в зависимости от их анатомического
расположения и состояния здоровья индивидуума.

Поведение отдельно кортикальной и отдельно губчатой костной ткани под на-
грузкой изучается достаточно давно. Однако за пределами исследований остались
представления о распределении нагрузки в объёмах костной ткани, содержащей и
компактную и губчатую составляющие. В настоящей работе представлены ре-
зультаты компьютерного моделирования напряженно-деформированного состоя-
ния объемов кости, отличающегося плотностью компактной и губчатой костных
тканей при осевом сжатии.

Рассматривается объем костной ткани – модельный образец, содержащий губ-
чатую, компактную составляющие в соотношении 1:1 и промежуточный слой
(рис. 1).

Моделировалось нагружение образца напряжением сжатия σо вдоль оси Z (оси
кости). Плоскость нагружения YX на рис. 1 представлена на переднем плане,
плоскость закрепления – на заднем.

Задача решалась в рамках линейной теории упругости:

( )
,

, ,

0,
1 ,
2

2 ,
1 2

ij j

ij i j j i

ij ij ij

U U

σ =⎧
⎪
⎪ε = +
⎨
⎪ ν⎛ ⎞σ = μ ε + θδ⎪ ⎜ ⎟− ν⎩ ⎝ ⎠

где σij – компоненты тензора напряжений, εij – компоненты тензора деформаций,
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Ui – компоненты вектора перемещений, θ – объемная деформация, ν – коэффици-
ент Пуассона, μ – модуль сдвига (μ = E/(2(1+ν)), E – модуль упругости), δij – сим-
вол Кронекера (δij=1 при i=j, δij=0 при i≠j).

1
2

3

Z
Y

X

Рис. 1. Геометрическая модель костного образца (1 – компактная составляющая,
2 – губчатая составляющая, 3 – промежуточный слой)

Модули упругости E (ГПа) на сжатие компактной (k) и губчатой (g) состав-
ляющих образца задавались в зависимости от их плотности ρ (г/см3) и минераль-
ного содержания согласно модели Эрнандеса [6]. Модуль упругости промежуточ-
ного слоя определяется как среднеарифметическое значение модулей упругости
компактного и губчатого слоев. Выражения для определения модулей упругости
при сжатии компактной и губчатой составляющих от их плотности с учетом мас-
совой доли минералов 60 и 53 % соответственно представлены ниже:

2,58
k k2,78ρE = , 2,58

g g2,21ρE = .

Расчеты напряженно-деформированного состояния модельных образцов кост-
ной ткани проводились в программном комплексе ANSYS с использованием ме-
тода конечных элементов.

На рис. 2 представлены распределения напряжений σz (МПа) (рис. 2, а) и
деформаций εz (рис. 2, б) в модельных образцах с плотностью компактной ткани
1,8 г/см3, плотностью губчатой 0,2, 0,5 и 0,8 г/см3 при напряжении сжатия
σo = 1,2 МПа в одном диапазоне изменения значений.

Из представленных результатов видно, что в образцах наибольшее напряжение
сжатия сконцентрировано в компактной составляющей вблизи промежуточного
слоя, а наибольшее растягивающее напряжение там же со стороны свободного
края. Наибольшие сжимающие деформации для образца с плотностью губчатой
составляющей 0,2 г/см3 локализуются в губчатой составляющей образца вблизи
плоскости нагружения. Для образцов с плотностью губчатой составляющей 0,5
и 0,8 г/см3 наблюдается равномерное распределение деформаций по всему образ-
цу. Образец с плотностью губчатого слоя 0,8 г/см3 характеризуется наиболее рав-
номерным распределением напряжений. Подобное распределение напряжений и
деформаций в модельных образцах объясняется влиянием трех видов деформа-
ций, реализующихся в разных направлениях при осевом сжатии: деформации
сжатия, реализующейся в направлении оси Z (оси нагружения), деформации изги-
ба, реализующейся в направлении оси X и деформации растяжения в направлении
оси Y [7].
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ρg
3 = 0,2 г/см 

ρg
3 = 0,5 г/см 

ρg
3 = 0,8 г/см 

а б

Рис. 2. Распределение напряжений σz (МПа) (а) и деформаций εz (б) в модельных образцах
кости с плотностью компактной костной ткани ρk = 1,8 г/см3 при напряжении сжатия
σo = 1,2 МПа

На рис. 3 представлено изменение границ диапазона напряжений и деформа-
ций в модельном образце и в его структурных составляющих с ростом плотности
губчатой ткани при напряжении сжатия 1,2 МПа. Повышение плотности губчатой
составляющей приводит к сужению диапазона изменения напряжений и деформа-
ций в объеме кости.
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На рис. 4, 5 представлены распределения
границ диапазона напряжений и деформаций в
модельных образцах и в их структурных со-
ставляющих, компактной и губчатой, отли-
чающихся плотностью. Видно, что влияние
изменения плотности компактной составляю-
щей на изменение границ диапазона распреде-
ления напряжений меньше по сравнению с
влиянием изменения плотности губчатого
слоя образца, усиливается с ростом плотности
губчатого слоя (рис. 4, а–в) и практически не
сказывается на минимальном напряжении
губчатого слоя (рис. 4, в).

Диапазон изменения напряжений в образце
(рис. 4, а) и в его структурных составляющих
(рис. 4, б, в) становится все уже с уменьшени-
ем плотности компактного слоя.

Изменения значений максимальных и ми-
нимальных напряжений в образце с изменени-
ем плотности его структурных составляющих
(рис. 4, а) определяются изменением напряже-
ний в компактном слое (рис. 4, б).

Изменение максимальной деформации образца в зависимости от изменения
плотности его структурных составляющих (рис. 5, а) определяется распределени-
ем максимальной деформации в компактном слое (рис. 5, б). Максимальные на-
пряжения и деформации принимают нулевые значения в образцах с плотностями
компактного слоя 1,6 и 1,7 г/см3 и плотностями губчатого слоя 0,94 и 1,0 г/см3

соответственно (ρk/ρg=1,7) (рис. 4, 5, а, б, отмечено горизонтальной линией).
Можно предположить, что в образцах с отношением ρk /ρg<1,7 будут реализовы-
ваться уже не растягивающие, а сжимающие максимальные напряжения и дефор-
мации, как например для образца с плотностью компактного слоя 1,6 г/см3 и
плотностью губчатого слоя 1,0 г/см3 (ρk /ρg = 1,6) (рис. 4, 5, а, б).

Максимальная деформация компактного слоя с ростом плотности губчатой со-
ставляющей уменьшается. С увеличением плотности компактного слоя уменьша-
ется угол наклона кривой max εz(ρg). Для образцов с разной плотностью компакт-
ного слоя и плотностью губчатого слоя 0,66 г/см3 максимальная деформация име-
ет одинаковое значение: max εz=0,00012 (рис. 5, а, б).

Изменение минимальной деформации, реализующейся в образце в зависимо-
сти от изменения плотности его структурных составляющих (рис. 5, а), определя-
ется распределением минимальной деформации в губчатом слое (рис. 5, г), кото-
рая не зависит от плотности компактного слоя образца и стремится к нулю с рос-
том плотности губчатого слоя.

Влияние изменения плотности компактного слоя на изменение максимальных
и минимальных деформаций в структурных составляющих меньше по сравнению
с влиянием изменения плотности губчатого слоя и снижается с ростом плотности
губчатого слоя (рис. 5, а−в).

Таким образом, в результате проведенных исследований выявлено, что для
объема кости, содержащего компактный и губчатый слои в соотношении 1:1 с
массовой долей минералов 60 и 53 % соответственно, повышение плотности
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Рис. 3. Изменение границ диапазона
напряжений (max σz, min σz) и дефор-
маций (max εz, min εz) в модельном
образце с ростом плотности губча-
той ткани ρg при напряжении сжатия
1,2 МПа
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Рис. 4. Изменение границ диапазона напряжений (max σz, min σz )в модельных образцах (а)
и в их структурных составляющих (б, в) с изменением плотности компактного слоя ρk и
губчатого слоя ρg при напряжении сжатия 1,2 МПа
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Рис. 5. Изменение границ диапазона деформаций (max εz, min εz ) в модельных образцах (а)
и в их структурных составляющих (б, в), отличающихся плотностью компактного слоя ρk и
губчатого слоя ρg при напряжении сжатия 1,2 МПа
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губчатой составляющей или снижение плотности компактной составляющей при-
водит к сужению диапазона распределения напряжений и деформаций.

Изменение плотности компактной составляющей в меньшей степени влияет на
изменение границ диапазона распределения напряжений и деформаций по срав-
нению с изменением плотности губчатой составляющей образца. Влияние изме-
нения плотности компактной составляющей на изменение границ диапазона рас-
пределения напряжений в образце и в компактном слое и на изменение макси-
мального напряжения в губчатом слое усиливается с ростом плотности губчатой
составляющей и практически не сказывается на минимальном напряжении и де-
формации губчатого слоя. Влияние изменения плотности компактной составляю-
щей на изменение диапазона распределения деформаций в компактном слое и на
изменение максимальной деформации в губчатом слое уменьшается с ростом
плотности губчатого слоя.

Изменение максимального и минимального значений напряжений в образце
при осевом сжатии определяется изменением соответствующих значений напря-
жений в компактном слое. Изменение максимальной деформации образца опреде-
ляется изменением максимальной деформации в компактном слое, а изменение
минимальной деформации образца – изменением минимальной деформации губ-
чатого слоя.

Для образцов с ρk/ρg > 1,7 реализуются максимальные растягивающие напря-
жения и деформации, принадлежащие компактному слою, а для образцов с
ρk/ρg <1,7 – сжимающие.

ЛИТЕРАТУРА

 1. Баринов С. М. Керамические композиционные материалы на основе фосфатов кальция
для медицины // Успехи химии. 2010. Т. 79. № 1. С. 15−32.

 2. Путляев В.И. Современные биокерамические материалы // Соросовский образователь-
ный журнал. 2004. Т. 8. № 1. С. 44–50.

 3. Архипов-Балтийский С.В. Рассуждение о морфомеханике. Норма: в 2 томах. Калинин-
град, 2004. 820 с.

 4. Zioupos P., Cook R.B., and Hutchinson J.R. Some basic relationships between density values
in cancellous and cortical bone // J. Biomechanics. 2008. V. 41. P. 1961−1968.

 5. Liebschner M.A.K. Biomechanical considerations of animal models used in tissue engineering
of bone // Biomaterials. 2004. No. 25. P. 1697−1714.

 6. Hernandez C.J. Simulation of Bone Remodeling During the Development and Treatment of
Osteoporosis / C.J. Hernandez – PhD Thesis, Stanford University, 2001. 356 p.

 7. Колмакова Т.В. Деформационное поведение костной ткани при осевом сжатии // Изв.
вузов. Физика. 2012 . Т. 55. № 9/3. С. 57–59.

Статья поступила 13.03.2013 г.

Kolmakova T.V. STUDYING THE STRESS-STRAIN STATE OF THE BONE VOLUME UN-
DER AXIAL COMPRESSION. The results of computer simulation of the stress-strain state of a
bone volume comprising a compact and spongy layers of different densities and undergoing axial
compression are presented. Influence of changes in structural layers' densities on the change in
range limits of stress and strain distributions in the bone volume and in its structural components
is investigated.

Keywords: Computer simulation, compact bone tissue, spongy bone tissue, stress and strain state.

Kolmakova Tatyana Vitalievna (Tomsk State University)
E-mail: kolmakova@ftf.tsu.ru



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2013 Математика и механика № 3(23)
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П.В. Манахов, О.Б. Федосеев

ОПТИМИЗАЦИЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ПЛАСТИЧЕСКИХ
ДЕФОРМАЦИЙ В НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ МЕХАНИКИ

ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

Приведен численный метод решения задач пластичности по теории течения
с использованием метода конечных элементов. Основной особенностью ме-
тода является непосредственное решение системы нелинейных определяю-
щих уравнений программными средствами, реализующими алгоритм мини-
мизации невязки функции. Представлена работа программы по определению
напряженно-деформированного состояния для упругопластической осесим-
метричной задачи. Указаны преимущества данного метода по сравнению с
известными методами расчета пластических течений.

Ключевые слова: метод конечных элементов, теория пластического те-
чения, аппроксимация, кривые упрочнения, итерационный процесс, условие
пластичности, предел текучести.

Введение

В основе теории пластического течения лежит соотношение, связывающее
компоненты приращения пластических деформаций dεij

p с поверхностью текуче-
сти F:

dεij
p = λ 

∂F
 ∂σij

 ,

где λ – скалярный множитель; σij – составляющие тензора напряжения. Соотно-
шение (1) не интегрируется, то есть не сводится к конечному соотношению между
компонентами напряжения и деформации, так как содержит неизвестный скаляр-
ный множитель λ, для определения которого нужно располагать дополнительным
соотношением.

Современная методика расчета пластических течений [1] предполагает по-
строение упругопластической матрицы Dep, связывающей приращения напряже-
ний и деформаций:

dσ = Depdε, (1)
где Dep – упругопластическая матрица, вычисление которой проводят, используя
диаграмму одноосного растяжения материала [1, 2].

Процедура установления зависимости (1) характеризуется трудоемкостью, ко-
торая связана с необходимостью нахождения упругопластической матрицы по
экспериментальным данным на каждом шаге вычислений.

К настоящему времени для определения накопленных пластических деформа-
ций, напряжений и перемещений достаточно хорошо разработаны различные ите-
рационные методы. Основные из них: метод переменной и касательной жестко-
сти, метод начальных напряжений и начальных деформаций.

Суть каждого из этих методов сводится к построению системы линейных
уравнений вида

M∆u = ∆P + Mp∆u
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и решения полученной системы итерационным способом [1]:
M∆un = ∆P + Mp∆un-1,
∆u0 = 0, n = 1, 2, 3, …,

где M = ⌡⌠
V

BTDBdV  – упругая матрица жёсткости; Mp = ⌡⌠
V

BTDpBdV  – пластическая

матрица жёсткости; ∆P – приращение нагрузки; ∆u – приращение перемещения;
n – номер итерации; B – так называемая матрица градиентов, содержащая произ-
водные от перемещений. Методом начальных деформаций и напряжений вносят
изменения в ∆P на каждой итерации:

∆P = ⌡⌠
V

BT∆σdV ,  ∆σ = D∆ε + ∆σ0   –   для начальных напряжений,

∆P = ⌡⌠
V

BTD∆εdV ,  ∆ε = ∆ε0 +  
∆σ
D    –   для начальных деформаций,

где ∆σ0 – приращение начальных напряжений; ∆ε0 – приращение начальных де-
формаций.

Методом переменной и касательной жёсткости вносят изменения в матрицу уп-
ругой жёсткости M; в последнем случае расчёт ведут методом Ньютона – Рафсона.
Итерационный процесс продолжают до тех пор, пока отличие искомых приращений
на соседних итерациях не станет меньшим наперёд заданного малого числа.

Можно выделить следующие трудности, с которыми сталкиваются исследова-
тели при решении задач по теории пластического течения:

- соотношение, связывающее компоненты приращения пластических дефор-
маций с поверхностью текучести не интегрируется, то есть не сводится к конеч-
ному соотношению, так как содержит неизвестный скалярный множитель.

- другая проблема в расчёте пластичности по теории течения состоит в том,
что связь между напряжениями и деформациями присутствует лишь с момента
достижения напряжениями поверхности текучести; следовательно, на каждом ша-
ге расчёта необходимо изменять напряжения так, чтобы выполнялось условие те-
кучести.

- процедура установления зависимости между напряжениями и деформациями
характеризуется трудоёмкостью, которая связана с необходимостью нахождения
упругопластической матрицы по экспериментальным данным на каждом шаге
вычислений.

Методика проведения расчетов

В работе [3] изложен альтернативный алгоритм вычисления пластических де-
формаций на основе решения системы нелинейных определяющих уравнений, со-
стоящей из соотношений Прандтля – Рейса и условия пластичности Мизеса:

⎩⎪
⎨
⎪⎧ dεij

p = λsij,

 σi – σt  = 0,
  (2)

где sij – компоненты девиатора напряжения; σi – интенсивность напряжений; σt –
предел текучести материала.

Для решения системы нелинейных уравнений (2) обращаются к целевой функ-
ции, алгоритм работы которой использует начальные значения искомых величин
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и базируется на минимизации суммы квадратов входящих в систему функций ме-
тодами Гаусса – Ньютона и Левенберга – Марквардта. Соответствующим обра-
щением к данной функции можно управлять процессом поиска решений, в част-
ности устанавливать максимальное количество обращений к функциям системы
уравнений, устанавливать максимальное количество итераций, прекращать итера-
ции при достижении требуемой точности значений функций.

Предел текучести может быть рассчитан при обращении к экспериментально
полученным кривым упрочнения для заданного уровня пластических деформа-
ций, температуре и скорости деформации.

В [4] описан способ аппроксимации кривых упрочнения параболической
функцией

σT = Aεp
2 + Bεp + C, (3)

где σ и εp – напряжения и интенсивность пластических деформаций соответствен-
но; A, B, C – определяемые коэффициенты, зависящие от скорости деформации и
температуры.

Последовательность решения задачи пластичности при заданных температур-
но-скоростных условиях деформации следующая:

1) проверка условия пластичности Мизеса:
σi – σt = 0; (4)

2) вычисление коэффициентов A, B, C аппроксимирующей функции (3). Для
сталей 20 и 08Х22Н6Т расчет может быть проведен по формулам, указанным
в [4];

3) решение системы определяющих уравнений (2) относительно пластических
деформаций. Переходя к конечно-разностной форме соотношений Прандтля –
Рейса и учитывая формулу (4), система (3) принимает вид

⎩⎪
⎨
⎪⎧∆εij

 p

∆t   – λsij = 0,

 σi – (Aεp
2 + Bεp + C)  = 0,

  

где ∆t – временной интервал, который исключается при переходе к безразмерным
параметрам;

4) расчет предела текучести σt как функции, аппроксимирующей кривые уп-
рочнения для исследуемого материала, по формуле (4). Данное значение предела
текучести используется для проверки условия пластичности для следующего шага
расчета;

5) модификация глобального вектора нагрузки F с учетом наличия пластиче-
ских деформаций и закрепления модели;

6) расчет глобальной матрицы жесткости M с учетом деформаций;
7) вычисление приращений узловых перемещений U путем решения (напри-

мер, методом исключения Гаусса) системы линейных уравнений метода конечных
элементов;

8) вычисление накопленных узловых перемещений UΣ;
9) расчет компонент вектора полных деформаций для конечных элементов:

ε = BUΣ,
где B – матрица градиентов, содержащая производные от перемещений;

10) расчет упругих деформаций εe:
εe = ε – εp;
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11) определение компонент вектора напряжений σ:
σ =Dεe ,

где D – матрица упругих констант;
12) вычисление для конечных элементов компонент девиатора напряжений sij и

интенсивности напряжений σi;
13) переход к следующему шагу вычислений.

Получение разультатов

В работе [5] дан детальный обзор последовательности вычислений напряже-
ний и деформаций при сжатии тела прямоугольного сечения в условиях плоской
деформации для линейно упрочняющегося тела (рис. 1).

Рис. 1. Расчетная схема для анализа плоской деформации
при сжатии тела прямоугольного сечения

На рис. 2 и 3 показаны решения, полученные по разработанному алгоритму.
(На графиках σ22 – нормальное напряжение, действующее в направлении сжи-
мающей силы.) Результаты показали, что для задачи с граничными условиями в
перемещениях (рис. 2) при возрастании коэффициента упрочнения или скорости
деформации напряжения приближаются к решению для идеально упругого тела.
При решении задачи с силовыми граничными условиями (рис. 3) наблюдается
аналогичный характер уменьшения осадки при увеличении коэффициента упроч-
нения или скорости деформации.

Для сравнения на графиках показаны также решения, полученные методом на-
чальных деформаций. Итерационный процесс по предлагаемому алгоритму обла-
дает более быстрой сходимостью. Так, например, для коэффициента упрочнения
105 МПа сходимость достигается при 4−6 циклах, тогда как по методу начальных
деформаций – за 20−30 циклов. В среднем пластическая задача с использованием
разработанного алгоритма решается в 3 раза быстрее по сравнению с использова-
нием метода начальных деформаций.

В [6] разработанный алгоритм решения задач теории пластичности применен
для решения осесимметричной задачи.

В системе компьютерной математики MATLAB® создана программа «INDEN-
TOR» для решения упругопластической задачи о вдавливании шарика в тело пря-
моугольного сечения в условиях плоской деформации.
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Рис. 2. График зависимости напряжения σ22 от коэффициента упрочнения A при переме-
щении штампа ∆ = 5 мм. ○ – решение, полученное по разработанному алгоритму; × – ре-
шение, полученное методом начальных деформаций

Рис. 3. График зависимости осадки штампа ∆ от коэффициента упрочнения A для давления
штампа F = 5·104 МПа. ○ – решение, полученное по разработанному алгоритму; × – реше-
ние, полученное методом начальных деформаций

На рис. 4 показано основное окно программы с исходными данными; на рис. 5
можно видеть результаты работы программы с картинами распределения напря-
жений.
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Рис. 4. Основное окно программы «INDENTOR» с исходными данными

Рис. 5. Результаты работы программы «INDENTOR»
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Исходными данными являются:
- геометрические размеры шарика и исследуемого тела;
- упругие и пластические характеристики материала тела (модуль упругости,

коэффициент Пуассона, предел текучести недеформированного материала, коэф-
фициент упрочнения);

- коэффициент теплового расширения материала;
- разность температур тела и окружающей среды;
- параметры, влияющие на количество конечных элементов (максимальная

сторона элемента и степень дискретизации модели);
- количество шагов перемещения шарика;
- глубина погружения шарика.
Программа позволяет получить картины распределения радиальных, осевых,

концентрических напряжений, а также распределение интенсивности напряже-
ний. Трение между штампом и моделью отсутствует. Шарик идеально жесткий.

Заключение

Основными преимуществами предлагаемого алгоритма по сравнению с из-
вестными методами расчета пластических течений являются:

- исключение подбора материальных констант для итерационного процесса,
таких, как матрица упругих характеристик, начальные напряжения или начальные
деформации, – неизвестные параметры находятся непосредственно из системы
нелинейных определяющих уравнений (2).

- отсутствие необходимости изменения напряжений на каждой итерации для
выполнения условия текучести, что упрощает структуру программы и ускоряет
ход вычислительного процесса.

- решение проблемы вычисления упругопластической матрицы (в соотноше-
нии (1)) и обращения к экспериментальным данным на каждом шаге вычислений,
что автоматизирует и ускоряет вычислительный процесс.

- возможность исследования эволюции полей напряжений и деформаций при
различных температурно-скоростных условиях, что расширяет круг рассматри-
ваемых задач и обеспечивает универсальность алгоритму.

Рассмотренный алгоритм соответствует современным подходам к моделиро-
ванию сложных физических процессов, когда теоретики занимаются разработкой
новых вычислительных схем, доказательством сходимости и оценкой точности, а
прикладники – разработкой алгоритмов решения, оптимизацией технологических
процессов и т.д.
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ПОСТРОЕНИЕ РЕЖИМОВ ОРИЕНТАЦИИ БЕЗ ДАТЧИКОВ УГЛОВОЙ
СКОРОСТИ НА СС «ЯМАЛ-200»

Рассматривается возможность построения режимов ориентации без исполь-
зования датчиков угловой скорости. Помимо традиционных режимов управ-
ления с использованием сигналов угловых отклонений, получаемых от дат-
чиков ориентации, исследуется возможность управления по вычисляемому
значению угловой скорости. Показана возможность такого управления, в
основе которого лежит закон сохранения кинетического момента; режимы
управления такого рода получили название «прогноза», и они, по сути дела,
являются режимами управления по инерциальной информации.

Ключевые слова: датчики углового положения, кинетический момент
спутника, вычисляемая угловая скорость, режимы ориентации.

Результаты летных испытаний первого спутника связи «Ямал-100», выведен-
ного на геостационарную орбиту 6 сентября 1999 г., были позитивными. Спутник
проработал на орбите 11 лет (техническое задание содержало требование 10-лет-
него ресурса), подтвердив надежды разработчиков на создание новой базовой
платформы для связных спутников среднего класса. Концепция построения сис-
темы ориентации и управления движением также подтвердила рациональность
своих принципов построения [1]. Точностные характеристики инерциальных из-
мерителей угловой скорости (прибор «ГИВУС») после компенсации систематики
уходов оказались достаточно высокими: за сутки набегающая ошибка ориентации
в режиме инерциальной памяти не превышала 5 угловых минут. Автоматический
контроль уходов, осуществляемый за счет избыточной информации измерителя
(четыре измерительных оси), гарантировал правильность ориентации, корректи-
рование положения бесплатформенной инерциальной навигационной системы
(БИНС) с использованием звездного датчика БОКЗ (блока определения координат
звезды) или же датчика земной вертикали БОКЦ (блока определения координат
центра) и солнечного датчика БОКС (блока определения координат Солнца) про-
водилось раз в сутки, что существенно экономило ресурс датчиков. Итоги первых
двух лет эксплуатации дали основание использовать приборные и программные
решения по системе ориентации спутника «Ямал-100» для последующей про-
граммы «Ямал-200».

В целом по изделию «Ямал-100» были достаточно серьезные замечания к не-
которым приборам: модулю никель-водородных батарей, телеметрической систе-
ме, аппаратуре управления электрореактивными двигателями, и ряд других менее
существенных замечаний. Эти замечания были учтены и некоторые системы под-
верглись серьезной доработке или замене на более совершенные приборы, разра-
ботка которых была выполнена с учетом полученного опыта при создании первых
спутников.

При разработке следующих аппаратов «Ямал-200» были существенно увели-
чены энергетика спутника (примерно в 2,5 раза), число и мощность бортовых
ретрансляторов.
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К сожалению, разработчик прибора «ГИВУС» – НИИ ПМ им. В.И. Кузнецова,
ссылаясь на кризисное состояние Омского приборостроительного завода, который
осуществил изготовление и поставку первых приборов на космический аппарат
(КА) «Ямал-100», перевел изготовление прибора на свое предприятие. При этом
была осуществлена доработка электроники прибора с переходом на более высоко
интегрированную элементную базу. Испытания двух КА «Ямал-200» были завер-
шены в 2003 г., и запуск на геостационарную орбиту (ГСО) состоялся 24 ноября
2003 г.; через месяц спутники были введены в штатную эксплуатацию. Примерно
через два года полета спутников контрольная служба центра управления начала
фиксировать первые замечания к работе приборов. В связи с этим возникла необ-
ходимость решить задачу создания программного обеспечения для работы систе-
мы ориентации без использования гироскопических измерителей угловой скоро-
сти. К середине 2006 г. такое программное обеспечение было создано; два месяца
спустя на спутнике «Ямал-201» произошел катастрофический отказ сразу всех че-
тырех каналов прибора, еще через месяц такой же отказ произошел на спутнике
«Ямал-202». Новая версия программного обеспечения была установлена в борто-
вые компьютеры БКУ (бортовой комплекс управления) и спутники были сохране-
ны. В настоящей статье описывается концепция построения такого рода режимов.

Описание концепции построения

В основу концепции положено то обстоятельство, что режимы постоянной вы-
сокоточной ориентации спутника связи выполняются с использованием только
инерционных маховиков, т.е. КА является гиростатом. Полный кинетический мо-
мент КА изменяется только за счет действия внешних возмущающих моментов
Md, которые достаточно малы (исследование этих моментов будет проведено
позднее) и в первом приближении могут быть не учитываемы. Принимая во вни-
мание обозначения предыдущей статьи [1], запишем кинематику движения свя-
занной системы координат КА относительно орбитальной системы координат
(ОСК):

( )0 02 B B B B B
Q Q B Q B B Q B Q Q′Λ = Λ = Λ − = Λ − Λω ω ω ω ω� D D D , (1)

где 0
B B B′ = −ω ω ω  – угловая скорость КА относительно ОСК. Динамику измене-

ния кинетического момента будем рассматривать параллельно в инерциальной и
связанной системах координат:

d d, ,I I B B B BG M G G M= + × =ω� � (2)

где d d, и ,I B I BG G M M  – отображения полного кинетического и внешнего возму-

щающего моментов на инерциальный и связанный базисы, причем справедливы
соотношения перепроектирования

B B
I I B IM M= ΛΛ �D D ,   B B

I I B IG G= Λ Λ�D D . (3)

Уравнения изменения кинетического момента имеют следующие интегралы:

( ) 0
d

0

t

I I IG t G M dt= + ∫ , 0
d

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

B B B B
B I I I B I IG t t G t M t dt t

⎡ ⎤
′ ′ ′= Λ + Λ Λ Λ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫� �D D D D . (4)
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Величина кинетического момента в связанных осях

B B B BG J H= ⋅ +ω , (5)

где BJ  – тензор инерции КА и BH  – кинетический момент системы инерционных
маховиков. Описание штатного процесса ориентации в ОСК выполняется дина-
мическими уравнениями

0 0
d( ) ( )B B B B B B B B B BJ H H J M′ ′ ′⋅ + + + × + × ⋅ =ω ω ω ω ω�� . (6)

В качестве кинематических параметров удобно использовать вектор малого
отклонения связанной системы координат от опорной ( )tθ . Представим кватер-

нион рассогласования связанного базиса от опорного в виде 11
2

B
QΛ = + θ , после

этой подстановки получаем
0 0

d( ) ( )B B B B B B BJ H H J M⋅ + + + × + × ⋅ =θ ω θ ω θ�� � �� . (7)

Как мы и показывали ранее, выбором управления ( )( , )B BH F F′= ω θ θ,θ�� �  в ви-
де положительно определенных функций от угла и угловой скорости, можно по-
лучить асимптотическую устойчивость процесса стабилизации.

Для организации управления без информации об угловой скорости предлага-
ется вычислять её значение из соотношения (5):

( )1ˆ ( )B B B BJ G t H−= ⋅ −ω . (8)

В этом соотношении значения моментов инерции КА и величина ( )BH t  из-
вестны (в системе управления), а величина ( )ΒG t  подлежит определению и про-
гнозированию.

Первый порядок этого приближения может быть представлен таким образом:
основным кинематическим параметром, позволяющим определять текущие зна-
чения ( )ΒG t , является кватернион

( ) ( ) ( )QB B
I QIt t tΛ = Λ ΛD ,  11

2
B
QΛ = + θ . (9)

С учетом достаточно высокой точности стабилизации (порядка нескольких уг-
ловых минут) , т.е. малости угла ( )tθ , величина ( )B

I tΛ  достаточно точно может

быть задана функцией ( )Q
I tΛ  – хорошо известной и прогнозируемой. Таким

образом
( ) B B

B Q Q Q Q QG t G G G= Λ Λ = + ×θ� D D , (10)

где ( ) 0

0

t
Q Q Q Q

Q I BI I I IG t G M dt
⎡ ⎤

′= Λ + Λ Λ Λ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫� �D D D D . (11)

Точно так же хорошо известна величина переносной угловой скорости
0 0
Q ≡ω ω , заданной в осях ОСК. Если далее не учитывать действие внешних воз-

мущающих моментов, то величина GB(t) определяется только начальным значени-
ем 0

IG  из формулы (11). Если предположить, что переход к управлению по вы-
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числяемой угловой скорости происходит непосредственно из режима штатной
ориентации, то величина начального значения 0

IG  (или же 0
BG ) в системе управ-

ления также известна. Тем самым, режим управления с использованием штатных
алгоритмов корректируемой БИНС [1] с использованием вместо измеряемой ве-
личины угловой скорости ее вычисляемых значений возможен, что и подтвердили
результаты математического моделирования и летные эксперименты. Такой ре-
жим получил название «прогноз»; по своему смыслу этот режим эквивалентен
схеме управления на основе инерциальной информации. Однако анализ приве-
денных выше соотношений показывает, что погрешности оценки (8) определяют-
ся погрешностями знания входящих величин, имеющих сложную структуру.
Классические инерциальные системы неустойчивы в том смысле, что определяе-
мые ими навигационные параметры имеют уход, т.е. нарастающую со временем
ошибку. К примеру, уход определения углового положения имеет основную со-
ставляющую, измеряемую показателем «градусы в час». Можно видеть, что опи-
сываемый режим «прогноза» имеет погрешности определения скорости, завися-
щие прямо от угловой ошибки ( )tθ , которая, в свою очередь, возрастает пропор-
ционально ошибке угловой скорости, т.е. имеет место нелинейное возрастание
погрешностей этой системы. Очевидно, что работа системы ориентации на основе
«прогноза» возможна только на коротких интервалах времени и должна сопрово-
ждаться постоянным процессом устранения нарастающих ошибок инерциального
метода по сигналам датчиков углового положения. Кроме того, в этом процессе
должна решаться задача начальной ориентации (начальной выставки).

Процесс выставки режима «прогноз» и режимы ориентации

Таких режимов выставки и построения ОСК – два, в зависимости от исполь-
зуемых датчиков: БОКЗ и БОКЦ, кроме того, возможен режим ориентации на
Солнце в качестве дежурного или промежуточного при построении ориентации.

Приведем сначала описание режима выставки с использованием датчика БОКЗ
как основного режима, использованного сразу же после отказа датчиков гироско-
пического измерителя угловой скорости «ГИВУС» летом 2006 г. БОКЗ обладает
уникальными возможностями сразу определять кватернион ( )B

J2000 itΛ  в дискрет-

ные моменты времени, угловая скорость движения связанного базиса ( )B itω  по-
лучается непосредственными вычислениями по двум соседним измерениям

( ) ( )
( )
( ) 11 ,

2
i-1 i i

i-1

B t B t B t
BJ2000 J2000 B t t

⎛ ⎞Λ Λ = Λ = + =⎜ ⎟ ∆⎝ ⎠
θθ ω� D . (12)

Для увеличения точности измерений можно использовать аппроксимацию на
большем числе точек (например, кубическими сплайнами), такая же процедура
применялась и для формирования в системе величин скоростей вращения махови-
ков, первичная информация о которой состоит в четырех импульсных сигналах
(в четырех точках) на одном обороте. Данной информации достаточно для орга-
низации управления по штатным алгоритмам, если не считать приведенных выше
алгоритмов вычисления угловой скорости и уточнения первичной информации.
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Тем самым в системе был создан контур прямого управления по сигналам БОКЗ и
контур режима «прогноз» с периодической выставкой от БОКЗ.

Уже после реализации резервных режимов ориентации без датчиков угловых
скоростей с использованием БОКЗ встал вопрос о разработке режима с использо-
ванием датчика БОКЦ. Низкая точность инерциального управления в режиме
«прогноз» сразу же сняла с повестки дня вопрос использования режима гироком-
пассирования для выставки третьей оси. Далее схему с применением измерений
БОКС для такой же выставки использовать оказалось так же сложно, так как из-
мерения БОКС проводятся ограниченное время на суточном витке.

Была предложена и далее технически реализована схема измерения угла ори-
ентации КА и его антенн по углу курса измерениями на Земле угла поляризации
сигнала ретранслятора. Были установлены дополнительные специальные земные
станции, измеряющие этот угол, являющийся, по сути дела, углом курса КА, и да-
лее была реализована схема передачи значения этого угла на борт КА для исполь-
зования его в контуре ориентации. Тем самым была создана возможность осуще-
ствления резервного режима ориентации при прямом управлении по трем сигна-
лам: крена и тангажа – от датчика БОКЦ, и рысканья – от измерений земных
станций. Такой режим получил название БОКЦ – РПХ (режим измерения поляри-
зационного сигнала по оси Х).

В этом режиме оказалось возможным применять два способа управления:
прямое управление по сигналам углов отклонений (мы здесь не описываем эти
хорошо известные принципы стабилизации, когда угловая скорость вычисляется
по текущей информации об углах) и управление в режиме инерциального прогно-
за. В этом случае текущая ориентация (углы и угловая скорость КА) и текущие
значения ( )ΒG t  в момент перехода из режима прямого управления в режим «про-
гноз» берутся как начальные значения. Далее параметры режима «прогноз» (точ-
ности и уходы) определяются в зависимости от этих начальных значений. Таким
образом, были созданы новые режимы ориентации без использования датчиков
угловой скорости [2, 3].

На рис. 1 показан в качестве примера ТМ процесс перехода из режима прямого
управления в режим «прогноз».

Реальная эксплуатация этих режимов показала низкую точность режимов
«прогноз». Максимальная точность достигалась при переходе в режим из управ-
ления с использованием БОКЗ. В этом случае инерциальное управление сохраня-
лось в пределах заданных точностей за 10−15 минут. Поскольку точности режима
БОКЦ – РПХ ниже точности режима БОКЗ, точности режима «прогноз», реали-
зуемого после БОКЦ – РПХ, также оказались существенно хуже.

Кроме того, режим БОКЦ – РПХ мог быть применен не на всех участках орби-
ты полета КА. Поскольку датчик работал в видимой части спектра, прибор БОКЦ
способен функционировать только при углах Солнце – объект – Земля (углах
СОЗ) более 30 градусов. При наличии нормальной инерциальной системы с высо-
кой точностью такое ограничение не являлось существенным, так как в «запрет-
ных» позициях режим инерциальной памяти высокой точности полностью решал
задачу ориентации. В том виде, каким получился режим инерциального «прогно-
за», сохранение ориентации на период засветок БОКЦ не могло быть и речи. По-
этому была поставлена задача увеличения точности инерциального управления
режима «прогноз».
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Рис. 1. КА «Ямал-202» 9.11.2010 г. Переход из режима прямого управления
(датчик БОКЗ) в режим «прогноз»
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Sevast'yanov N.N. BUILDING OF ORIENTATION MODES ON YAMAL-200 COMMUNI-
CATION SATELLITE WITHOUT ANGULAR SPEED SENSORS. The possibility to build ori-
entation modes without angular speed sensors is considered. In addition to traditional controlling
modes using angular deviations signals derived from the orientation sensors, the possibility of
control on the computed value of the angular velocity is investigated. The possibility of such
control, which is based on the law of conservation of angular momentum is shown; management
modes of this kind are called “prognosis” and they are essentially management modes by inertial
information.

Keywords: angular position sensors, kinetic momentum of the satellite, calculated angular veloc-
ity, orientation modes.
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УДК 539.3

А.М. Сергеева, А.В. Ткачева, В.И. Одиноков

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА ДЕФОРМИРОВАНИЯ
ЛЕДЯНОГО ПОКРОВА ЛЕДОКОЛЬНЫМ СУДНОМ

C использованием теории малых упругих деформаций строится математиче-
ская модель ледокольного устройства с целью исследования его влияния
устройства на разрушения ледяного покрова.

Ключевые слова: ледяной покров, ледокольное устройство, напряженно-
деформированное состояние, численные методы, математическая модель.

Водные пути являются связующим звеном между крупными городами и мало-
численными населенными пунктами. Продление навигационного периода – одна
из основных задач для развития и роста экономического благосостояния малых и
удаленных населенных пунктов. На сегодняшний день разработано и находится в
эксплуатации множество ледоразрушительных устройств. Прежде чем ввести
устройство в производство, следует оценить его ледоразрушающую способность с
помощью математической модели. В зависимости от характера воздействия уст-
ройства на лед принимаются различные математические модели ледяного покро-
ва. При исследовании ледоразрушающей способности судна на воздушной по-
душке лед рассматривают как пластину на упругом основании. Для исследований
ледокольных устройств, которые имеют сложную конфигурацию, лучше всего
рассматривать ледяной покров как твердое тело, которое подчиняется законам
механики сплошных сред.

Работа направлена на исследование напряженно-деформированного состояния
(НДС) ледяного покрова, находящегося под воздействием ледокольного устрой-
ства [1]. Целью является нахождение оптимального расстояния между надводной
и подводной частями устройства, при котором в ледяном покрове возникнут наи-
большие разрушения.

Описание устройства

Рассмотрим ледокольное судно, изображенное на рис. 1, которое состоит из
надводной 1, подводной 2 и двух боковых частей 3. В надводной части располо-
жены система управления, пассажирский салон, снизу установлены резцы 4 и сис-
тема фрез 5. Угол наклона форштевня β . Подводная часть имеет спереди резец 6,
отсеки для воздуха, топлива, двигателя судна. Боковые части содержат систему
коммуникаций, гидропривод перемещения в вертикальной плоскости надводной
части относительно подводной, имеют спереди клинья для прорезания льда и вер-
тикальные фрезы. Расстояние между надводной и подводной частями (h) должно
быть h ≥ 1,5S, где S – толщина ледяного покрова. Эта величина устанавливается
системой гидроцилиндров, расположенных в боковых частях, перед началом дви-
жения судна.

Работа устройства осуществляется следующим образом. Ледокольное судно
набирает требуемую скорость на чистой воде и находит на ледяной покров. При
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движении судна пластина льда, уткнувшись в наклонную поверхность надводной
части, испытывает под действием вертикальной силы, возникающей на наклонной
поверхности, изгиб, которому препятствует передний конец подводной части.
Возникает изгибающий момент, под действием которого происходит поперечный
излом, который стимулируется резцами надводной и подводной частей. Ледяная
плита (плиты) под действием надвигающегося спереди ледяного поля проталки-
вается в туннель, образуемый надводной, подводной и боковыми частями судна, и
всплывает с кормы после прохождения судна. При поперечном разрушении обра-
зовавшиеся в ледяном поле выступы, препятствующие движению судна и прохо-
ждению льдин через туннель, скалываются клиньями боковых частей. Чтобы не
образовалась пробка внутри полости, вращающиеся фрезы 5 не дают возможность
льдинам тормозиться о нижнюю поверхность надводной части, стимулируя даль-
нейшее разрушение льда. Фактически ледокольное судно пропускает колотый лед
внутри себя, стараясь, чтобы льдины не задерживали его движение. Предполага-
ется, что смерзания составных частей устройства с ледяным покровом не возник-
нет и нижняя часть льда будет гладкой и ровной.

6

4 3 5 3
1

2

Лед
Лед Лед Лед

Лед
β

Рис. 1. Схема ледокольного судна в вертикальной проекции

Постановка задачи

При разработке новой ледокольной техники учитываются особенности ледя-
ного покрова водоемов, на котором будет эксплуатироваться устройство. Это,
прежде всего, температура окружающей среды, прочностные особенности ледя-
ного покрова (толщина льда, соленость, максимальные напряжения на сжатие,
растяжение, сдвиг). Неоднородность ледяного покрова связана со структурой льда и
с всевозможными включениями: пузырьками воздуха, инородными телами: камни,
песок и др. Сплошным его тоже назвать затруднительно из-за наличия температур-
ных трещин, которые образуются в процессе роста льда. Образовавшиеся сквозные
трещины заполняются водой на 90 % по высоте, после вода замерзает, и недостаток
льда сменяется его достоинствами, увеличиваются прочностные характеристики
ледяного покрова. Невозможно учесть все, поэтому ледяной покров принимался
сплошным без учета пористости и всевозможных включений.

Согласно результатам экспериментальных исследований, описанных в работе
[2], лед ведет себя упруго при температурах ниже −5 °С и нагрузках менее 10 с.
Примем лед как упругое тело, по данным работы [2, 3] имеем: модуль Юнга –

2 2(87,6 0,21 0,0017 ) 10 МПаE = − θ− θ ⋅ ; θ  – температура льда; коэффициент Пуас-
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сона – 0,36μ = ; модуль сдвига – /2(1 )G E= +μ ; коэффициент объемного сжатия –
(1 2 )/K E= − μ . В качестве критериев нарушения сплошности ледяного покрова

примем напряжения рас
кр 4МПаσ ≈ , сж

кр 8МПаσ ≈ − , приведенные в работе [2].
Используя основные уравнения теории упругости, строится математическая

модель устройства. Материал, из которого изготовлено устройство, не рассматри-
вается, поэтому трением пренебрегаем.

Уравнение движения

, 0ij j i iF Iσ + − = ;  i
i i k

k

v
I v v

x
∂⎛ ⎞

=ρ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
� ,  , , 1,2,3i j k = . (1)

Закон Гука для малых деформаций

*2ij ij ijGσ −σδ = ε ; 1
3 iiσ = σ , * 1/3ij ij ijε =ε − εδ ; , ,0,5( )ij i j j iu uε = + , 1   ,

0  ,ij
i j
i j

=
δ =

≠
1,2,3i = ; (2)

3kσ = ε ; (3)

ij
ij ij ij m

m

d
d
ε

ξ = => ε ≅ ξ ∆τ
τ ∑ . (4)

Уравнение теплопроводности

0
i ix x
⎛ ⎞∂ ∂θ
λ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, 1,2,3i = . (5)

В уравнениях (1), (2) используется суммирование по повторяющимся индек-
сам; ρ  – плотность льда; ( )G G= θ  – модуль сдвига льда; [ ]ijσ  – тензор напряже-

ний; [ ]ijε  – тензор деформаций; iv , iF  – проекции скорости перемещений и

удельной объемной силы по координатным осям ix , 1,2,3i = ; 2 3 0F F= = ; λ  – ко-

эффициент теплопроводности; θ  – температура льда; i
i

v
v

∂
=

∂τ
� , τ  – время дефор-

мации, K  – коэффициент объемного сжатия.
Для расчета температурного поля воспользуемся решением уравнения тепло-

проводности с учетом ( )0 1 aλ =λ + θ , запишем его в конечном виде

21 1
12

21 1 .
x

a h aa
θ⎛ ⎞θ= − − + + θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
(6)

При выводе (6) использовались граничные условия: при 1 0x =  0 Cθ= ° ; при

1x h=  1 30°Cθ = − , h – толщина льда, 0,0159a = −  град
−1.

Рассмотрим 1/2 области льда и 1/2 носовой части ледокольного судна, которые
являются симметричными относительно плоскости 1 2Ox x , проведенной вдоль
судна. На рис. 2. представлена схема нагружения ледяного покрова.

В плоскости, находящейся на расстоянии h (h – толщина ледяного покрова) от
плоскости 2 3Ox x , выделим три области: 1S  и 4S , 16S , где 1S  – поверхность
взаимодействия льда с атмосферой, S4 – площадка контакта форштевня с льдом,
S16 – область взаимодействия клина с атмосферой. В плоскости 2 3Ox x  определим
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четыре области – 2S , 3S , 14S , 15S  (рис. 2). Площадка 2S  характеризует взаимо-
действие льда с несжимаемой жидкостью – водой. Участки льда 3S  и 14S  моде-
лируют соответственно взаимодействие подводной части судна с нижней поверх-
ностью льда и неподвижность льда в направлении оси 1Ox , т.е. 

141 0Sv = . Участок

нижней поверхности льда, ограниченный областью S15, моделирует взаимодейст-
вие клина с водой. Поверхности S6 и S7 расположены параллельно друг другу,
причем 7S  находится в плоскости симметрии 1 2Ox x , а 6S  – на расстоянии b от
нее. Поверхность 5S  расположена в плоскости 1 3Ox x  параллельно свободной
кромке льда S8. Свободная кромка льда S8 находится в одной плоскости с поверх-
ностью S9, на которой задаются граничные условия, моделирующие жесткое
взаимодействие рассматриваемой области деформирования льда с неподвижным
ледяным полем. На поверхностях 10S , 11S , 12S , 13S , 15S , 16S  задаются гранич-
ные условия, отражающие взаимодействие внедряющегося в лед клина ледокола.
Площадки S10 и S12 характеризуют боковые части клина, причем S10 лежит парал-
лельно плоскости 1 2Ox x  на расстоянии 1 2( )b b+ , а 12S  находится под углом α  к
S10. Области S11 и S13, расположены параллельно плоскости 1 3Ox x , моделируют
площадки острия и основания клина соответственно.

б

x1
a

d

h
O

Лед Клин
x2

a1a2

S2 S3 S2 S15

S1

S16

V

Судно

x3

S14

S5
S11 S10

S12

S13

S4

S10

a

S6 S9

Лед

S3

S7d1

d a2

α

b2

b1

a3 x2

b

c

O

Рис. 2. Схема нагрузки ледяного покрова:
а – в вертикальной плоскости, б – в горизонтальной

Граничные условия задачи (рис. 2):

111 0S pσ = − ; 
4

*
1 tgSv v= − β ; 

211 0( )S p hσ = − + γ ; 11 0
iSσ = , 15,16i = ;

1 0
iSv = , 3, 14i = ; 

522 0Sσ = ; 
822 0S pσ = − ; 

92 0Sv = ; 3 0
iSv = , 7,8i = ;



Численное исследование процесса деформирования ледяного покрова 115

1322 0Sσ = ; 
11

*
2 Sv v= − ; 

103 0Sv = ; 
12

*
3 sin( )Sv v= α ;

12 13( ) 0
iSσ =σ = , 1,2,3,4,14,15,16i = ; 21 23( ) 0

iSσ =σ = , 5,8,11,13i = ;

31 32( ) 0
iSσ =σ = , 6,7,10,12i = .

Здесь p0 – атмосферное давление; γ – удельный вес льда; h – толщина льда; v* – ско-
рость передвижения судна; β – угол между носовым отсеком надводной части судна
и льдом, принят равным 15°; α – угол острия клина (рис. 2), принят равным 25°.

Для решения поставленной задачи воспользуемся численным методом [4], со-
гласно которому область деформирования разбивается на ортогональные элемен-
ты конечных размеров; для каждого элемента записывается в разностном виде
система уравнений.

Для решения системы уравнений (1) – (5) с учетом граничных условий вос-
пользуемся алгоритмом, описанным в работе [5, 6] и программным комплексом
[7]. Достоинствами данного метода является то, что на границе исследования об-
ласти можно задать как скорости, так и напряжения, возможно провести расчета
как в упругом, так и в пластичном теле, практически любую область можно пред-
ставить в криволинейных ортогональных элементах, и нет привязки к системе ко-
ординат. Этот метод довольно прост для представления в различных языках про-
граммирования.

Рассматриваемая система уравнений нелинейна. Перепишем в уравнениях (1)
инерционный член Ii в виде

i
i i k

k
I

x
∆ν⎛ ⎞

=ρ ν + ν⎜ ⎟∆⎝ ⎠
� , (7)

где kν  будет считаться известным, тогда система (1) – (5) будет линейной.

Алгоритм решения задачи

1. Исследуемая область деформирования разбивается на элементы ортогональ-
ной формы. Рассчитывается матрица длин дуг элементов.

2. Время исследования (деформирования) τ разбивается на m  временных про-
межутков.

3. Насчитывается поле температур по каждому элементу.
4. Насчитываются значения модуля сдвига и коэффициент объемного сжатия

по каждому элементу.
5. Задаются начальные условия задачи.
6. Задается шаг по времени ∆τ .
7. Задаются граничные условия задачи.
8. Задается 0( )iv  в (7).
9. Насчитывается матрица коэффициентов и свободных членов новой эквива-

лентной системы в соответствии с последовательностью, описанной в работе [7].
10. Решается система линейных уравнений методом Гаусса.
11. По каждому элементу (его граням) (ij) насчитываются ,ijσ  iv , ijξ , ijε .

12. Уточняются значения iv . Производится сравнение ( )i nv  и 1( )i nv − , n – но-
мер итерации. Если заданная точность соответствия ( )i nv  и 1( )i nv −  удовлетворя-
ется, то следует операция 12, в противном случае осуществляется операция 8.
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13. Исследуются элементы, непосредственно контактирующие с деформи-
рующим устройством, на наличие растягивающих напряжений; если такие эле-
менты существуют, то на границе льда и устройства (S – площадка контакта) сле-
дует переназначение граничных условий | 0ii Sσ = ; , 1,2,3i j = , следует операция 9,
иначе 14.

14. Исследуются площадки элементов на наличия напряжений, превышающих
предел прочности льда. Если такие элементы присутствуют, то граничные усло-
вия перестраиваются | 0ij Sσ = , , 1,2,3i j = , следует операция 9, иначе 15.

15. Осуществляется шаг по времени iτ = τ + ∆τ , если 
m

τ< ∆τ∑ , то следует опе-

рация 5, если – нет, то – операция 16.
16. Окончание расчета.

Результаты исследований

Расчеты проводились с использованием программного комплекса [7]. Язык
программирования Фортран, алгоритм линейный. Область деформирования ледя-
ного покрова разбивалась на 2500 ортогональных элементов. Количество уравне-
ний составило 7680. Временной интервал одной итерации, затраченный компью-
тером с процессором на базе INTEL(R)Core(TM)i5CPU 760@2.80GHz, составил
примерно 1 час. Для сходимости решения с установленной точностью 0,001 по-
требовалось до 25 итерационных процессов.

Геометрические параметры устройства: a – расстояние от подводной части
судна до окончания исследуемой области деформирования льда в направлении,
противоположном положительному направлению оси x2, принято равным 29,0 м;
a1 – глубина внедрения клина в лед – принята равной 3,0 м; a2 – расстояние от
подводной части судна до надводной – 4,0, 5,0, 6,0 м; a3 – ширина площадки кон-
такта надводной части судна с ледяным покровом – 1,0 м; b1 – половина длины
площадки контакта надводной части судна с ледяным покровом – 3,0 м; b2 – рас-
стояние от надводной части судна до клина – 1,5 м; b3 – ширина клина – 0,8 м; b4 –
длина свободной кромки льда от клина до закрепленной части льда 0,03 м; с  –
расстояние от свободной кромки льда до края рассматриваемой области деформи-
рования ледяного покрова – принято равным 19,0 м, по всей этой длине лед жест-
ко закреплен с припайным льдом; d – ширина подводной части судна – 1,0 м;
d1 – половина длины площадки контакта подводной части судна с ледяным
покровом – 0,5 м, ширина острия клина 0,03 м. Скорость устройства 10 км/ч,

0,4cτ= , 0,1c∆τ= .
Авторы ледокольного судна предполагают, что максимальная толщина льда,

по которому способно пройти судна 1,0 м, а рабочая толщина составляет около
0,5 м. Поэтому толщину ледяного покрова принимаем равной 0,5 м.

Во всех рассматриваемых случаях касательные напряжения на порядок мень-
ше нормальных, поэтому все нормальные напряжения можно принять за главные
напряжения.

Устойчивость получаемого решения проверялась численно при отклонении от
начальных данных на малую величину 0,01 %. В результате данные с веденной
погрешностью и без погрешности совпали.

Рассмотрим подробнее процессы, происходящие в ледяном покрове, при воз-
действии устройством, расстояние которого между подводной и надводной час-
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тями равно 5,0 м. На рис. 3 представлена эпюра напряжений по толщине ледяного
покрова.

До образования магистральной трещины и других разрушений в ледяном
покрове происходят следующие процессы. Напряжения 22σ , расположенные
в ледяном покрове вдоль действия устройства, носят сжимающий характер.

а
100 МПа

100 МПа

б

Рис. 3 (начало). Эпюра напряжений ледяного покрова в момент образования магистральной
трещины и трещины с наклонного бока клина: а – схема, б – эпюра напряжений до образо-
вания магистральной трещины
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2 МПа0 

1 МПа0 

в

Рис. 3 (окончание). Эпюра напряжений ледяного покрова в момент образования магист-
ральной трещины и трещины с наклонного бока клина: в – эпюра напряжений после обра-
зования магистральной трещины

Наибольшие из них находятся фронтально от клина и над подводной частью.
Нормальные напряжения, перпендикулярные действию устройства, носят растя-
гивающий характер, наибольшие из них расположены у наклонной части клина.
Все напряжения с удалением от устройства сглаживаются. Как видно из рис. 3, а,
напряжения на порядок превосходят критические, поэтому лед будет трещать и
ломаться. Фронтально от клина пройдет основная трещина, ее называют магист-
ральной, она разделит лед на две зоны – внутреннюю и внешнюю. На рис. 4 пред-
ставлены распределения напряжений в ледяном покрове в момент возникновения
магистральной трещины, она выделена белой линией, видно, что концентратор
напряжений расположен в вершине трещины. Это свидетельствует о том, что
трещина будет расти. От наклонной боковой поверхности клина пойдет трещина,
на рис. 4 показано расположение напряжений в этой области, лед здесь разрушит-
ся на мелкие фрагменты. После образования магистральной трещины пойдет па-
дение напряжений рис. 3. В ледяном покрове возникнет изгибающий момент,
подтверждение этому – смена знака напряжения по толщине льда, расположенно-
го в области над подводной частью судна. Во внутренней зоне ледяного покрова в
верхнем слое льда напряжения носят растягивающий характер, а в нижнем слое –
сжимающий (эпюра вид I-I и II-II, рис. 3, б) произойдет изгиб льда.

В области ледяного покрова, расположенной между надводной и подводной
частями устройства, наибольшие напряжения возникнут при параметре устройст-
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ва а2 равном 4 м. С увеличением параметра а2 снижаются напряжения в данной
области, при этом длина магистральной трещины увеличивается с 3 до 4 м. На
рис. 4 трещины изображены прямыми белыми линиями.

а

б

в

σ22, МПа σ33, МПа

σ22, МПа σ33, МПа

σ22, МПа σ33, МПа

Рис. 4. Распределение напряжений в верхнем слои ледяного покрова, при контакте
с ледокольным судном, время контакта 0,3 с, параметр устройства а2, м: а – 4, б – 5, в – 6
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Далее рассмотрим более подробно нагрузку на составные части судна. Наи-
большая нагрузка придется на клин устройства: острие 0,992, 0,813, 0,689 тс, на-
клонная боковая площадка (S12) – 2,041, 2,034, 2,024 тс соответственно при а2 рав-
ном 4,0, 5,0, и 6,0 м. Нагрузка на подводную часть составит 0,0059, 0,0052, 0,052 тс
соответственно при а2 равном 4,0, 5,0, и 6,0 м. Нагрузка на надводною часть уве-
личится с увеличением расстояния а2 составит 0,0086, 0,0074, 0,0067 тс. Видно,
что при увеличении расстояния а2 нагрузка на составные части устройства
уменьшается.

Вывод: Разрушительное воздействие подводной части на ледяной покров бу-
дет наибольшим, если расстояние между подводной и надводной частями соста-
вит не более 4 м. При этой конфигурации устройства усиливается разрушительная
способность всего устройства.
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