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Метод дискретных вспомогательных источников использован для моделирования в резонансной частотной об-

ласти электромагнитного рассеяния на структуре из двух идеально проводящих трехосных эллипсоидов. При-

ведены некоторые результаты численных расчетов сечений рассеяния для эллипсоидов с различными геомет-

рическими параметрами. 
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Значительный интерес для исследователей представляет изучение рассеяния электромагнитных 

волн структурами, образованными совокупностью идеально проводящих тел, имеющих размеры, срав-

нимые с длиной волны. Этот интерес обусловлен необходимостью решения ряда практически важных 

проблем, например таких, как проблемы электромагнитной совместимости радиоэлектронных средств, 

радионавигации, дефектоскопии, радиолокационной заметности и идентификации объектов. Особый 

интерес представляет случай, когда расстояние между телами структуры меньше длины волны. В этом 

случае поле, рассеянное каждым телом, наводит вторичные токи на всех других телах. В результате 

токи на всех телах структуры оказываются взаимосвязанными, и структуру приходится рассматривать 

как единое целое, что существенно усложняет решение соответствующей задачи рассеяния.  

Частным случаем задачи электромагнитного рассеяния совокупностью тел является задача рас-

сеяния на двух телах. Структура из двух тел удобна для исследований, во-первых, потому, что решение 

соответствующей граничной задачи для нее проще, чем для структуры с большим количеством тел,  

а во-вторых, в этом случае проще выделить эффекты, обусловленные взаимодействием рассеивателей. 

Анализ имеющейся в распоряжении автора литературы показывает, что к настоящему времени 

уже решен ряд задач электромагнитного рассеяния на двух идеально проводящих телах. Так, в работах 

[1–3] рассмотрено рассеяние плоской электромагнитной волны на двух идеально проводящих сферах. 

В работах [4–5] приведены результаты, касающиеся рассеяния плоской волны на двух соосных круго-

вых цилиндрах конечной длины; в работах [6–7] – на двух соосных вытянутых сфероидах, а в работе 

[8] – на двух суперэллипсоидах. Рассматривалось также электромагнитное рассеяние на ряде структур, 

состоящих из идеально проводящих тел различной геометрии. В частности, в работах [5, 9] рассмот-

рено рассеяние на структуре, состоящей из конечного кругового цилиндра и сферы, а в работе [8] – на 

структуре, состоящей из сфероида и биконуса. 

Из вышеприведенного обзора видно, что все рассмотренные структуры обладают осевой сим-

метрией. Такой набор рассмотренных структур объясняется тем, что использование осевой симметрии 

позволяет свести пространственную задачу к более простой плоской задаче. 

В данной статье построено решение более сложной задачи рассеяния электромагнитной волны 

на структуре из двух идеально проводящих тел, когда тела структуры и структура в целом не обладают 

симметрией вращения, а именно задачи рассеяния на двух трехосных эллипсоидах. В основе решения 

лежит предложенный ранее в работах [10–11] общий метод решения задач электромагнитного  

рассеяния на структурах из конечного числа гладких идеально проводящих тел с произвольной формой 
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поверхности. Частными случаями рассмотренной в статье задачи являются упомянутые выше задачи 

рассеяния на идеально проводящих сферах и сфероидах. Выполнено сравнение полученных результа-

тов с известными результатами. Исследовано влияние отклонений формы структуры от осесимметрич-

ной на ее сечения рассеяния.  
 

1. Формулировка задачи 
 

В безграничной однородной изотропной среде eD  с диэлектрической и магнитной проницаемо-

стями e  и e  расположена структура, состоящая из двух идеально проводящих трехосных эллипсои-

дов 1D  и 2D , ограниченных гладкими поверхностями 1S  и 2S  (рис. 1). Структура возбуждается ста-

ционарным электромагнитным полем },{ 00 HE


, зависимость от времени выбрана в виде )exp( ti . 

Требуется найти рассеянное поле },{ ee HE


 в области eD . 

      

 

Рис. 1. Геометрия задачи 

 

Поле },{ ee HE


 должно удовлетворять уравнениям Максвелла  

 eEeieHeHeieE


 ,  в eD , (1) 

граничным условиям 

 0EnEn e


  на 1S  и 2S   (2) 

и условиям излучения 

   RROEHRRHE eeeeeeee ),(};{/};{ 1


. (3) 

В выражениях (1)–(3) n


 – единичный вектор нормали к поверхностям 1S  и 2S , ограничивающим 

тела 1D  и 2D ; 2/1222 )( zyxR  ; ba


  – векторное произведение. 

 

2. Модель рассеянного поля 

 

Модель рассеянного поля строится следующим образом. Введем внутри первого эллипсоида 1D  

вспомогательную поверхность 11,1, SKS ee  , подобную поверхности эллипсоида 1S  в смысле гомотетии 

с центром в центре эллипсоида 1O . Аналогично введем внутри второго эллипсоида 2D  вспомогательную 
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поверхность 22,2, SKS ee  , подобную поверхности эллипсоида 2S  в смысле гомотетии с центром в цен-

тре второго эллипсоида 2O . Коэффициенты гомотетии (подобия) 1,eK  и 2,eK  характеризуют удаление 

вспомогательных поверхностей от поверхностей эллипсоидов, их значения лежат в интервале 

1,0 2,1,  ee KK  (при 0, 2,1, ee KK  вспомогательные поверхности стягиваются в точки, при 

1, 2,1, ee KK  они совпадают с поверхностью соответствующего эллипсоида). 

Выберем на вспомогательной поверхности 1,eS  внутри эллипсоида 1D  конечную совокупность 

точек 1

11, }{
N
nnM   и в каждой точке 1,nM  разместим пару независимых вспомогательных элементарных 

электрических диполей с моментами 1,1,1,1,1,1,

222111
, nnnnnn eppepp  


, ориентированными вдоль единич-

ных направлений 
1,1,

21
, nn ee 


, выбранных в плоскости, касательной к 1,eS  в точке 1,nM . Аналогично вы-

берем на вспомогательной поверхности 2,eS  внутри второго эллипсоида 2D  конечную совокупность 

точек 2

12, }{
N
nnM   и в каждой точке 2,nM  разместим пару независимых вспомогательных элементарных 

электрических диполей с моментами 
2,2,2,2,2,2,

222111
, nnnnnn eppepp  


, ориентированными вдоль единич-

ных направлений 
2,2,

21
, nn ee 


, выбранных в плоскости, касательной к 2,eS  в точке 2,nM . Число точек 

размещения диполей на 1,eS  равно 1N , а число точек размещения диполей на 2,eS  равно 2N . Предпо-

лагается, что все диполи излучают в однородную среду с параметрами e  и e . 

Представим неизвестное рассеянное поле },{ ee HE


 в eD  в виде суммы полей введенных вспомо-

гательных диполей: 













  
 

1 2

1 1

2,1, )()()/()(

N

n

N

n

nnee iME


, 

 
 


1 2

1 1

2,1, ,)(

N

n

N

n

nne MH


 

,),(,),( 2,
2,2,

1,
1,1,

n
nen

n
nen pMMpMM  


 

)4/()exp(),(
1,1,1, nn MMMMene RRikMM  , )4/()exp(),(

2,2,2, nn MMMMene RRikMM  , 

 e
nnnnnnnnnn DMepeppepepp 
 ,, 2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,

22112211


. (4) 

Здесь eeek  – волновое число в среде eD ; 
1,nMMR – расстояние от точки 1,nM  на 1,eS  до точки M  

в eD ; 
2,nMMR – расстояние от точки 2,nM  на 2,eS  до той же точки M  в eD ; ),1(, 1

1,1,

21
Nnpp nn   и 

),1(, 2
2,2,

21
Nnpp nn  – неизвестные комплексные постоянные (дипольные моменты); 1N  – число точек 

размещения диполей на вспомогательной поверхности 1,eS ; 2N  – число точек размещения диполей на 

вспомогательной поверхности 2,eS . 

Поле (4) удовлетворяет уравнениям Максвелла (1) и условиям излучения (3). Для того чтобы 

удовлетворить граничным условиям (2), необходимо соответствующим образом выбрать дипольные 

моменты ),1(, 1
1,1,

21
Nnpp nn   и ),1(, 2

2,2,

21
Nnpp nn  . 

Используем для этого метод коллокаций. Суть этого метода заключается в поточечном удовле-

творении граничным условиям на некоторых дискретных множествах точек, выбранных на поверхно-

стях 1S  и 2S . 

Пусть ),...,2,1( 111
LjM j   – точки коллокации на поверхности 1S  первого эллипсоида, а 

),...,2,1( 222
LjM j   – точки коллокации на поверхности 2S  второго эллипсоида; 1L  – число точек  
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коллокации на 1S , 2L  – число точек коллокации на 2S . Тогда для определения неизвестных 

),1(, 1
1,1,

21
Nnpp nn   и ),1(, 2

2,2,

21
Nnpp nn   получим следующую систему линейных алгебраических 

уравнений с комплексной матрицей размером )(2)(2 2121 NNLL  : 

,,1, 110
1111 LjEnEn
jjj

e
j




 

 220 ,1,2222 LjEnEn
jjj

e
j




. (5) 

В выражениях (5) 1jn


 и 2jn


 – единичные векторы нормалей в точках 
1j

M  и 
2j

M ; 21 ,
j

e
j

e EE


 и 

21

00 ,
jj

EE


 – значения компонент рассеянного (4) и возбуждающего полей в этих же точках. Решение 

системы (5) находим путём минимизации функции 

  


1

111

1

2

0 )(

L

j

jj
e

j
EEn






2

222

1

2

0 )(

L

j

jj
e

j
EEn


. (6) 

После решения задачи минимизации, т.е. определения неизвестных дипольных моментов 

),1(, 1
1,1,

21
Nnpp nn   и ),1(, 2

2,2,

21
Nnpp nn  , необходимые характеристики рассеянного поля определяем 

из (4). В частности, для компонент рассеянного поля в дальней зоне имеем 

)(),()/)(exp()()/()( 2
,

2/1
,


  RODRkRikMHME eeeeee , 

 )(),()/)(exp()()/()( 2
,

2/1
,


  RODRkRikMHME eeeeee , (7) 

где компоненты диаграммы рассеяния ),( D  и ),( D  определены выражениями 

1

1

2

N
n,1 n,1 n,1 n,1

e e n,1 1 1 1

n 1

n,1 n,1 n,1 n,1

2 2 2

n,2 n,2

n,2 1 1

D ( , ) (i k / 4 ) G ( , )[(cos cos cos cos sin cos sin cos )p

(cos cos cos cos sin cos sin cos )p ]

G ( , )[(cos cos cos cos sin cos sin

 






                  



           

           



2

1

2

N
n,2 n,2

1

n 1

n,2 n,2 n2 n,2

2 2 2

cos )p

(cos cos cos cos sin cos sin cos )p ],







 

          



 

1

1 2

N
n,1 n,1 n,1 n,1 n,1 n,1

e e n,1 1 1 2 2

n 1

D ( , ) (i k / 4 ) G ( , )[(cos cos sin cos )p (cos cos sin cos )p ]  




                   




,])cossincos(cos)cossincos)[(cos,(
2
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1

2,2,
2

2,
2

2,2,
1

2,
12,












N

n

nnnnnn
n ppG

)},cossinsincossin(exp{),( 1,1,1,1,  nnnen zyxikG  

 )},cossinsincossin(exp{),( 2,2,2,2,  nnnen zyxikG  (8) 

в которых 1,
1

1,
1

1,
1 cos,cos,cos nnn   и 1,

2
1,

2
1,

2 cos,cos,cos nnn   – направляющие косинусы единичных век-

торов 
1,

1

ne



 и 

1,

2

ne


; 
2,

1
2,

1
2,

1 cos,cos,cos nnn   и 
2,

2
2,

2
2,

2 cos,cos,cos nnn   – направляющие косинусы единич-

ных векторов 
2,

1

ne



 и 

2,

2

ne



; 1,1,1, ,, nnn zyx  – декартовы координаты точки 1,nM ; 2,2,2, ,, nnn zyx  – декартовы 

координаты точки 2,nM ;   и   – общепринятые угловые сферические координаты точки наблюдения M. 

Контроль точности решения осуществляем путем вычисления относительного значения функции 

(6) на сетке точек, промежуточных по отношению к точкам коллокации, выбираемых на поверхностях 

1S  и 2S  обоих эллипсоидов: 

 ,)/( 2/1
0  (9) 

где  – значение функции (6) на указанной выше совокупности точек; 0  – значение соответствую-

щей нормы падающего поля на этой же совокупности точек, определяемое выражением 
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




'
1

'
1

'
1

'
1

1

2
00 ||

L

j

jj
En


+




'
2

'
2

'
2

'
2

1

2
0 ||

L

j

jj
En


, 

в котором '
1L  и 2L  – число промежуточных точек соответственно на поверхностях 1S  и 2S . 

 

3. Результаты моделирования 

 

На основании изложенного выше метода была создана программа для расчета компонент рассе-

янного поля и контроля точности полученного решения. Входными величинами программы являются 

координаты центров эллипсоидов, ориентация их осей в декартовой системе координат (см. рис. 1), 

величины их полуосей в длинах волн, возбуждающее поле },{ 00 HE


, параметры подобия 1,eK  и 2,eK , 

числа точек размещения диполей 1N и 2N на вспомогательных поверхностях 1,eS и 2,eS , а также числа 

точек коллокации 1L  и 2L  на поверхностях эллипсоидов 1S  и 2S . Выходными величинами программы 

являются компоненты диаграммы рассеяния ),( D  и ),( D , бистатические сечения рассеяния 

 
2

0

2

,

2
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2 /][4lim),( EEER ee

R





 , (10) 

а также относительная норма невязки граничных условий (9). Минимизация функции (6) осуществля-

ется методом сопряженных градиентов; итерационный процесс останавливается при условии, если от-

носительное изменение функции на каждой из десяти последних итераций не превышает 0,001. С по-

мощью данной программы выполнена серия вычислительных экспериментов, направленных на срав-

нение получаемых результатов с известными результатами и исследование влияния отклонения формы 

структуры от осесимметричной на сечения рассеяния. 

Рисунок 2 иллюстрирует результаты сравнения сечений обратного рассеяния структуры в виде 

двух соприкасающихся сфер с соотношением радиусов 1,0 : 0,7, рассчитанных с помощью разработан-

ной программы, с такими же результатами, приведенными в работе [2]. Отметим, что сфера является 

частным случаем эллипсоида при равенстве всех трех его полуосей. Структура размещена таким обра-

зом, что центры сфер расположены на оси z. Плоская волна падает на структуру вдоль оси z. По отно-

шению к направлению прихода волны первой расположена сфера меньшего радиуса. По оси абсцисс 

на рис. 2 отложен волновой радиус ake  большей сферы; по оси ординат – сечение обратного рассеяния, 

нормированное на )( 2a .  

 

 

Рис. 2. Сечения обратного рассеяния структуры в виде двух соприкасающихся сфер с соотношением радиусов 1,0 : 0,7,  

рассчитанные различными методами: 1 – используемый метод, 2 – результаты работы [2] 
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При получении обсуждаемых результатов на каждой сфере число точек коллокации было вы-

брано равным числу точек размещения диполей: 1282121  NNLL . Алгоритм размещения тех и 

других для обеих сфер выбран одинаковым: в каждом из шестнадцати полусечений   = const, отстоя-

щих друг от друга на угловое расстояние о5,22 , равномерно по углу   расположено восемь точек 

коллокации. Коэффициенты подобия Ke,1 и Ke,2 были выбраны равными 0,5. Направления 
1,

1

ne



,

1,

2

ne


 и 

,2,

1

ne
 2,

2

ne



, вдоль которых ориентированы вспомогательные диполи, выбраны совпадающими с ортами 

e


 и e


 сферической системы координат. Кривая 1 представляет результаты, полученные используе-

мым методом, кривая 2 – результаты, приведенные в [2]. 

Как видно из рис. 2, имеет место очень хорошее совпадение сравниваемых результатов. Неболь-

шие наблюдаемые отличия можно объяснить ошибками при графическом съеме информации с рисунка 

статьи [2], а также возрастанием ошибки наших расчетов (параметры метода фиксированы) при воз-

растании величины kea; при kea > 3,0 норма невязки граничных условий (9) превышает 8%.  

С помощью разработанной программы было исследовано влияние отклонений формы структуры 

от осесимметричной на бистатические сечения рассеяния (10). Интерес к подобного рода исследова-

ниям обусловлен тем, что при моделировании электромагнитных явлений удобно аппроксимировать 

рассматриваемую структуру, имеющую сложную форму, подходящей осесимметричной структурой. 

Эта аппроксимация оправдана тем, что решение задачи рассеяния на осесимметричных структурах су-

щественно проще, чем решение такой же задачи на структурах более сложной формы, не обладающих 

симметрией вращения. Однако при этом возникает вопрос, насколько полученные при такой аппрок-

симации результаты соответствуют исходной структуре, не обладающей осевой симметрией.  

Исследования были проведены для структуры, геометрия которой показана на рис. 3. Структура 

состоит из двух одинаковых трехосных эллипсоидов. Полуоси эллипсоидов kea, keb, kec ориентированы 

вдоль осей x, y, z соответственно. Центры эллипсоидов расположены на оси z симметрично относи-

тельно начала координат. Структура возбуждается линейно поляризованной плоской волной, распро-

страняющейся вдоль оси z, с вектором 0E


, ориентированным вдоль оси x. Алгоритм исследований за-

ключался в следующем. Первоначально предполагалось, что структура обладает осевой симметрией, 

т.е. оба эллипсоида являются сфероидами ( bkak ee  ). Затем последовательно изменялось значение по-

луоси ake ; значения полуосей bke  и cke  сохранялись при этом неизменными. Для каждого случая 

рассчитывались бистатические сечения рассеяния. 
 

 

Рис. 3. Структура, состоящая из двух одинаковых трехосных эллипсоидов 
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Некоторые результаты проведенных исследований представлены на рисунках 4–7 для различных 

расстояний l  между эллипсоидами. Результаты относятся к E-плоскости (плоскость векторов ek


 и 0E


). 

В этой плоскости бистатические сечения рассеяния симметричны относительно оси z, поэтому резуль-

таты представлены только в полусечении 0 . Параметры метода для каждого эллипсоида выбраны 

одинаковыми: 25621  NN , 51221  LL . В локальных системах координат с центрами в центрах 

эллипсоидов точки размещения диполей и точки коллокации распределены следующим образом.  

В каждом из шестнадцати полусечений   = const, отстоящих одно от другого на угловое расстояние 

о5,22 , равномерно по углу   выбраны шестнадцать точек размещения диполей. Для точек колло-

кации алгоритм их расположения по углу   выбран таким же, как для точек размещения диполей, но 

выбирают их как в полусечениях   = const, определенных для точек размещения диполей, так и посе-

редине между ними. При вышеуказанных параметрах метода значения невязки не превышали 15%. 

Рисунок 4 относится к случаю, когда расстояние l  между эллипсоидами равно 0,01 , рис. 5 – 

к случаю, когда l  равно 0,1 , рис. 6 соответствует l  = 0,5  и рис. 7 – l  =  . На каждом рисунке 

приведены три кривые. Кривые 1 относятся к структуре со значениями длин полуосей kea = 4,0, keb = 4,0, 

keс = 2,0 (осесимметричная структура), кривые 2 – к структуре со значениями длин полуосей kea = 4,2, 

keb = 4,0, keс = 2,0 (отклонение от осевой симметрии вдоль оси x – 5%), кривые 3 – к структуре со значе-

ниями длин полуосей kea = 4,4, keb = 4,0, keс = 2,0 (отклонение от осевой симметрии вдоль оси x – 10%).  

 

 

Рис. 4. Бистатические сечения рассеяния в E-плоскости двух одинаковых эллипсоидов, расположенных  

на расстоянии l = 0,01. 1 – kea = keb = 4,0, keс = 2,0, 2 – kea = 4,2, keb = 4,0, keс = 2,0, 3 – kea = 4,4, keb = 4,0, keс = 2,0 

 

 

Рис. 5. Бистатические сечения рассеяния в E-плоскости двух одинаковых эллипсоидов, расположенных  

на расстоянии l = 0,10. 1 – kea = keb = 4,0, keс = 2,0, 2 – kea = 4,2, keb = 4,0, keс = 2,0, 3 – kea = 4,4, keb = 4,0, keс = 2,0 
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Рис. 6. Бистатические сечения рассеяния в E-плоскости двух одинаковых эллипсоидов, расположенных  

на расстоянии l = 0,50. 1 – kea = keb = 4,0, keс = 2,0, 2 – kea = 4,2, keb = 4,0, keс = 2,0, 3 – kea = 4,4, keb = 4,0, keс = 2,0 

 

 

Рис. 7. Бистатические сечения рассеяния в E-плоскости двух одинаковых эллипсоидов, расположенных  

на расстоянии l = 1,00. 1 – kea = keb = 4,0, keс = 2,0, 2 – kea = 4,2, keb = 4,0, keс = 2,0, 3 – kea = 4,4, keb = 4,0, keс = 2,0 

 

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы. Отклонение формы структуры 

от осесимметричной в рассмотренных пределах почти не влияет на бистатические сечения рассеяния 

в направлениях 0° < < 30°, прилегающих к направлению прямого рассеяния (= 0°), и в направлениях 

150° < < 180°, прилегающих к направлению обратного рассеяния (= 180°). Для остальных направ-

лений рассеяния наблюдается существенное перераспределение энергии рассеянного поля в простран-

стве. Это говорит о том, что предсказать характер изменения диаграмм рассеяния даже при небольших 

изменениях геометрии структуры не представляется возможным без проведения численных расчетов, 

что оправдывает усилия, направленные на разработку универсальных (пригодных для рассеивателей 

произвольной формы) методов. 

 

Заключение 

 

Таким образом, в данной работе на основе метода дискретных источников построена модель 

поля, рассеянного структурой, состоящей из двух идеально проводящих трехосных эллипсоидов. На 

основе этой модели разработан численный алгоритм решения задачи электромагнитного рассеяния 

рассматриваемой структурой. Алгоритм реализован в виде компьютерной программы для расчета ком-

понент рассеянного поля. Выполнено сравнение получаемых результатов с известными результатами. 

Приведены некоторые результаты моделирования, касающиеся влияния отклонения формы структуры 

от осесимметричной на бистатические сечения рассеяния. 
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The problem of electromagnetic scattering by a structure of two perfectly conducting three-axes ellipsoids is solved 

in the resonance frequency range by means of the discrete sources method. The gist of the method to be used is the 

following. The unknown scattered field in the outer medium eD  is represented as a sum of the fields of the pairs of 

auxiliary elementary electric dipoles placed at the points 1

11, }{
N
nnM   and 2

12, }{
N
nnM   on the auxiliary surfaces 1,eS  and 2,eS  

introduced inside each ellipsoid; 1N  and 2N  are the numbers of dipole pairs on 1,eS  and 2,eS , respectively. The form of 

auxiliary surface is similar to the form of ellipsoid’s surface, and electric dipoles are oriented tangentially to the auxiliary 

surfaces. This way, we have the following representations for scattered field },{ ee HE


: 
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Here eDM  , eeek  is the wave number in the outer medium eD ; 
1,nMMR is the distance from the point 1,nM  

on 1,eS  to the point M in eD ; 
2,nMMR is the distance from the point 2,nM  on 2,eS  to the same point M  in eD ; 

),1(, 1
1,1,

21
Nnpp nn 


 and ),1(, 2

2,2,

21
Nnpp nn 


are unknown complex constants (dipole moments). The chosen representa-

tions of the field satisfy to the Maxwell equations and radiation conditions. To find the unknown dipole moments of the 

auxiliary dipoles, we use the boundary conditions on the ellipsoid’s surfaces which are satisfied according to the colloca-

tion method. Based on the method described above, we developed a computer program for calculating the scattered-field 

components. To verify results produced by developed computer program, we have compared theirs with known results 

for structure consisting of two spheres. At last, we present some results concerning the influence of structure form devi-

ations from axisymmetric one on scattering cross-section. In particular, it is discovered even if these deviations are small, 

their influence on scattering cross-section can be significant, especially in the lateral scattering directions. 
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