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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОТОКА СОБЫТИЙ  

С ПРОДЛЕВАЮЩИМСЯ МЕРТВЫМ ВРЕМЕНЕМ СПЕЦИАЛЬНОГО ТИПА 

 
Рассматривается однородный поток событий, функционирующий в условиях продлевающегося мертвого вре-

мени, порождаемого каждым текущим событием с заданной плотностью распределения вероятностей интер-

вала между соседними событиями. Полагается, что длительность мертвого времени также имеет заданную 

плотность распределения вероятностей. В данной работе получены преобразования Лапласа для интервала 

между соседними событиями в наблюдаемом потоке и общего периода мертвого времени. Приведены примеры 

для некоторых типов распределения. 

Ключевые слова: поток событий; интервал между соседними событиями; продлевающееся мертвое время; 

плотность распределения вероятностей; функция распределения вероятностей; преобразование Лапласа. 

 

Потоки однородных событий являются распространенными математическими моделями 

многих физических процессов и явлений. Такие модели применяются при исследовании ин-

формационных потоков сообщений в телекоммуникационных системах, спутниковых сетях 

связи, оптических и лазерных системах, функционирующих в режиме счета фотонов и т.п.  

В большинстве публикаций авторы рассматривают математические модели потоков событий, 

когда события потока доступны наблюдению. Однако на практике возникают ситуации, когда 

наступившее событие влечет за собой ненаблюдаемость последующих событий. Причиной не-

наблюдаемости выступает мертвое время регистрирующих приборов [1, 2], в течение которого 

зарегистрированное событие обрабатывается; другие же события, поступившие в этот период, 

теряются. Регистрирующие приборы при этом делятся на два вида: с непродлевающимся мерт-

вым временем, и продлевающимся [1, 2]. Задачи по оценке параметров и состояний потока 

событий в условиях наличия мертвого времени фиксированной длительности рассматрива-

лись в работах [3–33]. При этом в [3, 4, 6–8, 10, 12–16, 18–31] получены результаты для непро-

длевающегося мертвого времени, в [5, 9, 11, 17] – для продлевающегося. 

Задачи по оценке параметров в условиях наличия непродлевающегося мертвого времени 

фиксированной длительности решены в [3, 4] для пуассоновского потока, в [6] для синхрон-

ного альтернирующего потока, в [7, 8, 10] для асинхронного альтернирующего потока, в [12] 

для синхронного потока, в [13–15] для асинхронного потока, в [16, 18] для полусинхронного 

потока, в [19–21] для обобщенного асинхронного потока, в [22, 23] для обобщенного полусин-

хронного потока, в [24, 25] для МАР-потока, в [26, 27] для модулированного синхронного  

потока, в [28, 29] для модулированного обобщенного полусинхронного потока, в [30–33] для 

модулированного МАР-потока; при продлевающемся мертвом времени фиксированной дли-

тельности – в [5] для пуассоновского потока, в [9] для альтернируюшего асинхронного потока,  

в [11] для синхронного потока, в [17] для полусинхронного потока.  

Задачи по оценке параметров пуассоновского потока, функционирующего в условиях 

наличия непродлевающегося мертвого времени случайной длительности, рассматривались  

в работах [34, 35]. В настоящей статье рассматривается однородный поток событий, функци-

онирующий в условиях продлевающегося мертвого времени специального типа.  
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1. Математическая модель наблюдаемого потока 

 

Рассматривается поток однородных событий с заданной плотностью или функцией распределе-

ния вероятностей интервала между соседними событиями (входящий поток событий). После каждого 

зарегистрированного события во входящем потоке наступает период мертвого времени случайной дли-

тельности i , c заданной плотностью или функцией распределения вероятностей, в течение которого 

другие события потока недоступны наблюдению. В то же время, хотя события и не наблюдаются в 

течение мертвого времени, они вызывают продление периода ненаблюдаемости на случайную дли-

тельность, имеющую те же вероятностные характеристики, как и предыдущий период ненаблюдаемо-

сти, но при этом предыдущий период мертвого времени в этот момент заканчивается (обрезается), так 

что наблюдаться будет лишь то событие потока, которое наступит после окончания последнего пери-

ода ненаблюдаемости. Таким образом, создается общий период мертвого времени. По окончании об-

щего периода мертвого времени первое наступившее событие снова создает период мертвого времени 

случайной длительности и т.д. Полагается, что длительность мертвого времени имеет заданную плот-

ность или функцию распределения вероятностей. Вариант возникновения ситуации приведен на рис. 1, 

где прямоугольниками обозначены периоды мертвого времени, t1, t2, – моменты наступления событий 

в наблюдаемом потоке. 

 
Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

 

Необходимо найти вероятностные характеристики интервала между соседними событиями  

в наблюдаемом потоке и общего периода мертвого времени, такие как преобразование Лапласа для 

плотности распределения вероятностей в общем случае и плотности распределения вероятностей  

в частных случаях. 

 

2. Преобразование Лапласа интервала  

между соседними событиями в наблюдаемом потоке 

 

Обозначим через i , ...2,1i  длительность i-го интервала между соседними событиями входя-

щего потока событий с заданной плотностью или функцией распределения вероятностей, через i  

...2,1i  − длительность i-го периода мертвого времени с заданной плотностью или функцией распре-

деления вероятностей. 

Введем две вспомогательные случайные величины: 

  iiii  ,     iiii  ,  1i , (1) 

где  A  − индикатор множества A   и  функции: 

 iii xPxF  ,0)( ,  )()( xFxf 
 , 

  iii xPxF  ,0)( ,  )()( xFxf 
 , 1i . (2) 

Обозначим через момент  : 

  .0:1min  ii                                  (3) 
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Тогда длительность интервала между соседними событиями в наблюдаемом потоке  , учитывая 

(1)–(3), определяется следующим образом: 

 





 
1

1i
i .                                                  (4) 

Теорема 1. Преобразование Лапласа )(s  для плотности вероятностей )(xf  интервала 

между соседними событиями в наблюдаемом потоке из (4) имеет вид: 

 
)(1
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s
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







 ,                                                      (5) 

где )(s , )(s  − преобразования Лапласа для функций )(xf  и )(xf  соответственно. 

Доказательство. Обозначим через )(xFn  функцию 

 0,...,0,)( 11  nnn xPxF , )()( xFxf nn
 . 

Тогда 

 duuxfufxf
x

nn )()()(
0

1    , 2n .                                          (6) 

Найдем распределение  : 

         ...0,0,0,0,0,0 32132121211 xPxPxPxP  
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где                          





1

)()(
n

n tftg .                                                              (8) 

Дифференцируя равенство (7), получим, что плотность распределения вероятностей )(xf  ин-

тервала   определяется соотношением:  

 .0,)()()()(
0

   xdttxftgxfxf
x

                                      (9) 

Суммируя (6) по  ,2n  и учитывая соотношение (8), получим уравнение для нахождения )(tg :  

 .)()()()(
0

dttxftgxfxg
x

                 (10) 

Применяя преобразование Лапласа для (10), получаем уравнение 

)()()()( ssGssG   , 

разрешая которое относительно )(sG , получим 

 .
)(1
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s
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






                                           (11) 

Применяя преобразование Лапласа для плотности распределения вероятностей )(xf  из (9) и 

учитывая (11), находим 

 
)(1

)(
)()()()(

s

s
ssGss









 .               (12) 

Полученная формула (12) полностью совпадает с формулой (5). Теорема 1 доказана. 

Рассмотрим частные случаи для конкретных видов распределений. 

Частный случай 1. Пусть i  и i  − независимые экспоненциально распределенные случайные 

величины с параметрами   и   соответственно. 

Получим вид функции )(xF  из (2) для этого конкретного случая: 

  


 


 
x

tt

t

st dteedsedtexF
00

,1)(  

тогда                                    .0,)()( )(  
 xeexFxf tt

                           (13) 
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Аналогично найдем вид функции )(xF  из (2) 

 





 
x

tt
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st dteedsedtexF
00

,)(  

тогда 

                                     .0,)()( )(  
 xexFxf x

                                  (14) 

Получим преобразования Лапласа )(s , )(s  для функций )(xf  и )(xf  соответственно  

из (13)−(14) в виде: 
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Используя результат (5) теоремы 1 и формулы (15)−(16), находим преобразование Лапласа )(s  для 

плотности вероятностей )(xf : 
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С помощью обратного преобразования Лапласа получим явный вид плотности вероятностей )(xf  ин-

тервала 
 
между соседними событиями в наблюдаемом потоке: 

   .0,)( 



 

 xeexf xx
                       (18) 

Замечание. Стоит отметить интересный факт: формула (18) совпала с результатом, полученным 

в статье [34]. Действительно, продлевающееся мертвое время в таком варианте для экспоненциальных 

распределений сводится к непродлевающемуся мертвому времени, что достаточно просто объясняется 

в вероятностном смысле. 

Частный случай 2. Пусть i  − независимые экспоненциально распределенные случайные вели-

чины с параметрами  , а Ti   , где constT  . 

Тогда функции )(xf  и )(xf  из (2) для этого конкретного случая имеют вид: 
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Получим преобразования Лапласа )(s , )(s  для функций )(xf  и )(xf  соответственно  

из (19) в виде: 
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Используя результат (5) теоремы 1 и формулы (20), находим преобразование Лапласа )(s  для плотно-

сти вероятностей )(xf : 
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3. Преобразование Лапласа длительности общего периода ненаблюдаемости 

 

Введем две вспомогательные случайные величины: 

  iiii 
~

,     iiii  ,  1i ,                              (22) 
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где  A  − индикатор множества A и функции: 

 iii xPxF 


,0)(~ ,  )()( ~~ xFxf

 , 

  iii xPxF  ,0)( ,  )()( xFxf 
 , 1i .                        (23) 

Обозначим через момент  : 

  .0:1min  ii                               (24) 

Тогда длительность общего периода ненаблюдаемости  , учитывая (22)–(24), определяется сле-

дующим образом: 

 
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i .                             (25) 

Теорема 2. Преобразование Лапласа )(s  для плотности вероятностей )(xf  общего периода 

ненаблюдаемости   из (25) имеет вид 
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где )(~ s


 , )(s  − преобразования Лапласа для функций )(~ xf


 и )(xf  соответственно. 

Так как вывод формулы (26) аналогичен выводу формулы (5), то приводить доказательство тео-

ремы 2 не будем. 

Частный случай. Пусть i  и i  независимые экспоненциально распределенные случайные  

величины с параметрами   и   соответственно. 

Получим вид функции )(~ xF


 из (22) для этого конкретного случая: 
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Для функции )(xf  справедлива формула (14). 

Получим преобразование Лапласа )(~ s


  для функций )(~ xf


 из (27) в  виде: 
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Преобразование Лапласа для функций )(xf  из (14) имеет вид (16). 

Используя результат (26) теоремы 2 и формулы (28), (16), находим преобразование Лапласа )(s  

для плотности вероятностей )(xf : 
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С помощью обратного преобразования Лапласа для формулы (29) получим явный вид плотности веро-

ятностей )(xf  общего периода ненаблюдаемости  : 

.0,)(  
 xexf x

                                                              (30) 

Замечание. Стоит отметить, что плотность вероятностей )(xf  общего периода ненаблюдаемо-

сти (30) совпала с плотностью вероятностей длительности i  мертвого времени, что достаточно просто 

объясняется в вероятностном смысле. 
 

Заключение 

 

Для потока однородных событий с заданной плотностью или функцией распределения вероят-

ностей интервала между соседними событиями в схеме с продлевающимся мертвым временем  
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специального типа, подробно описанным в разд. 1 настоящей статьи и наглядно представленным на 

рис. 1, длительность которого имеет также заданную плотность или функцию распределения вероятно-

стей, получены вероятностные характеристики для интервала между соседними событиями в наблюдае-

мом потоке и общего периода мертвого времени, такие как преобразования Лапласа для плотностей рас-

пределения вероятностей в общем случае и плотностей распределения вероятностей в частных случаях. 

Автор выражает признательность доктору физико-математических наук С.Э. Воробейчикову и 

доктору технических наук, профессору А.М. Горцеву за обсуждение вопросов, связанных с написа-

нием данной статьи. 
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The flow of events with dead times is studied. Denote i , ...2,1i , the time intervals between events of the flow with known 

distribution function. The arrival of event is followed by the period of random length with known distribution function when the events 

of the flow are unobservable (dead time). If a next event arrives during this period, then the current dead time period is finished but  

a new period is generated (prolonging dead time). Denote i , ...2,1i , the duration of dead times. To study the characteristics of the 

process, we introduce the random values 

 iiii  ,     iiii  ,  1i , 

where  A  is the indicator of a set A and the functions: 

 iii xPxF  ,0)( ,  )()( xFxf   , 

 iii xPxF  ,0)( ,  )()( xFxf   , 1i . 

Define the time ν 

 .0:1min  ii . 

Taking the time interval τ between observed events is defined in the following way: 







 
1

1i

i . 

Theorem 1. The Laplace transformation )(s   of the probability density )(xf  of a time interval τ between observed events has the form 

)(1

)(
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s

s
x









 , 

where )(s , )(s  are the Laplace transformations of the functions )(xf  and )(xf  respectively. 

http://elibrary.ru/item.asp?id=32082808
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To find the characteristics of the time interval   when the events cannot be observable, we introduce the auxiliary random 

variables 

 iiii 
~

,     iiii  ,  1i , 

and functions: 

 iii xPxF 


,0)(~ ,  )()( ~~ xFxf

 , 

 iii xPxF  ,0)( ,  )()( xFxf   , 1i . 

Denote the time ν: 

 .0:1min  ii  

Taking the time interval   is defined as follows: 







 
~

1

1i

i . 

Theorem 2. The Laplace transformation )(s  of the density function )(xf  of time interval   has the form 

)(1
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x









 , 

where )(~ s


 , )(s  are the Laplace transformations of functions )(~ xf


 and )(xf , respectively. 

Examples of using Theorem 1and Theorem 2 for some types of distribution are given. 

Thus, for a flow of homogeneous events with a given density or probability distribution function of the interval between observed 

events in a flow with prolonging dead time of  special type, the duration of which also has a given probability distribution function, the 

Laplace transformations for the probability density distribution in the General case and the probability density distribution in particular 

cases are obtained. 

 

Keywords: flow of events; time interval between observed events; prolonged dead time; probability density; distribution function; 

Laplace transformation. 
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