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О ФУНКЦИЯХ ПЕРВОГО КЛАССА БЭРА НА НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ
НЕМЕТРИЗУЕМЫХ ПРОСТРАНСТВ1

Для функций первого класса Бэра заданных на метризуемых пространствах
известен критерий Бэра. Доказывается аналог этой теоремы для функций
первого класса Бэра, заданных на более широком классе пространств, а
именно на пространствах, являющихся одновременно наследственно линде-
лефовыми и наследственно бэровским, но не обязательно метризуемых. В
частности, прямая Зоргенфрея, ее модификции и пространства Хаттори об-
ладают этими свойствами.

Ключевые слова: прямая Зоргенфрея, функция первого класса Бэра, на-
следственно бэровское пространство, наследственно линделефово про-
странство, cl-функция, множества типа Fσ  и Gδ .

В данной работе все топологические пространства подразумеваются нормаль-
ными и используются следующие обозначения: `  – множество натуральных чи-
сел; \  – пространство вещественных чисел, наделенное стандартной евклидовой
топологией; символом S  обозначается прямая Зоргенфрея (или «стрелка»), пред-
ставляющая собой множество вещественных чисел, топология в котором порож-
дена базой ( ]{ }, : , ,a b a b a b∈ <\ . Если множество A ⊂ \ , то символом AS  обо-
значим топологическое пространство, в котором база окрестностей точки x  опре-
деляется следующим образом:

[ ){ }, , 0x x + ε ∀ε > , если x A∈ ⊂ \ ;
( ]{ }, , 0x x− ε ∀ε > , если \x A∈\ .

В частности, если A = ∅ , то AS S= .
Множеством первой категории в топологическом пространстве называется

множество, представимое в виде счетного объединения нигде не плотных мно-
жеств. Топологическое пространство X  называется бэровским, если пересечение
любой последовательности открытых всюду плотных множеств всюду плотно.
Топологическое пространство X  называется наследственно бэровским, если ка-
ждое замкнутое подмножество F X⊂  является бэровским пространством.

В работе [3] показано, что регулярное, с первой аксиомой счетности простран-
ство является наследственно бэровским тогда и только тогда, когда оно не имеет
счетного замкнутого подпространства без изолированных точек.

Предложение 1. Пространство AS  является наследственно бэровским для лю-
бого множества A ⊂ \ .

Доказательство. Поскольку пространство AS  регулярное и имеет первую ак-
сиому счетности, то в силу предыдущего утверждения достаточно показать, что
                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 17-51-

18051.
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пространство AS  не имеет счетного замкнутого подпространства без изолирован-
ных точек. Пусть множество F  замкнуто в AS  и не имеет изолированных точек.

Тогда замыкание F  множества F  в евклидовой топологии прямой также не со-
держит изолированных точек. Это означает [1], что множество F  несчетно. По-
скольку множество \F F  счетно, то F  является несчетным. ,

Для любого множества A ⊂ \ , пространство AS  нормальное и линделефовое.
Эти факты можно доказать аналогично доказательствам нормальности и линде-
лефовости прямой Зоргенфрея [8].

Совершенным пространством называется пространство, в котором все замкну-
тые множества имеют тип Gδ . Нетрудно видеть, что в пространстве AS  открытые
множества являются счетным объединением промежутков вида ( ]1 1,a b , [ )2 2,a b ,
( )3 3,a b , [ ]4 4,a b , а каждый из этих промежутков имеет тип Fσ . Таким образом,
пространство AS  является совершенным для любого множества A ⊂ \ . Отсюда
следует, что пространство AS  наследственно линделефово [8].

Пусть X  – топологическое пространство. Отображение :f X → \  называет-
ся функцией первого класса Бэра, если существует последовательность непрерыв-
ных функций { } 1i if ∞

= , поточечно сходящаяся к функции f  на множестве X .
Множество всех функций первого класса Бэра обозначается ( )1B X . В силу того,
что топология, заданная на AS , тоньше, чем топология на прямой, то

( ) ( )1 1 AB B S⊂\ , но обратное включение не верно.
Пример 2. Пусть K  – канторово множество в евклидовой прямой. Тогда

( )
1

\ ,n n
n

K a b
∞

=

=\ ∪ . Пусть { }n nB b ∈= ` и для каждого натурального n  заданы воз-

растающие последовательности { }i
n i

b
∈`

, ( ),i
n n nb a b∈ , сходящиеся к точкам nb .

Определим непрерывные функции :if S → \  следующим образом: ( ) 0if x = , ес-

ли ( ) )
1

\ ,
i

i
n n

n
x K B a b

=

⎛ ⎞
⎡∈ ∪ ⎜ ⎟⎣

⎝ ⎠
∪ , ( ) 1i nf b =  при n i≤  и линейные на каждом множе-

стве ,i
n nb b⎡ ⎤⎣ ⎦ . Нетрудно видеть, что для всех i ∈`  функции if  непрерывны на S

и ( ) ( )lim i Bi
f x x

→∞
= χ  для любой точки x S∈ . Таким образом, характеристическая

функция Bχ  является функцией первого класса Бэра на S . Так как функция |B Kχ
не имеет точек непрерывности на замкнутом в евклидовой топологии множестве
K , то ( )1B Bχ ∉ \  по теорема Бэра [4].

Тот факт, что пространства ( )1B \  и ( )1B S  различны также следует из [6]
ввиду того, что ( )1B \  секвенциально сепарабельно, а ( )1B S  – нет (напомним,
что пространство X  называется секвенциально сепарабельным, если существует
счетное подмножество D X⊂ , такое, что любая точка x X∈  есть предел некото-
рой последовательности точек из множества D ).
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Функцию f , заданную на топологическом пространстве X  со значениями в
вещественной прямой, называют cl-функцией (cliquish) в точке x X∈ , если для
любого 0ε >  и любой окрестности U  точки x  существует открытое непустое
множество G U⊂ , такое, что ( ) ( )f y f z− < ε  для любых двух точек ,y z G∈ .
Функцию f  называют cl-функцией, если она cl-функция в каждой точке x X∈ , а
множество всех таких функций обозначается ( )CL X . В работе [5] показано, что
для любой cl-функции f , заданной на топологическом пространстве X , множе-
ство точек разрыва Df функции f является множеством первой категории. Из этого
вытекает следующее

Предложение 3. Пусть X  – бэровское пространство, ( )f CL X∈  и fС  – мно-
жество точек непрерывности функции f. Тогда множество Cf всюду плотно в X.

Доказательство. Поскольку ( )f CL X∈ , то в силу предыдущего утверждения

1
f n

n
D F

∞

=

=∪ , где множества nF  нигде не плотны. Следовательно, \f fC X D= =

( )
1 1

\ \n n
n n

X F X F
∞ ∞

= =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪ ∩ . Тогда множества \ nX F  открыты, всюду плотны и,

поскольку пространство X  – бэровское, то множество fC  всюду плотно. ,

Теорема 4. Пусть X  – бэровское пространство. Тогда ( ) ( )1B X CL X⊂ .
Доказательство. Пусть множество U  открыто в X . Тогда подпространство

U  – бэровское (см. [7]). Пусть функция ( )1g B X∈  и |Uf g= . Очевидно, что
( )1f B U∈ . Пусть последовательность непрерывных функций { }n nf ∈`  на множе-

стве U  поточечно сходится к функции f . Следовательно, для любой точки

x U∈  последовательность ( ){ } 1n nf x ∞
=  является фундаментальной в \ . Зафикси-

руем 0ε > . Тогда p
p N

U F
∈

= ∪ , где ( ) ( ){ }
,

;
3p n m

n m p
F x X f x f x

≥

ε
= ∈ − ≤∩ . Заметим,

что pF U∩  – замкнуто в U  и ( )p
p N

U F U
∈

= ∩∪ . Поскольку подпространство U

бэровское, то найдется номер 0p ∈` , такой, что ( )0
intU pF U∩ ≠ ∅ . Тогда мно-

жество ( )0
intU pV F U= ∩  открыто в U , следовательно, открыто в X  и

0pV F U⊂ ∩ . Это означает, что для любых 0,n m p≥  и точки x V∈  верно нера-

венство ( ) ( )
3n mf x f x ε

− ≤ . Переходя к пределу при m → ∞  получаем, что

( ) ( )
3nf x f x ε

− ≤  для любой точки x V∈  и 0n p≥ . В силу непрерывности функ-

ции 
0pf  существует окрестность W V⊂ , такая, что для любых ,y z W∈  и 0n p≥

верно неравенство ( ) ( )
0 0

/ 3p pf y f z− < ε . Применяя неравенства треугольника,

получаем ( ) ( )f y f z− < ε . ,
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Из предложения 3 и теоремы 4 получаем
Следствие 5. Пусть X  – наследственно бэровское пространство и ( )1f B X∈ .

Тогда для любого замкнутого множества F X⊂  функция |Ff  на множестве F
имеет точку непрерывности.

Доказательство следующих трех лемм повторяет доказательства этих утвер-
ждений для метризуемых пространств (см. [4]), если учесть тот факт, что про-
странство X  – совершенно нормальное. Мы приведем доказательство только по-
следней из них.

Лемма 6. Пусть X  – топологическое пространство. Если последовательность
функций первого класса Бэра :nf X → \  сходится равномерно к функции

:f X → \ , то ( )1f B X∈ .

Лемма 7. Пусть X  – совершенное пространство. Если 
1

n

i
i

X A
=

=∪ , где множе-

ства iA  имеют тип Fσ , то существуют попарно непересекающиеся множества

1,..., nB B  типа Fσ , такие, что 
1

n

i
i

X B
=

=�  и i iB A⊂  для любого 1,i n= .

Лемма 8. Пусть X  – нормальное пространство и { }0: ,..., nf X c c→ , где числа

0 ... nc c< <  из \ . Если множества ( ){ };k kE x X f x c= ∈ =  имеют тип Fσ  при

0,k n= , то ( )1f B X∈ .

Доказательство. Пусть 
1

k
k i

i
E F

∞

=

=∪ . Положим 
1

m
k k
m i

i
L F

=

=∪ , 
1

n
k

m m
k

L L
=

=∪  и оп-

ределим функцию :m mLϕ → \  следующим образом: ( )m kx cϕ = , если k
mx L∈ .

Заметим, что все множества k
mL  – непересекающиеся и замкнуты в X  и, следова-

тельно, функция mϕ  непрерывная на mL . Тогда в силу теоремы Титце – Урысона

существует непрерывное продолжение j :m Xϕ →\ , такое, что j ( ) ( )m mx xϕ =ϕ  для

любого mx L∈ . Нетрудно видеть, что j ( ) ( )lim mm
x f x

→∞
ϕ =  для любого x X∈ . ,

Для функций первого класса Бэра заданных на метризуемых пространствах,
хорошо известны теорема Лебега и теорема Бэра. Следующие теоремы являются
их аналогами в случае наследственно линделефовых пространств.

Теорема 9. Пусть X  – наследственно линделефово пространство и функция
:f X → \ . Функция ( )1f B X∈  тогда и только тогда, когда для любого открыто-

го множества U ⊂ \  его прообраз ( )1f U−  имеет тип Fσ .

Доказательство. Пусть множество U  открыто в \ . Тогда 
1

k
k

U F
∞

=

=∪  для не-

которых множеств kF , замкнутых в \  и таких, что 1intk kF F +⊂ \  для k N∈ . По-
скольку ( )1f B X∈ , то существует последовательность непрерывных функций
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{ }n n Nf ∈ , такая, что ( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
= . Тогда ( ) ( )1 1

1
n k

k n k
f U f F

∞ ∞
− −

= =

=∪∩  и, следова-

тельно, множество ( )1f U−  имеет тип Fσ .
Предположим теперь, что для любого открытого множества U ⊂ \  его прооб-

раз ( )1f U−  имеет тип Fσ  и функция f  ограничена сверху и снизу точками a  и
b  соответственно. Разобьём множество значений на конечное число промежутков
точками 0 1 ... na с c c b= < < < =  длины не больше 1/n и положим

( ){ }0 1;A x X f x c= ∈ < , ( ){ }1 1;k k kA x X c f x c− += ∈ < < , где 1, 1k n= −  и

( ){ }1;n nA x X f x c −= ∈ > . Заметим, что для любого 0,k n=  множества kA  имеют

тип Fσ . Тогда для пространства 
0

n

k
k

X A
=

= ∪  по лемме 7 существуют множества

0 ,..., nB B  типа Fσ , такие, что 
0

n

k
k

X B
=

=� , k kB A⊂  для любого 0,k n= .

Введем функцию :nf X → \ , полагая ( )n kf x c=  при kx B∈  для любого

0,k n= . Согласно лемме 8, ( )1nf B X∈ . Зафиксируем точку x X∈ . Тогда для
некоторого номера k  имеем, что k kx B A∈ ⊂ . Значит, ( )n kf x c=  и

( )1 1k kс f x с− +< < . Отсюда ясно, что ( ) ( ) 1/nf x f x n− < .
Таким образом, при n → ∞  функции nf  равномерно сходятся к функции f  и,

стало быть, функция ( ) ( )1f x B X∈ .

Пусть теперь для любого открытого множества U ⊂ \  его прообраз ( )1f U−

имеет тип Fσ  и функция f  неогораниченная. Рассмотрим функцию
( ) ( )arctgg x f x= . Очевидно, что для любого открытого множества U ⊂ \  про-

образ 1( )g U−  есть множество типа Fσ . Функция g  ограниченная и, следователь-
но, по предыдущему рассуждению является функцией первого класса Бэра. Тогда

( ) ( )( )tgf x g x=  есть функция первого класса Бэра. ,
Теорема 10. Пусть пространство X  наследственно линделефово и :f X → \ .

Если на всяком непустом замкнутом множестве F  имеются точки непрерывности
индуцированной функции |Ff , то ( )1f B X∈ .

Доказательство. В силу теоремы 9 достаточно показать, что прообраз откры-
того множества имеет тип Fσ .

Пусть ,p q ∈\ , p q< . Положим ( ){ };P x X f x p= ∈ > , ( ){ };Q x X f x q= ∈ < .
Тогда X P Q= ∪ . Используя метод трансфинитной индукции, определим

1ω -последовательности замкнутых множеств { }1;F Xβ ⊂ β < ω  и открытых мно-

жеств { }1;Uβ β < ω , таких, что F Fα β⊂  при β < α  и множество ( )f U Fβ β∩  при-

надлежит P  или Q  при любом 1β < ω . Пусть 0 AF S=  и 0U  – окрестность некото-
рой точки непрерывности функции f , такая, что ( )0f U  принадлежит P  или Q .
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Предположим, что для всех β < α  определены семейство открытых множеств

{ }Uβ β<α
 и семейство замкнутых множеств { }Fβ β<α

, таких, что 1 1\F F Uβ β− β−= ,

1Uβ−  – окрестность некоторой точки непрерывности функции 
1

|Ff
β−

, такая, что

( )1f Uβ−  принадлежит P  или Q , если β  – непредельный ординал и F Fβ γ
γ<β

= ∩ ,

Uβ  – окрестность некоторой точки непрерывности функции |Ff
β

, такая, что

( )f U Fβ β∩  входит в P  или Q , если β  – предельный ординал. Если α  такое,

что существует 1α − , положим ( )0 1\ ...F X U Uα α−= ∪ ∪ . Заметим, что

1 1\F F Uα α− α−=  и 1F Fα α−⊆ . Если α  – предельный ординал, то F Fα β
β<α

= ∩ .

Пусть Uα  – окрестность точки непрерывности функции |Ff
α

, такая, что

( )f U Fα α∩  входит в P  или Q . Нетрудно видеть, что семейства множеств

{ }1;F Xβ ⊂ β < ω  и { }1;Uβ β < ω  удовлетворяют требуемым условиям.

Пусть ( ) ( )
1 1

\ \G X F X Fα α
α<ω α<ω

= =∩ ∪ . Так как пространство X  – наследст-

венно линделефово, то существует ординал 1γ < ω , такой, что ( )\G X Fα
α<γ

= ∪  и

1 ...F Fγ γ+= = . Если Fγ ≠ ∅ , то U Fγ γ∩ ≠ ∅ , что невозможно, так как

1 \F F U Fγ+ γ γ γ= = . Таким образом, существует ординал 1α < ω , такой, что

Fβ ≠ ∅  при любом β < α  и Fα = ∅ . Тогда ( )1\X F Fβ β+
β<α

= ∪ . Положим

{ }1; \T F F Pβ β+= β < α ⊂ , { }1; \ \L F F Q Tβ β+= β < α ⊂ . Ясно, что L T∩ = ∅ . Тогда

X A B= ∪ , где ( )1\
T

A F Fβ β+
β∈

= ∪ , ( )1\
L

B F Fβ β+
β∈

= ∪ . Поскольку для любого β

множества 1\F Fβ β+  имеют тип Fσ , то и множества A  и B  имеют тип Fσ . Заме-
тим, что A P⊂ , B Q⊂  и A B∩ = ∅ .

Таким образом, для любых чисел ,p q ∈\ , где p q< , верно, что X A B= ∪ ,
A P⊂ , B Q⊂ , множества A , B  имеют тип Fσ . Фиксируем число p ∈\  и по-
следовательность 1 2 ...q q> > , такую, что lim nn

p q
→∞

= . Для каждого n ∈`

n nX A B= ∪ , где n nA B∩ = ∅ , множества nA  и nB  имеют тип Fσ , nA P⊂ ,

n nB Q⊂ , где ( ){ };n nQ x X f x q= ∈ < . Положим 
1

n
n

R A
∞

=

=∪  и 
1

n
n

W B
∞

=

=∩ . Тогда

R W∩ = ∅ , X R W= ∪ , множество R  имеет тип Fσ . Покажем, что P R= . Пусть
x P∈ . Тогда найдется число n N∈ , такое, что ( ) nf x q>  и nx B∉ , Значит, x W∉
Следовательно, x R∈ . Таким образом, множество P  имеет тип Fσ . Аналогич-
ный результат справедлив для множества Q .
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Следовательно, прообраз любого открытого множества имеет тип Fσ . ,
Таким образом, из следствия 5 и теоремы 10 получен следующий критерий для

функций первого класса Бэра.
Теорема 11. Пусть пространство X  наследственно линделефово и наследст-

венно бэровское. Функция :f X → \  принадлежит ( )1B X  тогда и только тогда,
когда для любого непустого замкнутого подмножества F X⊂  функция |Ff
имеет точку непрерывности.

В работе [9] для любого множества A ⊂ \  определено пространство Хаттори
( )H A . Это множество вещественных чисел \ , в котором база окрестностей точ-

ки x  определяется следующим образом:
( ){ }, , 0x x− ε + ε ∀ε > , если x A∈ ⊂ \ ;

[ ){ }, , 0x x + ε ∀ε > , если \x A∈\ .

Заметим, что пространства AS  и пространства Хаттори ( )H A  удовлетворяют
условию теоремы 11 (см. [2]) и, значит, верно следующее

Следствие 12. Функция :f E → \ , где AE S=  или ( )E H A= , принадлежит
( )1B E  тогда и только тогда, когда для любого непустого замкнутого подмноже-

ства F X⊂  функция |Ff  имеет точку непрерывности.
Благодарность: Выражаю глубокую благодарность своему научному руково-
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For first Baire class functions given on Polish spaces, Baire’s and Lebesgue’s criteria are
known. We prove analogs of these theorems for topological spaces that are both hereditarily
Lindelöf and hereditarily Baire spaces.

An analogue of Lebesgue’s theorem is as follows: let a space X  be a hereditarily Lindelöf
space and a function :f X → \  . A function f  is a first Baire class function if and only if the
inverse image of an open set in \  has type Fσ .

The necessity of the following theorem is true for hereditarily Baire spaces and the proof uses
the concept of cliquish functions. We affirm that sufficiency is true for hereditarily Lindelöf
spaces.

An analogue of Baire’s theorem is as follows: let X  be a hereditarily Lindelöf and
hereditarily Baire space. A function :f X → \  belongs to the set of first Baire class functions if
and only if for any non-empty closed subset F  the function |Ff  has a point of continuity.

For a subset A  of the real line \ , a modification of the Sorgenfrey line S  denoted as AS  is
defined as follows: neighborhoods of points from A  are given by neighborhoods of the right half-
open topology, and those in the complement of A  are given by neighborhoods of the left half-
open topology. For a subset A  of the real line \ , a Hattori space denoted as ( )H A  is defined as
follows: neighborhoods of points from A  are given by usual Euclidean neighborhoods and those
in the complement of A  are given by neighborhoods of the right half-open topology. In
particular, spaces S S∅= , AS , and ( )H A  satisfy the conditions of the previous two theorems.

Keywords: Sorgenfrey line, function of the first Baire class, hereditarily Baire space, hereditarily
Lindelöf space, cliquish function, Fσ  and Gδ  sets.
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