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РАСЧЕТ ПРОНИЦАЕМОСТИ УКЛАДОК
МНОГОСТЕННЫХ НАНОТРУБОК

В рамках ньютоновской механики строится квазидетерминированное опи-
сание процесса проникновения молекул через нанопористые структуры, в
частности через систему параллельно уложенных открытых углеродных
нанотрубок (УНТ). Дается строгое обоснование подхода в случае, когда
сечение пор не меняется по толщине слоя. Метод расчета опирается на оп-
ределение средней энергии воздействия от рассматриваемой системы трубок
на пробную молекулу. Установлено, что укладки открытых трубок дают вы-
сокую степень разделения смесей CH4/He при производительности, отве-
чающей режиму сверхпроницаемости системы.

 Ключевые слова: потенциал взаимодействия молекула – нанотрубка, ук-
ладка трубок, проницаемость укладки, селективность разделения метан-
гелиевой смеси.

Интерес к поверхностным углеродным структурам обусловлен широким спек-
тром возможных приложений. Традиционно большой интерес вызывают вопросы
электронной проводимости самого графена и структур на его основе [1, 2]. В на-
стоящее время множество работ также посвящено изучению углеродных нанотру-
бок (УНТ). Так, например, в [3] рассмотрены структурные параметры, электрон-
ные свойства и квантовая емкость УНТ. Работа [4] освещает работы по фотопро-
водимости многостенных УНТ. Обеспечивающие очевидный практический ре-
зультат каталитические свойства УНТ рассмотрены в [5 и 6]. Результаты по раз-
делению газовых смесей представлены в работах [7 и 8]. Энергетические взаимо-
действия между атомами внутри структуры приводят к задачам механики угле-
родных структур, решение которых дает данные по упругим свойствам одностен-
ных УНТ [9], по механическим свойствам при растяжении графена [10], по изгибу
и вибрации УНТ [11], по неустойчивости УНТ, обернутой молекулой полиэтилена
[12]. Перенос энергии колебаний атомов как в чисто углеродных, так и в смешан-
ных структурах, называемый теплопроводностью нанообъектов, рассмотрен в ра-
ботах [13,14]. В них рассматривается один из аспектов коллективного взаимодей-
ствия атомов углеродной структуры, а именно трансляция энергии в одном из на-
правлений. В задачах прохождения свободных молекул через нанопористые
структуры определяющим является аспект взаимодействия отдельных молекул с
фрагментами структуры, в качестве которых часто выступают УНТ. Это привело
к созданию высокопроизводительных микс-матричных мембран для эффективно-
го разделения газовых смесей [15−17]. Важными также являются работы по кана-
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лированию протонов через углеродную трубку [18] и по использованию УНТ для
хроматографического разделения [19].

Очень интересными для теоретического изучения и перспективными для прак-
тического применения являются чистые УНТ-материалы [20]. Именно такой ма-
териал рассматривается в настоящей работе, который в конце концов использует-
ся для анализа разделения СН4/He-смеси.

Личный опыт авторов связан с вопросами математического моделирования
проницаемости на базе молекулярно-кинетических моделей [21−25].

Трубки, не содержащие пор на боковой поверхности, являются непроницае-
мыми в отношении поперечных переходов любых молекул и атомов. В связи с
этим газовые компоненты могут двигаться лишь по межтрубному пространству
по треугольным туннелям или через саму трубку, являющуюся цилиндрическим
туннелем. Трубки, уложенные параллельно друг другу, образуют некий слой, в
котором объем свободного пространства будет пропорционален свободной пло-
щади, находящейся в нормальном по отношению к осям трубок сечении. В методе
эквивалентного однородного слоя свободное пространство начинается непосред-
ственно от стенки 2D-материала, и это очень удобно, поскольку можно проводить
интегрирование по всей рассматриваемой области.

Рассмотрим проницаемость системы параллельно уложенных многостенных
УНТ. На первый взгляд кажется, что внешние слои трубки не оказывают влияния
на движение молекул в приосевой зоне трубки. Однако это не так. Хвосты потен-
циальных ям, порожденных каждым отдельным внутренним слоем (рис. 1), скла-
дываются и обеспечивают большую скорость прохождения молекул в продольном
направлении в сравнении со случаем одностенной трубки. Идеальная укладка
трубок позволяет применить достаточно строгий подход при описании процесса
взаимодействия молекул с углеродной структурой.
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Рис. 1. Фрагмент трехстенной УНТ, не содержащий торцевых крышек
Fig. 1. Fragment of a three-walled carbon nanotube (CNT) without end caps
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Туннельные структуры

Под туннельными структурами будем понимать систему параллельно уложен-
ных нанотрубок, а также фуллерит, сэндвич-структуру и другие идеальные систе-
мы, в которых просматривается туннель. УНТ – совершенный туннель со стенка-
ми, запрещающими боковые переходы молекул (туннель закрытого типа).

Если решить задачу о прохождении молекулы сквозь открытую одностенную
УНТ, то мы увидим, что четверть сечения стандартной трубки свободно для про-
хождения молекул. Перемещающаяся частица, направленная внутрь трубки, затя-
гивается в туннель, где продолжает движение в приосевой зоне трубки. При этом
в первой половине по длине трубки ее скорость увеличивается в несколько раз, во
второй половине и при выходе из УНТ – снижается до начального уровня скоро-
стей. Это отличает молекулярный туннель от движения капсулы в трубе пневма-
тической системы или движения света в оптическом волокне, где скорости дви-
жения не зависят от длины туннеля.

В результате из-за ускорения движения средняя скорость молекулы внутри
УНТ увеличивается более чем в два раза по сравнению со скоростью входа. Таким
образом, молекулы, попавшие в трубку, долго там не задерживаются. Другими
словами, сам туннель стремится освободиться от находящихся в нем частиц. По-
этому сорбционных (физическая сорбция) молекул внутри трубки нет. Могут
быть только встречные молекулы, число которых можно свести к минимуму за
счет уменьшения противодавления. Таким образом, скорость частицы в молеку-
лярном туннеле направлена по оси туннеля и всегда выше средней скорости теп-
лового движения молекул. Причем если молекула попала в туннель, то ее движе-
ние остается однонаправленным. Все это создает основы для сверхпроницаемости
мембран, выполненных из параллельно уложенных открытых нанотрубок.
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Рис. 2. Скорость атомов гелия при прохождении нанотрубок различной длины
(длины трубок равны 1.69, 3.38, 5.07 и 6.76 нм соответственно)

Fig. 2. Velocity of the helium atoms when passing nanotubes of various lengths
(the lengths are of 1.69, 3.38, 5.07, and 6.76 nm, respectively)
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На рис. 2 показано распределение скоростей при движении атомов гелия по
осевой линии нанотрубок различной длины. Как видно из рисунков, средняя ско-
рость частиц более чем в два раза выше скорости входа в трубку.

Таким образом, молекула проходит рассматриваемый идеальный туннель
очень быстро.

Это никак не вяжется с диффузионными скоростями, которые на несколько
порядков ниже тепловой скорости движения молекул. Поэтому применение схе-
мы определения диффузионной проницаемости к туннельным структурам нецеле-
сообразно. Нужна другая процедура, которая будет опираться на определение
массы прошедшего через мембрану вещества в условиях неглубокого вакуума
справа от мембраны.

Если настроить туннельную структуру (регулируя перепад давления p1/p2) на
разделение газов таким образом, что молекулы будут двигаться по туннелю це-
почкой в нужном направлении, то встречные не попадут в мембрану, а столкно-
вения будут уже за фильтрующим слоем. Не будет и роста температуры за счет
того, что внутри туннеля практически нет столкновений молекул со стенкой.

Математическая модель проницаемости слоя

В дальнейшем нам понадобится среднее значение энергии взаимодействия на
свободных участках движения молекул и атомов в межтрубном пространстве. Для
того чтобы избежать особенности в распределении энергии, т.е. иметь конечное
ее значение вплоть до самой стенки, воспользуемся модифицированным LJ-
потенциалом [24]. С его помощью осесимметричное распределение энергии внут-
ри и вокруг трубки конечной длины можно получить, численно проводя двукрат-
ное интегрирование [43]:

( )
11 52π

0 0

σ σ σ, 4ε th φ ' '
ρ ρ ρ

l

k kU r z a q d dz
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ , (1)

( )22 2 2ρ 2 cosφ ' 'r a ar z z= + − + − , (2)
где r, z – цилиндрические координаты; φ', z' – переменные интегрирования;
σ, ε – параметры LJ-потенциала; ak (k = 1, … , n) – радиусы слоев многослойной
трубки (нумерация слоев от внутреннего к внешнему); длина трубок l – одинако-
вая для всех трубок укладки; q – количество атомов углерода на единицу площади
поверхностной кристаллической структуры.

Подынтегральное выражение в (1), взятое в нуле, имеет бесконечность, такую

как 1
ρ

. Такую же особенность в нуле имеют гравитационный потенциал Ньютона

и потенциал Кулона. В то же время интеграл (1) для точек на поверхности любой
наночастицы обеспечивает конечные значения потенциала взаимодействия. Это
дает возможность еще раз проинтегрировать энергию взаимодействия, но уже по-
перек порового пространства. Причем атомы структуры могут попадать на одну
из границ интегрирования. Выполнив эту операцию, нетрудно получить 1D-
распределение энергии взаимодействия, являющееся барьером для представи-
тельных молекул, проходящих сквозь мембрану. Другими словами, представлен-
ная модификация LJ-потенциала позволяет для расчета проницаемости нанопори-
стых структур использовать метод эквивалентного однородного слоя [25].
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Для последующего изложения лучше иметь аналитическое распределение
энергии, которое можно получить лишь аппроксимацией численных значений,
полученных на основе (1) и (2). Однако можно пользоваться и данными в виде
таблицы таких значений. В любом случае будем считать, что распределение (1)
уже вычислено и тем самым задано.

Если энергетическое воздействие оказывается только одной многослойной
трубкой, то среднее значение энергии в кольце, захватывающем свободную зону
(рис. 3), можно определить по формуле

( ) ( ) ( )1

1 0

2π ,
ean

k
e k

U z U r z rdr
s =

= ∑ ∫ . (3)

Здесь n – число внутренних слоев многостенной трубки, ae – радиус осреднения;
2πe es a= , где ( )2 2 2ea a h= + ; a – собственный радиус трубки; h – шаг укладки.

h

2a

re

Рис. 3. Фрагмент регулярной укладки трёхстенных нанотрубок
Fig. 3. Fragment of the regular stacking of three-walled nanotubes

Поскольку среднее воздействие от каждой из четырех симметрично располо-
женных трубок одинаково, то полное воздействие определится простым суммиро-
ванием:

( ) ( ) ( )14U z U z= . (4)
Проницаемость однородного слоя определяется лишь поперечной по отноше-

нию к слою составляющей движения некоторой молекулы-представителя всех
проходящих частиц:

( )dU zdwm
dt dz

= − . (5)

Здесь m – масса проходящей через слой молекулы, w – нормальная по отношению
к слою компонента скорости, U(z) определяется формулами (1) – ( 4).



52 М.А. Бубенчиков, О.Э. Колыхалова, О.В. Усенко

Поскольку движение внутри однородного слоя является инерционным, то ре-
шение уравнения (5), определяющее поперечную к слою компоненту скорости,
заключает в себе всю статистику, связанную с местоположением молекулы и ее
направлением движения.

Опираясь на распределение Максвелла для частиц, находящихся перед мем-
браной, можно найти долю прошедших через слой молекул, определяющуюся
лишь предельной скоростью молекулы:

( )
пр

2β2 exp β
πo

w

D w dw
∞

= −∫ . (6)

Здесь wпр – предельная скорость молекулы-представителя.
Распределение Максвелла, справедливое для каждой из подсистем исходной

смеси газов, используется здесь как способ набора статистки по исходному со-
стоянию газовых компонент. Определяющую роль в предлагаемой схеме расчета
проницаемости однородного слоя имеет процедура нахождения предельной ми-
нимальной скорости прохождения молекул. Расчетами было установлено, что для
каждой проницаемой мембраны существует ненулевая скорость, ниже которой
молекула не проходит слой, а выше – проходит. Причем лимитирует прохождение
молекул через однородный слой лишь поперечная к слою компонента скорости.
Эта компонента находится из решения соответствующего одномерного уравнения
движения (5). При этом другие компоненты скоростей имеют постоянные значе-
ния, поскольку перемещения в продольных к поверхности однородного слоя на-
правлениях являются инерционными.

Построенное соотношение (6) учитывает и все наклонные падения молекул.
Если при наклонном падении z-компонента скорости w > wпр, то молекула все
равно пройдет через слой, как и при нормальном по отношению к поверхности
падении. В процессе нахождения wпр проводится около десятка баллистических
испытаний по величине нормальной по отношению к поверхности скорости моле-
кулы. Поэтому соотношение (6) с найденным значением wпр учитывает всю стати-
стику ударяющихся о стенку молекул и по величинам их скоростей, и по углам
наклона траекторий этих молекул к поверхности слоя.

Все интегралы берутся численно с применением формулы трапеций, а уравне-
ние (5) интегрируется по схеме Рунге–Кутты высокого порядка точности.

Результаты расчетов

Найденное по формулам (1) – (4) 1D-распределение потенциальной энергии
взаимодействия углеродной структуры позволяет заменить материальных пред-
ставителей этой структуры (атомы углерода) их энергетическим воздействием.
Этот прием является доминирующим в квантовой механике и квантовой химии.
Таким образом, как и в задачах химического реагирования, в вопросах проницае-
мости барьерная теория имеет определяющее значение. Поэтому очень важным
является правильное определение формы барьера в направлении проникающего
движения молекул (вдоль оси z).

Полученное 1D-распределение энергии для коротких трехслойных трубок
представлено на рис. 4. Видно, что форма профиля энергии на входе и выходе и
даже сама величина энергии около средней части трубки не зависят от ее длины.
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Рис. 4. Распределение энергии в перпендикулярном к слою направлении
при различных значениях длины калиброванных трубок

Fig. 4. Energy distribution in a direction perpendicular to the layer
for various lengths of calibrated tubes

После получения распределения, заданного этим соотношением, требуется де-
сяток-полтора пусков молекул газа определенного сорта, позволяющих найти
предельную скорость для заданного значения параметра укладки h.

Предельная скорость прохождения укладок, отвечающих различным значени-
ем h, представлена на рис. 5. Как видно из рисунка, гелий имеет более низкую
минимальную скорость прохождения однородного слоя.
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Рис. 5. Предельная скорость прохождения прямоугольной укладки трубок
Fig. 5. Ultimate permeability of the rectangular stacking of tubes
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Если учесть, что при нормальных условиях наиболее вероятная скорость дви-
жения атомов гелия составляет 1 100 м/с, а молекул метана – всего 550 м/с, то мы
получим большое различие в величинах проницаемостей. Эти различия демонст-
рируются рис. 6, из которого видно, что при h = 0.5 нм селективность разделения
достигает порядка 100 единиц.
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Рис. 6. Кривая проницаемости прямоугольной укладки нанотрубок
в отношении атомов гелия и молекул метана

Fig. 6. Permeability curve of the rectangular stacking of nanotubes
with respect to helium atoms and methane molecules

Заключение

Таким образом, предложен детерминированный способ расчета относительной
проницаемости нанопористых слоев, которая, в конечном счете, определяется
статистикой ударов молекул о фронтальную поверхность слоя. Дается достаточно
строгое обоснование этого подхода в случае туннельной структуры слоя, а имен-
но для укладки одинаково ориентированных углеродных трубок. В то же время
этот способ допускает естественные обобщения на случай произвольной ориента-
ции удлиненных углеродных наночастиц, а также нанофрагментов из других ма-
териалов, составляющих компактированные нанопористые слои.

Применение разработанной теории позволило без использования статистиче-
ских расчетов определить величину относительной проницаемости слоя. Расчета-
ми также установлено, что укладки трехстенных нанотрубок дают более высокую
степень разделения смесей CH4/He в сравнении с укладками трубок, имеющих
меньшее количество внутренних слоев.
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Bubenchikov M.A., Kolykhalova O.E., Usenko O.V. (2018) CALCULATION OF THE
PERMEABILITY OF THE STACKINGS OF MULTI-WALLED NANOTUBES Vestnik
Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika [Tomsk State University
Journal of Mathematics and Mechanics]. 53. pp. 47−58

DOI 10.17223/19988621/53/5

Carbon nanotubes (CNTs) with open tips are ideal tunnels for molecules and atoms to move at
an average velocity exceeding velocity at the tunnel entrance. A membrane with unique physical
properties can be obtained by stackable packing of CNTs. The performance of such membrane is
essentially higher than that of the membranes whose mass transfer rate is limited by diffusion
transfer. In this paper, a quasi-deterministic description of the molecular penetration through an
ideal tunnel structure, in particular, through the regular stacking of carbon nanotubes with open
tips, is presented. The mathematical model is based on the fundamental concepts of classical
mechanics and is related to development of the barrier theory for the motion of a representative
molecule of penetrating particles. Determining of the barrier energy is implemented using a
modified Lennard – Jones potential that provides a convergence of the integrals over infinite
surfaces, which are perpendicular to the main direction of molecular transport. It is revealed that
there exists a minimum velocity limit for a representative molecule motion trough the energy
barrier found. The values of velocities exceeding the stated limit provide a transparent barrier for
molecules. Therefore, the fraction of passing molecules is determined as integral of the Maxwell
distribution function with the lower limit equal to the minimum rate of penetration. It is also
discovered that three-walled tubes provide higher degree of separation in contrast to the tubes
with fewer layers.

Keywords: potential of “molecule–nanotube” interaction, stacking of tubes, stacking permeability,
selectivity of the separation of methane-helium mixtures.
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