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ПРИВЕДЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ АКУСТИКИ
К ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

И ЕЁ ИССЛЕДОВАНИЕ

Для одномерного уравнения акустики рассматривается коэффициентная об-
ратная задача, которая сводится к задаче оптимального управления, где до-
казываются теоремы существования оптимального управления, выводятся
необходимые условия оптимальности, вычисляется градиент функционала и
предлагается итерационный алгоритм нахождения решения задачи опти-
мального управления с помощью метода проекции градиента.

Ключевые слова: коэффициентная обратная задача, оптимальное управ-
ление, необходимые условия, градиент функционала.

В прямых задачах математической физики стремятся найти функции, описы-
вающие различные физические явления. При этом свойства исследуемой среды
предполагаются известными. Однако свойства изучаемой среды часто являются
неизвестными. Тогда возникают обратные задачи, в которых по информации о
решении прямой задачи требуется определить коэффициенты уравнений. Эти за-
дачи в большинстве случаев некорректны. С другой стороны, искомые коэффици-
енты уравнений являются важными характеристиками изучаемых сред. Поэтому
исследование таких обратных задач математической физики очень важно как с
теоретической, так и с практической точки зрения [1−5]. Для изучения обратных
задач одним из мощных средств является оптимизационный метод [1]. Идея ис-
пользования методов теории оптимального управления для решения обратных за-
дач принадлежит А.Н.Тихонову [6]. С библиографией работ, посвященных опти-
мизационному методу решения обратных задач, можно ознакомиться в работах
В.Г.Романова, С.И. Кабанихина [7, 8].

Одной из важных обратных задач является обратная задача акустики [2, 9].
В работе [2] одномерная обратная задача акустики сводится к нахождению реше-
ния системы интегральных уравнений. В данной работе для одномерного уравне-
ния акустики ставится коэффициентная обратная задача, которая сводится к зада-
че оптимального управления и далее исследуется методами теории оптимального
управления.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу определения пары функций ( ) ( )( ), ,u x t xυ  из следующих
соотношений:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 , , , 0, 0, ;u u ux f x t x t Q T
xt x

∂ ∂ ∂
− + υ = ∈ ≡ ×

∂∂ ∂
(1)

( ) ( ) ( ) ( )0 1
,0

,0 , , 0 ;
u x

u x u x u x x
t

∂
= = ≤ ≤

∂
(2)

0 0, 0, 0 ;x x
u u t T
x x= =
∂ ∂

= = ≤ ≤
∂ ∂

(3)

( ) ( ), , 0 ,u x T g x x= ≤ ≤ (4)

где 0, 0T> >  – заданные числа, ( ),u x t  – акустическое давление, ( )xυ  – функ-
ция, которая выражена через функции плотности среды и скорости распростране-
ния волн в среде [2].

Если функции ( ) ( ) ( ) ( )0 1, , , ,x f x t u x u xυ  заданы, то получаем прямую задачу
( ) ( )1 3− определения функции ( ), .u x t Если ( )xυ  – неизвестная функция, мы до-
полнительно зададим условие ( )4 .Тогда получается обратная задача ( ) ( )1 4−  оп-
ределения пары функций ( ) ( )( ), , .u x t xυ

Предположим, что ( ) [ ] ( ) [ ]1 1
2 0 2 1 2 2, 0, , 0, , 0,f L Q u W u L g W∈ ∈ ∈ ∈  – задан-

ные функции.
Задачу ( ) ( )1 4−  приводим к следующей задаче оптимального управления: най-

ти такую функцию ( )xυ  из множества:

 ( ) [ ] ( ) ( ) [ ]
0

1
2 1 20, : , почти всюду на 0, ,V x W x M x M

⎧ ⎫⎪ ⎪′= υ ∈ υ ≤ υ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

(5)

которая доставляет минимум функционалу

( ) ( ) ( )[ ]2
0

1 , ;
2

J u x T g x dxυ = υ −∫ (6)

при ограничениях (1) − (3), где ( ), ;u x t υ  – решение задачи (1) − (3) при ( ) ,xυ = υ

1 2, 0M M > − заданные числа. Эту задачу назовем задачей ( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6 .−
Функцию ( )xυ назовем управлением, а V − классом допустимых управлений.

Отметим, что если ( )min 0,
V

J
υ∈

υ = то дополнительное условие ( )4  выполняется.

Под решением краевой задачи ( ) ( )1 3−  при каждом фиксированном управле-

нии Vυ∈ будем понимать функцию из ( )1
2 ,W Q равную ( )0u x  при 0t =  и удовле-

творяющую интегральному тождеству

( ) ( )1
0

,0
Q Q

u u u dx dt u x x dx f dx dt
t t x x x

∂ ∂η ∂ ∂η ∂⎡ ⎤− + + υ η − η = η⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦∫ ∫ ∫ (7)

при всех ( ),x tη = η из ( )1
2 ,W Q равных нулю при .t T=
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Из результатов работ [10, 11] следует, что при принятых условиях краевая за-
дача ( ) ( )1 3−  при каждом фиксированным Vυ∈ имеет единственное обобщенное

решение из ( )1
2W Q и справедлива оценка

( ) [ ] ( ) ( )1 1
2 2 2 20 10, 0,W Q W L L Qu c u u f⎡ ⎤≤ + +⎣ ⎦ . (8)

Кроме того, это решение обладает свойствами

[ ] [ ]( ) [ ] ( )( )1
2 20, ; 0, , 0, ; 0, .uu C T W C T L

t
∂

∈ ∈
∂

Здесь и в дальнейшем через с будем обозначать различные постоянные, не зави-
сящие от оцениваемых величин и допустимых управлений.

2. О разрешимости задачи (1) – (3), (5), (6)

Теорема 1. Пусть выполнены условия, принятые при постановке задачи
( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6 .−  Тогда множество оптимальных управлений этой задачи

( ) ( ){ }: min
V

V V J J∗ ∗ ∗ υ∈
= υ ∈ υ = υ  непусто, слабо компактно в [ ]1

2 0,W  и любая ми-

нимизирующая последовательность { }nυ  слабо в [ ]1
2 0,W  сходится к множеству

.V∗

Доказательство. Ясно, что множество ,V  определяемое соотношением ( )5 ,

слабо компактно в пространстве [ ]1
2 0,W . Покажем, что функционал ( )6 слабо в

[ ]1
2 0,W  непрерывен на множестве .V  Пусть Vυ∈  – некоторый элемент,

{ }n Vυ ⊂ − произвольная последовательность, такая, что nυ → υ  слабо в [ ]1
2 0,W

при .n →∞  Отсюда из компактности вложения [ ] [ ]1
2 0, 0,W C→  [10, с. 84] сле-

дует, что
nυ → υ  сильно в [ ]0, .C (9)

В силу однозначной разрешимости краевой задачи ( ) ( )1 3−  каждому управле-
нию n Vυ ∈ соответствует единственное решение ( ), ;n nu u x t= υ задачи ( ) ( )1 3−  и
справедлива оценка ( )1

2
, 1,2,...,n W Qu c n≤ ∀ =  т.е. последовательность { }nu  равно-

мерно ограничена по норме пространства ( )1
2 .W Q Тогда из теорем вложения [10,

с. 64, 71] следует, что из последовательности можно выделить подпоследователь-
ность { }knu , такую, что при k →∞

knu u→  cильно в ( )2L Q ; (10)

,k kn nu uu u
t t x x

∂ ∂∂ ∂
→ →

∂ ∂ ∂ ∂
 слабо в ( )2L Q ; (11)

0 0 ,
k kn t t n t T t Tu u u u= = = =→ →  сильно в ( )2 0, ,L (12)

где ( ) ( )1
2,u u x t W Q= ∈ − некоторый элемент. Покажем, что ( ) ( ), , ; ,u x t u x t= υ т.е.

функция является обобщенным решением задачи ( ) ( )1 3 ,− соответсвующим
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управлению .Vυ∈  Ясно, что справедливы тождества

( ) ( ) ( )1
0

,0k k k
k

n n n
n

Q Q

u u u
x dxdt u x x dx f dxdt

t t x x x

∂ ∂ ∂⎡ ⎤∂η ∂η
− + + υ η − η = η⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ (13)

при всех ( ),x tη = η  из ( )1
2 ,W Q равных нулю при .t T=

Переходя к пределу в ( )13 при k →∞ и используя ( ) ( )9 12 ,− получим, что
функция ( ),u x t  равна ( )0u x при 0t = и удовлетворяет тождеству ( )7 .Отсюда и
из единственности решения задачи ( ) ( )1 3 ,− соответствующего управлению

Vυ∈ , следует, что ( ) ( ), , ; .u x t u x t= υ
Используя единственность решения задачи ( ) ( )1 3 ,− соответствующего управ-

лению ,Vυ∈ легко проверить, что соотношения ( ) ( )10 12− справедливы не только

для подпоследовательности { },
knu но и для всей последовательности

{ }.nu Следовательно, в частности, справедливо предельное соотношение

n t T t Tu u= =→  сильно в ( )2 0,L
при .n →∞

Используя это соотношение, из ( )6 получаем, что ( ) ( )nJ Jυ → υ  при

,n →∞ т.е. ( )J υ  слабо в [ ]1
2 0,W непрерывен на множестве .V Тогда в силу тео-

рем 2 и 4 из [12, с. 49, 51] получаем, что справедливы все утверждения теоремы 1.
Теорема 1 доказана.

Для обеспечения единственности решения задачи оптимального управления
вместо функционала ( )6 можно рассматривать функционал вида

( ) ( ) [ ]1
2

2
0, ,WI Jυ = υ +α υ−ω (14)

где ( )J υ  определен равенством ( )6 ,  0α >  – заданное число, [ ]
0

1
2 0,Wω∈  – за-

данная функция.
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и 0.α > Тогда существует

плотное подмножество G пространства [ ]1
2 0,W , такое, что для любой Gω∈  за-

дача минимизации функционала ( )14  на множестве при условиях ( ) ( )1 3− имеет
единственное решение.

Доказательство. Функционал ( )J υ ограничен снизу и в силу теоремы 1 не-
прерывен на .V Кроме того, множество V замкнуто и ограничено в равномерно
выпуклом банаховом пространстве [ ]1

2 0, .W Тогда из результатов работы [13,
с. 372−373] следует утверждение теоремы 2. Теорема 2 доказана.

3. Дифференцируемость функционала (6)

Теперь исследуем дифференцируемость функционала (6). Пусть ( ), ;x tψ = ψ υ

– обобщенное решение из ( )1
2W Q  сопряженной задачи

( ) ( )
2 2

2 2 0, , ,x t Q
xt x

∂ ψ ∂ ψ ∂
− − υψ = ∈

∂∂ ∂
(15)
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( ) ( )0, , ; , 0t T t T u x T g x x
t= =

∂ψ
ψ = = υ − ≤ ≤

∂
; (16)

0 0, 0, 0 .x x t T
x x= =

∂ψ ∂ψ
= = ≤ ≤

∂ ∂
(17)

Под обобщенным решением краевой задачи ( ) ( )15 17− при каждом фиксирован-

ном управлении Vυ∈  будем понимать функцию ( ), ;x tψ = ψ υ  из ( )1
2 ,W Q  рав-

ную нулю при t T=  и удовлетворяющую интегральному тождеству

( ) ( )[ ] ( )
0

, ; ,
Q

dxdt u x T g x x T dx
t t x x x

∂ψ ∂μ ∂ψ ∂μ ∂μ⎡ ⎤− + + υψ = − υ − μ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦∫ ∫ (18)

при всех ( ),x tμ = μ  из ( )1
2 ,W Q равных нулю при 0.t =

Из результатов работ [10, 11] следует, что краевая задача ( ) ( )15 17−  при каж-

дом фиксированном Vυ∈ имеет единственное обобщенное решение из ( )1
2W Q и

справедлива оценка
( ) ( )1

2 2 0, .t TW Q Lc u g=ψ ≤ −

Учитывая здесь оценку ( )8  и неравенство ( ) ( ) [ ]1
2 20, 10, c. 70 ,t T L W Qu c u= ≤  по-

лучим

( ) [ ] ( ) ( ) [ ]1 1 1
2 2 2 2 20 10, 0, 0, .W Q W L L Q Wc u u f g⎡ ⎤ψ ≤ + + +⎣ ⎦ (19)

Теорема 3. Пусть выполнены предполагаемые выше условия на данные задачи
( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6 .−  Тогда функционал ( )6  непрерывно дифференцируем по Фреше

на V  и его дифференциал в точке Vυ∈  при приращении [ ]
0

1
2 0,Wδυ∈  определя-

ется выражением

( ) , .
Q

uJ dxdt
x
∂′ υ δυ = ψδυ
∂∫ (20)

Доказательство. Рассмотрим приращение функционала ( )6 :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )2
0 0

1, ; , , ,
2

J J J u x T g x u x T dx u x T dx∆ υ = υ+ δυ − υ = υ − δ + δ∫ ∫ (21)

где ( ) ( ) ( ), , ; , ; ,u x t u x t u x tδ ≡ υ+ δυ − υ а ( ), ;u x t υ+ δυ  и ( ), ;u x t υ  – решения зада-
чи ( ) ( )1 3 ,− соответствующие управлениям , .Vυ+ δυ υ∈  Ясно, что функция

( ),u x tδ  является обобщенным решением из ( )1
2W Q  краевой задачи

( ) ( )
2 2

2 2 , ,u u u u x t Q
x xt x

∂ δ ∂ δ ∂δ ∂
− + υ+ δυ = −δυ ∈

∂ ∂∂ ∂
; (22)

0 00, 0, 0 ;t t
uu x
t= =

∂δ
δ = = ≤ ≤

∂
(23)

0 0, 0, 0 .x x
u u t T
x x= =

∂δ ∂δ
= = ≤ ≤

∂ ∂
(24)
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Обобщенное решение из ( )1
2W Q  задачи ( ) ( )22 24− равно нулю при 0t =  и удов-

летворяет интегральному тождеству

( )
Q Q

u u u udxdt dxdt
t t x x x x

∂δ ∂η ∂δ ∂η ∂δ ∂⎡ ⎤− − υ+ δυ η = δυ η⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦∫ ∫ (25)

при всех ( ) ( )1
2, ,x t W Qη = η ∈  равных нулю при .t T=  Как для решения задачи

( ) ( )1 3 ,− для решения задачи ( ) ( )22 24−  справедлива оценка

( )
( )

( ) [ ]1 1 1
2 2 2

2
0, .W Q W Q W

L Q

uu c c u
x
∂

δ ≤ δυ ≤ δυ
∂

(26)

Если в ( )18 положим ( ), ,u x tμ = δ а в ( )25  – ( ), ;x tη = ψ υ  и сложим полученные
соотношения, то имеем

( ) ( )[ ] ( )
0

, ; , .
Q Q

u uu x T g x u x T dx dxdt dxdt
x x
∂ ∂δ

υ − δ = ψδυ + ψ δυ
∂ ∂∫ ∫ ∫

Учитывая это равенство в ( )21 , имеем

( ) ,
Q

uJ dxdt R
x
∂

∆ υ = ψδυ +
∂∫ (27)

где ( )( )2
0

1 ,
2Q

uR dxdt u x T dx
x

∂δ
= ψ δυ + δ −

∂∫ ∫ остаточный член.

Ясно, что выражение в правой части ( )20 при заданном Vυ∈ определяет ли-
нейный функционал от .δυ Кроме того,

( ) ( ) [ ]1 1 1
2 2 2 0, .W Q W Q W

Q

u dxdt c u
x
∂

ψδυ ≤ ψ δυ
∂∫

Учитывая здесь оценки ( ) ( )8 , 19 , получим ограниченность по δυфункционала в
правой части ( )20 .

Теперь проведем оценку остаточного члена ,R входящего в ( )27 .  Используя
неравенство Коши – Буняковского получим

( )
( )

[ ] ( ) ( )1
2 2 2

2

2
0, 0,

1 , .
2L Q W L

L Q

uR u x T
x

∂δ
≤ ψ δυ + δ

∂

Учитывая здесь теоремы вложения ( ) ( )1
2 2 0,W Q L→  [10, с. 70], т.е. оценку

( ) ( ) ( )1
22 0,, W QLu x T c uδ ≤ δ  и оценку ( )26 , получим, что [ ]( )1

2 0, .WR o= δυ

Тогда из ( )27 следует, что функционал ( )6  дифференцируем по Фреше на V и
справедлива формула ( )20 .  Покажем, что отображение ( ) ,J ′υ→ υ определяемое

равенством ( )20 ,  непрерывно действует из V в сопряженное к [ ]
0

1
2 0,W  про-

странство ( )1
2 0, .W −
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Пусть ( ) ( ) ( ), , ; , ; .x t x t x tδψ = ψ υ+ δυ −ψ υ  Из ( ) ( )15 17−  следует, что ( ),x tδψ

является обобщенным решением из ( )1
2W Q краевой задачи

( )[ ] ( ) ( )

( )

2 2

2 2

0

, , ,

0, , , 0 ,

0, 0, 0 .

t T t T

x x

x t Q
x xt x

u x T x
t

t T
x x

= =

= =

∂ δψ ∂ δψ ∂ ∂
− − υ+ δυ ψ = ψδυ ∈

∂ ∂∂ ∂
∂δψ

δψ = = δ ≤ ≤
∂

∂δψ ∂δψ
= = ≤ ≤

∂ ∂
Аналогично ( )19 ,  для решения этой задачи справедлива оценка

( ) ( ) ( ) [ ]1 1
2 22 0,0,, .W Q WLc u x T⎡ ⎤δψ ≤ δ + δυ⎣ ⎦

В силу ограниченности вложения ( ) ( )1
2 2 0,W Q L→  [10, с. 70] из последнего не-

равенства получим, что

( ) ( ) [ ]1 1 1
2 2 2 0, .W Q W Q Wc u⎡ ⎤δψ ≤ δ + δυ⎣ ⎦ (28)

Тогда из ( )26 и ( )28 следует оценка

( ) [ ]1 1
2 2 0, .W Q Wcδψ ≤ δυ (29)

Используя ( )20 и неравенство Коши – Буняковского, имеем

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

1
2

2 2 2
2 2 2

0,

.

W

L Q L Q L Q
L Q L Q L Q

J J

u u uc
x x x

−′ ′υ + δυ − υ ≤

⎡ ⎤∂δ ∂ ∂δ
≤ ψ + δψ + δψ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

В силу ( )26  и ( )29  отсюда получаем оценку

( ) ( ) ( ) [ ]11
22 0,0, ,WWJ J L−′ ′υ + δυ − υ ≤ δυ (30)

где L − констата Липшица. Отсюда следует, что ( )J ′υ→ υ  есть непрерывное

отображение из V в ( )1
2 0, .W −  Теорема 3 доказана.

4. Необходимые условия оптимальности
и формула для градиента функционала (6)

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда для оптимальности
управления ( )x V∗υ ∈  в задаче ( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6−  необходимо, чтобы выполнялось
неравенство

( ) ( ) ( ) ( )( ),
, 0

Q

u x t
x t x x dxdt

x
∗

∗ ∗
∂

ψ υ − υ ≥
∂∫ (31)

для любого ( ) ,x Vυ = υ ∈  где ( ) ( ) ( ) ( ), , ; , , , ;u x t u x t x t x t∗ ∗ ∗ ∗= υ ψ = ψ υ  – решения
задач ( ) ( )1 3−  и ( ) ( )15 17−  соответственно при ( ).x∗υ = υ

Доказательство. Множество ,V  определяемое соотношением ( )5 , выпукло в

[ ]
0

1
2 0, .W  Кроме того, согласно теореме 3, функционал ( )J υ  непрерывно диффе-
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ренцируем по Фреше на V и его дифференциал в точке Vυ∈ определяется равен-
ством ( )20 .  Тогда в силу теоремы 5 из [12, с. 28] на элементе V∗υ ∈  необходимо
выполнение неравенства ( ), 0J ∗ ∗′ υ υ− υ ≥  при всех .Vυ∈  Отсюда и из ( )20
следует справедливость неравенства ( )31  при всех .Vυ∈  Теорема 4 доказана.

Теперь покажем, что можно получить формулу для градиента функционала
( )6 .  Введем следующую краевую задачу об определении функции ( )1 1 ;xψ = ψ υ
из условий

( )
2

1
12 ,0

d
f x x

dx
ψ

− +ψ = < < ; (32)

1 1
0 0,x x

d d
dx dx= =
ψ ψ

= = (33)

где ( )1
0

T uf x dt
x
∂

= ψ
∂∫  [4].

Под решением задачи ( ) ( )32 , 33  при заданном Vυ∈  будем понимать функ-

цию ( )1 1 ;xψ = ψ υ  из [ ]1
2 0, ,W удовлетворяющую интегральному тождеству

1
1 1

0 0

d d dx f dx
dx dx
ψ η⎡ ⎤+ψ η = η⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ (34)

при любой функци ( )xη = η  из [ ]1
2 0, .W

Отметим, что решение задачи ( ) ( )15 17−  при фиксированном Vυ∈  обладает

свойством [ ] [ ]( )1
20, ; 0, ,C T Wψ∈  поэтому она эквивалентна непрерывной функ-

ции и, следовательно, ограничена на .Q  Тогда правая часть уравнения ( )32  при-

надлежит ( )2 0,L  и краевая задача ( ) ( )32 , 33  однозначно разрешима в [ ]1
2 0,W

[14, с. 184].
Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда градиент функционала

( )6  в произвольной точке Vυ∈  определяется выражением

( ) ( )1 ; .J x′ υ = ψ υ (35)
Доказательство. Пусть , Vυ υ+ δυ∈  – произвольные управления, где

[ ]1
2 0,Wδυ∈  – приращение управления на элементе .Vυ∈  Полагая в тождестве

(34) ,η = δυ получим

( )1
1 1

0 0

.
Q

d d udx f x dx dxdt
dx dx x
ψ δυ ∂⎡ ⎤+ ψ δυ = δυ = ψδυ⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦∫ ∫ ∫

Учитывая это равенство в ( )20 , будем иметь

( ) 1
1

0

, .d dJ dx
dx dx
ψ δυ⎡ ⎤′ υ δυ = ψ δυ+⎢ ⎥⎣ ⎦∫
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Отсюда следует, что градиент функционала ( )6 определяется равенством ( )35 .
Теорема 5 доказана.

Следующая теорема выражает необходимое условие оптимальности в задаче
( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6−  с использованием градиента функционала ( )6 .

Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда для оптимальности
управления ( )x V∗ ∗υ = υ ∈ в задаче ( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6−  необходимо, чтобы выполня-
лось неравенство

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
1

0

0
d x d x d x

x x x dx
dx dx dx
∗ ∗

∗ ∗
ψ υ υ⎡ ⎛ ⎞⎤ψ υ − υ + − ≥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦∫

для любой ( ) ,x Vυ = υ ∈  где ( ) ( )1 1 ;x x∗ ∗ψ = ψ υ − решение задачи ( ) ( )32 , 33  при
( ).x∗υ = υ

Доказательство теоремы 6 проводится вполне анологично доказательству тео-
ремы 4 с использованием формулы ( )35 .

5. Алгоритм нахождения приближенного решения задачи (1) – (3), (5), (6)

Множество V выпукло и замкнуто в [ ]
0

1
2 0,W , и мы выше доказали, что функ-

ционал ( ) ( )1,1J C Vυ ∈  [cм. формулу ( )30 ]. Тогда метод проекции градиента мо-
жет применяться для приближенного решения задачи ( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6 .−  В этом
случае метод заключается в построении последовательности { }kυ  по правилу

( )( )1 , 0,1,...,k V k k kP J k+ ′υ = υ −α υ = (36)

где kα − положительная величина, ( )VP υ − проекция точки υ  на множество ,V

kα  выбирается из условия

0
20 ,

2k L
< ε ≤ α ≤

+ ε
(37)

а 0 ,ε ε  – положительные числа, являющиеся параметрами метода [12, c. 73], L –
константа Липшица для градиента ( ).J ′ υ  В [12] в общем случае доказано, что при
произвольном начальном приближении 0 Vυ ∈  последовательность ( ){ }kJ υ  мо-
нотонно убывает и 1lim 0,k k Hk +

→∞
υ − υ =  где { }kυ  – последовательность, получен-

ная методом ( ) ( )36 , 37 .

В нашей задаче ( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6− за пространство H можно взять [ ]
0

1
2 0, .W

 Посмотрим, как выглядит метод проекции градиента для задачи
( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6 .− Проекция любой точки ( ) [ ]1

2 0,x Wυ ∈  на множество V  пред-
ставляет собой функцию ( ) ( ),0 ,VP w x xυ = ≤ ≤  где

( )
( )

( ) ( )
( )

1 1

1

1 1

,
,

;

M при x M
w x x при x M

M при x M

− υ < −⎧
⎪= υ υ ≤⎨
⎪ υ >⎩

 ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2

2 2

,
,

.

M при x M
w x x при x M

M при x M

′− υ < −⎧
⎪′ ′ ′= υ υ ≤⎨
⎪ ′υ >⎩
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Поэтому ( )1 -ek +  приближение ( )1 , 0 ,k x x+υ ≤ ≤  метода проекция градиента для
задачи ( ) ( ) ( ) ( )1 3 , 5 , 6−  будет получаться по правилу

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

; ,
; ; ,

; ;

k k k

k k k k k k k

k k k

M при x x M
x x x при x x M

M при x x M
+

− υ −α ψ υ < −⎧
⎪υ = υ −α ψ υ υ −α ψ υ ≤⎨
⎪ υ −α ψ υ >⎩

(38)

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 2

1 1 1 2

2 1 2

; ,
; ; ,

; ,

k k k

k k k k k k k

k k k

M при x x M
x x x при x x M

M при x x M
+

′ ′− υ −α ψ υ < −⎧
⎪′ ′ ′ ′ ′υ = υ −α ψ υ υ −α ψ υ ≤⎨
⎪ ′ ′υ −α ψ υ >⎩

(39)

причем при выборе kα  в ( ) ( )38 , 39  можно воспользоваться условием ( )37 .
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In this paper, the coefficient inverse problem for the one-dimensional acoustic equation is
considered. The problem is reduced to an optimal control problem. In the new problem, the
existence theorems are proved, necessary conditions of optimality are derived, differentiability of
the functional is shown, and an iteration algorithm for finding the solution of the optimal control
problem based on the gradient projection method is proposed.

We consider the problem of determining a pair of functions ( ) ( )( ), ,u x t xυ  under constraints

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 , , , 0, 0, ,u u ux f x t x t Q T
xt x

∂ ∂ ∂
− + υ = ∈ ≡ ×

∂∂ ∂
(1)

( ) ( ) ( ) ( )0 1
,0

,0 , ,0 ,
u x

u x u x u x x
t

∂
= = ≤ ≤

∂
(2)

0 0, 0,0 ,x x
u u t T
x x= =
∂ ∂

= = ≤ ≤
∂ ∂

(3)

( ) ( ), ,0 ,u x T g x x= ≤ ≤

here, ( ) [ ] ( ) [ ]1 1
2 0 2 1 2 2, 0, , 0, , 0,f L Q u W u L g W∈ ∈ ∈ ∈  – are given functions.

This problem is reduced to the following optimal control problem: find a function belonging
to the set

( ) [ ] ( ) ( ) [ ]
0

1
2 1 20, : , a.e.on 0, ,V x W x M x M

⎧ ⎫⎪ ⎪′= υ ∈ υ ≤ υ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

(4)

and minimizing the functional

( ) ( ) ( )[ ]2
0

1 , ;
2

J u x T g x dxυ = υ −∫ (5)

under constraints (1)–(3), where ( ), ;u x t υ  is a solution of problem (1)–(3) at a given ( ) ,xυ
which is called a control. The solvability of problem (1)–(3), (4), (5) is proved.

Then, the differential of the functional is calculated and the following theorem is proved.
Theorem. Under the conditions considered above, the inequality

( ) ( ) ( ) ( )( ),
, 0

Q

u x t
x t x x dxdt

x
∗

∗ ∗
∂

ψ υ − υ ≥
∂∫

where ( ),x t∗ψ  is solution of the adjoint problem corresponding to the control ( ) :x∗ ∗υ = υ

( ) ( )
2 2

2 2 0, , ,x t Q
xt x

∂ ψ ∂ ψ ∂
− − υψ = ∈

∂∂ ∂

( ) ( )0, , ; ,0 ,t T t T u x T g x x
t= =

∂ψ
ψ = = υ − ≤ ≤

∂

0 0, 0,0x x t T
x x= =

∂ψ ∂ψ
= = ≤ ≤

∂ ∂

is a necessary condition for optimality of the control ( )x∗ ∗υ = υ V∈  of the problem (1)–(3), (4),
(5) if it is fulfilled for all v ∈ V.

AMS Mathematical Subject Classification: 35L20, 49K20

GULIYEV Hamlet Farman (Doctor of Physics and Mathematics, Baku State University, Baku,
Azerbaijan). E-mail: hkuliyev@rambler.ru

NASIBZADEH Vusala Nazim (Sumgait State University, PhD candidate, Sumgait, Azerbaijan). E-
mail: nasibzade1987@gmail.com



16 Г.Ф. Кулиев, В.Н. Насибзаде

REFERENCES

 1. Kabanikhin S.I., Iskakov K.T. (2001) Optimizatsionnye metody resheniya koeffitsiyentnykh
obratnykh zadach [Optimization methods for solving coefficient inverse problems].
Novosibirsk: NSU Publ. 315 p.

 2. Kabanikhin S.I. (2009) Obratnye i nekorrektnye zadachi [Inverse and ill-posed problems].
Novosibirsk: Sib. scient. Publ. 457 p.

 3. Tagiev R.K. (2012) On optimal control of the hyperbolic equation coefficients. Automation
and Remote Control. 73(7). pp 1145–1155. DOI: 10.1134/S0005117912070041.

 4. Tagiev R.K. (2010) Zadachi optimal’nogo upravleniya koeffitsiyentami uravneniy s chastnymi
proizvodnymi [Problems of Optimal Control for Coefficients of Partial Differential Equa-
tions]. Abstract of the doctoral dissertation. Baku.

 5. Li Bo, Lou Hongwei (2012) Optimality conditions for semilinear hyperbolic equations with
controls in coefficients. Applied Mathematics and Optimization. 65(3). pp. 371–402.

 6. Tikhonov A.N. (1963) O reshenii nekorrektno postavlennykh zadach i metode regulyarizatsii
[On the solution of ill-posed problems and the regularization method]. Dokl. AN SSSR.
151(3). pp. 501–504.

 7. Romanov V.G., Kabanikhin S.I. (1991) Obratnye zadachi geoelektriki [Inverse problems of
geoelectrics]. Moscow: Nauka.

 8. Kabanikhin S.I. (1995) Numerical analysis of inverse problems. J. Inverse and Ill-Posed
Problems. 3(4). pp. 278–304.

 9. Iskakov K.T., Kabanikhin S.I. (2000) Obobshchennoye resheniye obratnoy zadachi dlya
uravneniya akustiki [Generalized solution of the inverse problem for the acoustic equation].
Novosibirsk. Publishing House of Discrete Mathematics and Informatics Research Institute.

 10. Ladyzhenskaya O.A. (1973) Krayevye zadachi matematicheskoy fiziki [Boundary-value
problems of mathematical physics]. Moscow: Nauka. 408 p.

 11. Lions J.L, Magenes E. (1971) Neodnorodnye granichnye zadachi i ikh prilozheniya
[Nonhomogeneous boundary value problems and their applications]. Moscow: Mir.

 12. Vasilyev F.P. (1981) Metody resheniya ekstremal’nykh zadach [Methods for solving
extremum problems]. Moscow: Nauka. 400 p.

 13. Ekeland I., Temam R. (1979) Vypuklyy analiz i variatsionnye problemy [Convex analysis and
Variational Problems]. Moscow: Mir. 399 p.

 14. Mikhailov V.P. (1983) Differentsial’nye uravneniya v chastnykh proizvodnykh [Differential
equations in partial derivatives]. Moscow: Nauka. 424 p.



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2018 Математика и механика № 54

УДК 517.977.56 MSC 49K20
DOI 10.17223/19988621/54/2

К.Б. Мансимов, Ш.М. Расулова

ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ ОСОБЫХ УПРАВЛЕНИЙ
В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рассматривается одна задача оптимального управления, занимающая про-
межуточное положение между задачами оптимального управления система-
ми с сосредоточенными и с распределенными параметрами. Установлены
необходимые условия оптимальности особых управлений в смысле принци-
па максимума Понтрягина.

Ключевые слова: принцип максимума Понтрягина, необходимое условие
оптимальности особых управлений, формула приращения.

Исследуется ряд задач оптимального управления [1, 2], занимающих промежу-
точное место между задачами оптимального управления системами с сосредото-
ченными и с распределенными параметрами.

Как отмечано в [1], эти задачи тесно связаны с задачами оптимального управ-
ления с сосреточечными параметрами, но вместе с тем могут быть интерпретиро-
ваны так же, как задачи оптимального управления для уравнений в частных про-
изводных, с управлением на границе (граничная задача оптимального управления
для одной системы с распределенными параметрами).

В [1, 2] для подобных задач получены необходимые условия оптимальности
типа принципа максимума Л.С. Понтрягина и достаточные условия оптимально-
сти типа В.Ф. Кротова.

В предлагаемой работе исследуется задача оптимального управления типа [1,
2] с несколько иным критерием качества. При помощи метода приращений снача-
ла установлены необходимые условия оптимальности первого порядка в форме
принципа максимума Понтрягина (см., напр., [3, 4]).

Заметим, что принцип максимума Понтрягина, являясь необходимым услови-
ем оптимальности первого порядка, нередко вырождается, становясь неэффеек-
тивным. Такие случаи называют особыми а соответствующие управления – осо-
быми управлениями. Для исследования на оптимальность особых управлений на-
до иметь новые необходимые условия оптимальности.

В работе, применяя методику, предложенную и развитую авторами [5−11] и
др., исследуются также особые случаи. Суть применяемой схемы заключается в
построении новых формул приращения второго порядка критерия качества, по-
зволяющие получить необходимые условия оптимальности первого и второго по-
рядков с единых позиций.

Для задачи, рассматриваемой в статье, особые управления исследуются впер-
вые.

Заметим,что особые управления возникают во многих прикладных задачах оп-
тимального управления (см., напр., [12−14]).
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2. Постановка задачи

Допустим, что управляемый процесс в области D T X= ×
[ ] [ ]( )0 1 0 1, , ,T t t X x x= =  описывается системой дифференциальных уравнений

( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,tz t x f t x z t x u t x=  ( ),t x D∈ , (1)

с начальным условием
( ) ( )0 , , .z t x y x x X= ∈  (2)

Здесь ( ), , ,f t x z u  – заданная n-мерная вектор-функция непрерывная по совокуп-
ности переменных вместе с частными производными по z до второго порядка
включительно, 0 1 0 1, , ,t t x x  – заданы, ( ),u t x  – r-мерная кусочно-непрерывная по t
(с конечным числом точек разрыва первого рода) при всех x X∈  и непрерывная
по x  при всех t T∈  управляющая вектор-функция со значениями из заданного
непустого и ограниченного множества rU R⊂ , т.е.

( ), ,ru t x U R∈ ⊂  ( ),t x D∈ . (3)

а ( )y x  – управляемая начальная вектор-функция, определяемая из уравнения

( ), , ,y g x y v=  x X∈ , (4)
с начальным условием

( )0 0y x y= , (5)

где ( ), ,g x y v  – заданная n-мерная вектор-функция непрерывная по совокупности
переменных вместе с частными производными по y  до второго порядка включи-
тельно, 0y  – заданный постоянный вектор, ( )v x  – q-мерный кусочно-непрерыв-
ный (с конечным числом точек разрыва первого рода) вектор управляющих воз-
действий со значениями из заданного непустого и ограниченного множества

qV R⊂ ,т.е.

( ) ,qv x V R∈ ⊂  x X∈ . (6)

Пару ( ) ( )( ), ,u t x v x  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым
управлением.

Под решением задачи (1), (2), (4), (5), соответствующем допустимому управ-
лению ( ) ( )( ), ,u t x v x , понимается пара ( ) ( )( ), ,z t x v x  функций ( ) ( ), ,z t x y x , не-
прерывных по совокупности переменных, при этом ( , )z t x и ( )y x  – кусочно глад-
кие по t  и x  (с конечным числом точек разрыва первого рода) соответственно и
удовлетворяющие соотношениям (1), (2), (4), (5).

На решениях задачи (1), (2), (4), (5), порожденных всевозможными допусти-
мыми управлениями, определим функционал

( ) ( )( ) ( )( )
1

0

1 1, , ,
x

x

S u v y x G x z t x dx= ϕ + ∫ . (7)

Здесь ( )yϕ , ( ),G x z  – заданные скалярные функции непрерывные по совокупно-
сти переменных вместе с частными производными по y, z соответственно до вто-
рого порядка включительно.
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Допустимое управление ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο , доставляющее минимум функцио-

налу (7) при ограничениях (1) – (6), назовем оптимальным управлением, а соот-
ветствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , ,u t x v x z t x y xο ο ο ο  – оптимальным процессом.

Нашей целью является вывод необходимых условий оптимальности.

3. Формула для приращения второго порядка критерия качества

Пусть ( ) ( )( ), ,u t x v x  – фиксированное, а ( ) ( ) ( )( , , , ,u t x u t x u t x= + ∆

( ) ( ) ( ))v x v x v x= + ∆  – произвольные допустимые управления.
Через ( ) ( )( ), ,z t x y t , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,z t x z t x z t x y t y t y t= + ∆ = + ∆  обозначим

соответствующие им решения задач (1), (2), (4), (5) и запишем приращение функ-
ционала (7), соответствующее этим допустимым управлениям

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

0

1 1 1 1

, , ,

, , , ,
x

x

S u v S u v S u v

y x y x G x z t x G x z t x dx

ο ο ο ο

ο ο

∆ = − =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ϕ −ϕ + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . (8)

Далее, ясно, что приращение ( ) ( )( ), ,z t x y x∆ ∆  состояния ( ) ( )( ), ,z t x y xο ο

является решением системы дифференциальных уравнений
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , , ,tz t x f t x z t x u t x f t x z t x u t xο ο∆ = − ; (9)

( ) ( )0 , ,z t x y x∆ = ∆  x X∈ ; (10)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , ,y x g x y x v x g x y x v xο ο∆ = − ; (11)

( )0 0y x∆ = . (12)

Предположим, что ( ),t xοψ  ( )( )p xο  – пока неизвестная n -мерная вектор-

функция, удовлетворяющая тем условиям гладкости, которые нужны для кор-
ректности дальнейших рассуждений.

Умножая обе части соотношения (9) ((11)) слева скалярно на ( ),t xοψ

( )( )p xο , а затем интегрируя обе части полученного соотношения по области D

(по t  от 0t -го до 1t ) и введя обозначения

( ) ( ), , , , , , ,H t x z u f t x z u′ο οψ = ψ ,   ( ) ( ), , , , ,M x y v p p g x y v′ο ο= ,

получим

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

0 0
1 1

0 0

, ,

, , , , , , , , , , , , , , ;

t x

t
t x

t x

t x

t x z t x dx dt

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dx dt

′ο

ο ο ο ο

ψ ∆ =

⎡ ⎤= ψ − ψ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫  (13)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

, , , , , ,
x x

x x

p x y x dx M x y x v x p x M x y x v x p x dx′ο ο ο ο ο⎡ ⎤∆ = −⎣ ⎦∫ ∫ . (14)
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Далее, с учетом (10) и (12) имеем

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 0

, ,

, , , , ;

t x

t
t x

x t x

t
x t x

t x z t x dx dt

t x z t x t x y x dx t x dx dt

′ο

′ ′ ′ο ο ο

ψ ∆ =

⎡ ⎤= ψ ∆ −ψ ∆ − ψ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫  (15)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 1

x x

x x

p x y x dx p x y x p x y x dx′ ′ ′ο ο ο∆ = ∆ − ∆∫ ∫ . (16)

С учетом тождеств (13) – (16) формула приращения (8) записывается в виде

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1

0
1 1

0 0
1 1 1

0 0 0

1 1 1 1

1 1 0

1 1

S u , v , , , ,

, , ,

, ,

, , , , , , , , , , , , , ,

x

x
x x

x x
t x x

t
t x x

x

y x y x G x z t x G x z t x dx

t x z t x dx t x y x dx

t x z t x dx dt p x y x p x y x dx

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dx dt

ο ο ο ο

′ ′ο ο

′ ′ ′ο ο ο

ο ο ο ο

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∆ = ϕ −ϕ + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ ψ ∆ − ψ ∆ −

− ψ ∆ + ∆ − ∆ −

⎡ ⎤− ψ − ψ⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

0 0
1

0

, , , , , , .

t x

t
x

x

M x y x v x p x M x y x v x p x dxο ο ο ο

−

⎡ ⎤− −⎣ ⎦

∫ ∫

∫

(17)

Для простоты изложений в дальнейшем будут использованы следующего типа
обозначения:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , , , , , , , , ,u t x H t x H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t xο ο ο ο ο∆ ≡ ψ − ψ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,v x M x M x y x v x p x M x y x v x p xο ο ο ο ο∆ ≡ − ,

( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,z zf t x f t x z t x u t xο ο≡

( ) ( ) ( )( ), ,y yg x g x y x v xο ο≡ .

По предположению ( ), , ,f t x z u , ( ), ,g x y v , ( )yϕ  и ( ),G x z  достаточно гладкие
функции. Поэтому используя формулу Тейлора из (17), получим

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1

,

, , , ,

, , , ,

, , ,

x

y z
x

x t x

t
x t x

x t x t x

zu t x
x t x t x

S u v y x y x G x z t x z t x dx

t x z t x dx p x y x t x z t x dx dt

p x y x dx H t x dx dt H t x z t x dx dt

ο ο ο ο

′ ′ ′ο ο ο

′ο

′ ′∆ = ϕ ∆ + ∆ +

+ ψ ∆ + ∆ − ψ ∆ −

′− ∆ − ∆ − ∆ −

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1

0 0 0

1

0

1

0

,

1 1 1

1 1 1 1

1, , , , ,
2

1 1
2 2

1 , , , , , ,
2

t x t x

z zzu t x
t x t x

x x x

y yv x v x
x x x

x

yy yy
x

x

zz
x

H t x z t x dx dt z t x H t x z t x dx dt

M x dx M x y x dx M x y x dx

y x M x y x dx y x y x y x

z t x G x z t x z t x dx u v

ο

ο

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ −

′ ′− ∆ − ∆ − ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ + ∆ ϕ ∆ +

′+ ∆ ∆ +η ∆ ∆

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫ (18)

где по определению ( )1 ,u vη ∆ ∆  остаток формулы приращения определяемая фор-
мулой

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

1

0

2 2 2
1 1 1 2 1 3

2
4 ,

, ,

1, , , ,
2

1 ,
2

x x

x x
t x t x

zzu t x
t x t x

x

yyv x
x

u v y x z t x dx y x dx

z t x dx dt z t x H t x z t x dx dt

y x M x y x dx

η ∆ ∆ = ο ∆ + ο ∆ − ο ∆ −

′− ο ∆ − ∆ ∆ ∆ −

′− ∆ ∆ ∆

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ (19)

а величины ( )iο ⋅ , 1,4i = , определяются из разложений

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
2y yyy x y x y x y x y x y x y x y xο ο ο′ ′ϕ −ϕ =ϕ ∆ + ∆ ϕ ∆ +ο ∆ ,

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0

1 1 1 1

2
1 1 1 2 1

, , , , , , ,

1 , , , , , ,
2

z
x

zz
x

G x z t x G x z t x G x z t x z t x

z t x G x z t x z t x dx z t x

ο ο

ο

′− = ∆ +

′+ ∆ ∆ + ο ∆∫

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
3

, , , , , , , , ,
1 , , , ,
2

y

yy

M x y x v x p x M x y x v x p x M x y x v x p x y x

y x M x y x v x p x y x y x

ο ο ο ο ο

ο ο

′− = ∆ +

′+ ∆ ∆ +ο ∆

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
4

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,
1 , , , , , , , , , , .
2

z

zz

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

H t x z t x u t x t x z t x

z t x H t x z t x u t x t x z t x z t x

ο ο ο

ο ο

ο ο

ψ − ψ =

= ψ ∆ +

′+ ∆ ψ ∆ + ο ∆

Здесь и в дальнейшем α  – норма вектора в nR , а ( )2
iο α  означает, что

( )2 2 0ο α α →  при 0α→ .
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Если предполагать, что ( ) ( )( ), ,t x p xο οψ  есть решение задачи

( ) ( ), ,t zt x H t xοψ = − ; (20)

( ) ( )( )1 1, , ,xt x G x z t xο οψ = − ; (21)

( ) ( ) ( )0 ,yp x M x t x′ο ο= − −ψ ; (22)

( ) ( )( )1 1yp x y xο ο= −ϕ , (23)

то формула приращения (18) примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0
1

0
1 1 1 1

0 0 0 0
1

0

,

1 1 1 1 1 1

,

, ,

1 1 , , , ,
2 2

1, , , , ,
2

1
2

t x x

u t x v x
t x x

x

yy zz
x

t x t x

z zzu t x
t x t x

x

y yyv x
x

S u v H t x dx dt M x dx

y x y x y x z t x G x z t x z t x dx

H t x z t x dx dt z t x H t x z t x dx dt

M x y x dx y x M x y x dx

ο ο

ο ο

∆ = − ∆ − ∆ +

′ ′+ ∆ ϕ ∆ + ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ( )
1

0

1 , .
x

x

u v+ η ∆ ∆∫  (24)

Далее, из (9) – (12) получаем, что ( ) ( )( ), ,z t x y x∆ ∆  является решением линеа-
ризованной задачи

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,, , , , , ,t z u t xz t x f t x f t x t x u∆ = − ∆ + η ∆  ( ),t x D∈ ; (25)

( ) ( )0 , ,z t x y x∆ = ∆  x X∈ ; (26)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 ,y v xy x g x g x x v∆ = + ∆ + η ∆ ; (27)

( )0 0y x∆ = , (28)
где по определению

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 5,, , , , ,zu t xt x u f t x z t x z t xη ∆ = ∆ ∆ + ο ∆ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 6, yv xx v g x y x y xη ∆ = ∆ ∆ + ο ∆ .

Здесь величины ( )iο ⋅ , 5,6i = , находятся из разложений

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )5

, , , , , , , , , ,
, , , , , , , ,

f t x z t x u t x f t x z t x u t x
f t x z t x u t x z t x z t x

− =
= ∆ + ο ∆

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )6

, , , ,

, , .y

g x y x v x g x y x v x

g x y x v x y x y x

ο

ο

− =

= ∆ + ο ∆

Интерпретируя уравнения (25), (27) как линейные дифференциальные уравне-
ния относительно ( ),z t x∆  и ( )y x∆  соответственно, на основе формулы Коши о
представлении решений линейных неоднородных дифференциальных уравнений
(см., напр., [15−17]) получаем, что решения задач (25) – (28) допускают соответ-
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ственно представления в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 4,, , , , , , , ;
t

u x
t

z t x F t t x y x F t x f x d t x uτ∆ = ∆ + τ ∆ τ τ + η ∆∫  (29)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

5, ,
x

v s
x

y x x s g s ds x v∆ = Φ ∆ +η ∆∫ . (30)

Здесь, по определению,

( ) ( ) ( )
0

4 2, , , , ,
t

t

t x u F t x x u dη ∆ = τ η τ ∆ τ∫ ,

( ) ( ) ( )
0

5 3, , ,
x

x

x v x s s v dsη ∆ = Φ η ∆∫ .

Далее, учитывая (30) в (29), получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0

6,

, , ,

, , , , , , ,

x

v s
x

t

u x
t

z t x F t t x x s g s ds

F t x f x d t x u vτ

∆ = Φ ∆ +

+ τ ∆ τ τ + η ∆ ∆

∫

∫  (31)

где по определению
( ) ( ) ( ) ( )6 4 0 5, , , , , , ,t x u v t x u F t t x x vη ∆ ∆ = η ∆ + η ∆ . (32)

Используя независимость и произвольность допустимых управлений ( ),u t x  и
( )v x , положим ( ), 0u t x∆ ≠ , а ( ) 0v x∆ = .
Тогда представление (31) примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

6,, , , , , , ,0
t

u x
t

z t x F t x f x d t x uτ∆ = τ ∆ τ τ + η ∆∫ , (33)

а из формулы приращения (24) критерия качества (7) будем иметь

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1,

1,

1, , , , , ,
2

1 , , , , , ,0 .
2

t x x

u zzu t x
t x x

t x t x

zz zu t x
t x t x

S u v H t x dxdt z t x G x z t x z t x dx

z t x H t x z t x dxdt H t x z t x dxdt u

ο ο ′∆ =− ∆ + ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ +η ∆

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫  (34)

Займемся преобразованием отдельных слагаемых в формуле (34), используя
представление (33).

Имеем

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

0
1 1

0 0 0

1 1 1

1 1 1, ,

, , , ,

, , , , , , , ,

x

zz
x

x t t

zzu x u s x
x t t

z t x G x z t x z t x dx

f x F t x G x z t x F t s x f s x d ds dx

ο

ο
τ

′∆ ∆ =

′ ′= ∆ τ τ ∆ τ +

∫

∫ ∫ ∫
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1

0 0

1

0

1 1 6 1,

6 1 1 1

, , , , , , , ,0

, , ,0 , , , ,

x t

zzu x
x t

x

zz
x

f x F t x G x z t x t x u d dx

t x u G x z t x z t x dx

ο
τ

ο

′ ′+ ∆ τ τ η ∆ τ +

′+ η ∆ ∆

∫ ∫

∫ (35)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

0 0 0 0

, , ,, , , , , ,
t x t x t

z zu t x u x u t x
t x t x t

H t x z t x dxdt H x F t x d f t x dxdtτ

⎡ ⎤
′ ′∆ ∆ = ∆ τ τ τ ∆ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

6, , , , ,0 .
t x

zu t x
t x

H t x t x u dx dt′+ ∆ η ∆∫ ∫  (36)

По аналогии с [5−11] и др. получаем, что

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1 1

0 0 0

1 1

0 0 0

, ,
max ,

6,

, , ,

, , , , , , ,

, , , , , , ,0

t x

zz
t x

t x t t

zzu x u s x
t x t s

t x t

zzu x
t x t

z t x H t x z t x dx dt

f x F t x H t x F t s x dt f s x dx dt

F t x f x d H t x t x u dx dt

τ
τ

τ

′∆ ∆ =

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′= ∆ τ τ ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ τ ∆ τ τ η ∆ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

6 , , ,0 , , .
t x

zz
t x

t x u H t x z t x dx dt+ η ∆ ∆∫ ∫ (37)

Положим по определению

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

1

max ,

1 1 1

, , , , , , ,

, , , , , , .

t

zz
s

zz

K x s F t x H t x F t s x dt

F t x G x z t x F t s x
τ

ο

′τ = τ −

′− τ

∫

(38)

Теперь, учитывая тождества (35) – (37), в формуле приращения (34) получим

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1 1

0 0 0

,

, ,

7, ,

, ,

1 , , , ,
2

, , , , .

t x

u u t x
t x

t t x

u x u s x
t t x

t x t

zu t x u t x
t x t

S u v H t x dx dt

f x K x s f s x d ds dx

H t x F t x d f t x ds dx u

ο ο

τ

∆ = − ∆ −

′− ∆ τ τ ∆ τ +

⎡ ⎤
′⎢ ⎥+ ∆ τ τ ∆ + η ∆

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  (39)
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Здесь по определению

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

1 1

0 0

1 1

0 0 0

7 1 6 1 1 1

1 1 6 1,

6,

6

1 , , ,0 , , ,
2

1 , , , , , , , ,0
2

1 , , , , , , ,0
2

1 , , ,0 , ,
2

x

zz
x

x t

zzu x
x t

t x t

zzu x
t x t

zz
x

u u t x u G x z t x z t x dx

f x F t x G x z t x t x u d dx

F t x f x d H t x t x u dx dt

t x u H t x z t x dx dt

ο

ο
τ

τ

η ∆ = η ∆ + η ∆ ∆ +

′ ′+ ∆ τ τ η ∆ τ −

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟− τ ∆ τ τ η ∆ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′− η ∆ ∆

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫
1 1

0 0

.
t x

t
∫ ∫

Если предполагать, что ( ), 0u t x∆ = , ( ) 0v x∆ ≠ , то представление (31) примет
вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 6, , , , , ,0,
x

v s
x

z t x F t t x x s g s ds t x v∆ = Φ ∆ +η ∆∫ , (40)

а из формулы приращения (34) получим

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 1

1 1 1

1

S u , v S u , v S u , v

1
2

1 1, , , ,
2 2

1 , , , 0, .
2

v
x

yyv x
x

x x

zz yy
x x

x t x

y zzv x
x t x

M x dx y x y x y x

z t x G x z t x z t x dx y x M x y x dx

M x y x dx z t x H t x z t x dx dt v

ο ο ο ο ο

ο

ο

∆ = − =

′= − ∆ + ∆ ϕ ∆ +

′ ′+ ∆ ∆ − ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ +η ∆

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫  (41)

При помощи представлений (30) доказывается справедливость соотношений

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1

0 0

1

0

1 1 1

1 1 1

1 1 5 1 5 1 1 1

, ,

, , , ,

yy
x x

yyv m v
x x

x

yy yyv m
x

y x y x y x

g m x m y x x g dmd

g m x m y x x v dx x v y x y x

ο

ο

ο ο

′∆ ϕ ∆ =

′ ′= ∆ Φ ϕ Φ ∆ +

′ ′ ′+ ∆ Φ ϕ η ∆ +η ∆ ϕ ∆

∫ ∫

∫ (42)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1 1

0 0 0

5, , ,

x

yv x
x

x x x

y yv m v x v x
x x x

M x y x dx

M m x m dm g x dx M x x v dx

′∆ ∆ =

′
⎡ ⎤

′⎢ ⎥= ∆ Φ ∆ + ∆ η ∆
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫ ∫ (43)
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0
1 1 1

0 0

1 1

0 0 0

max ,

5 5

, ,

, , , .

x

yy
x

x x x

yyv m v
x x m

x xx

yy yyv m
x x x

y x M x y x dx

g m x m M x x dx g dmd

x m g m dm M x x v dx x v M x y x dx

′∆ ∆ =

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′= ∆ Φ Φ ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟ ′+ Φ ∆ η ∆ + η ∆ ∆
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ (44)

Далее, используя представление (40), получим

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1

0 0 0
1

1

0 0

1 1 1

1 0 1 1 0
max ,

1 0 1 6 1

, , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , ,0,

x x x

zz v m
x x x

x

zz v
m
x x

zzv m
x x

z t x G x z t x z t x dx g m

x m F t t x G x z t x F t t x x dx g dm d

F t t x x m g m dm G x z t x t x v dx

ο

ο

ο

′ ′∆ ∆ = ∆ ×

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′× Φ Φ ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ Φ ∆ η ∆ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

( ) ( )( ) ( )
1

0

6 1 1 1, ,0, , , , ,
x

zz
x

t x v G x z t x z t x dxο+ η ∆ ∆∫  (45)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1

1 1

0 0 0

0 0
max ,

0 6

6

, , ,

, , , , , , ,

, , , , , ,0,

, ,0, ,

t x t x x

zz v m
t x t x x

x

zz v
m

t x x

zzv m
t x x

zz

z t x H t x z t x dx dt g m

x m F t t x H t x F t t x x dx g dm d

F t t x x m g m dm H t x t x v dx dt

t x v H t x z t

′ ′∆ ∆ = ∆ ×

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′× Φ Φ ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ Φ ∆ η ∆ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′+ η ∆ ∆

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

( )
1 1

0 0

, .
t x

t x

x dx dt∫ ∫  (46)

Полагая

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

1

1 1

0

1

1 0 1 1 0
max ,

max ,

0 0
max ,

, , ,

, , , , , , , ,

, ,

, , , , , , ,

yy
x

zz
m

x

yy
m

t x

zz
t m

J m x m y x x

x m F t t x G x z t x F t t x x dx

x m M x x dx

x m F t t x H t x F t t x x dxdt

ο

ο

′= −Φ ϕ Φ −

′ ′− Φ Φ +

′+ Φ Φ +

′ ′+ Φ Φ

∫

∫

∫ ∫ (47)
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и учитывая тождества (42) – (46) в (39), получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1, , , ,
2

x x

v x v m v
x x

S u v S u v S u v g m J m g dm dο ο ο ο ο ′∆ = − = − ∆ ∆ +∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0

8, ,
x x

yv m v x
x x

M m m x dm g x dx v
⎡ ⎤

′+ ∆ Φ ∆ +η ∆⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  (48)

где по определению

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

0

1 1

0 0

0

8 5 1 1 1

1 1 5 1 5

5 5

1 0 1 6

1 ,
2

1 , , ,
2

1 1, , ,
2 2

1 , , , , ,
2

yy
x x

yy yv m v x
x x

x x x

yy yyv m
x x x

x

zzv m
x

v x v y x y x

g m x m y x x v dm M x x v dx

x v M x y x dx x m g m dm M x x v dx

F t t x x m g m dm G x z t x t

ο

ο

ο

′η ∆ = η ∆ ϕ ∆ +

′ ′+ ∆ Φ ϕ η ∆ − ∆ η ∆ −

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟′− η ∆ ∆ − Φ ∆ η ∆ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ Φ ∆ η
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0
1 1 1

0 0 0

1 1

0 0 0

1

6 1 1 1 6 1

1 0 6 1

, ,0,

1 1, ,0, , , , , ,0, , ,
2 2

1 , , , , , ,0, .
2

x

x
x t x

zz zz
x t x

t x x

zzv m
t x x

x v dx

t x v G x z t x z t x dx t x v H t x z t x dxdt

F t t x x m g m dm H t x t x v dxdt

ο

∆ +

′ ′+ η ∆ ∆ − η ∆ ∆ −

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟− Φ ∆ η ∆
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
Как видно, главные члены в формулах приращения (39), (48) функционала ка-

чества явно от приращения ( ) ( )( ), ,z t x y x∆ ∆  состояния ( ) ( )( ), ,z t x y xο ο  не зави-

сят. А это, в свою очередь, позволяет получить как необходимое условие опти-
мальности первого порядка, так и исследовать случай его вырождения с единых
позиций.

Заметим, что матричные функции (38), (47) являются аналогами матричных
функций, впервые введенных в рассмотрение в работах [5−11] и др. для исследо-
вания особых режимов и вывода необходимых условий оптимальности второго
порядка.

4. Оценка нормы приращения состояния

Из (9), (11), переходя к эквивалентным интегральным уравнениями типа Воль-
терра, будем иметь

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

, , , , , , , , , , , , ,
t

t

z t x y x f x z x z x u x u x f x z x u x dο ο ο ο⎡ ⎤∆ =∆ + τ τ +∆ τ τ +∆ τ − τ τ τ τ⎣ ⎦∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

, , , ,
x

x

y x g s y s y s v s v z g s y s v s dsο ο ο ο⎡ ⎤∆ = + ∆ + ∆ −⎣ ⎦∫ .
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Отсюда, переходя к норме и используя условие Липшица, получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

1 1,, , , , , , , ;
t t

u x
t t

z t x y x L f x z x u x d L z x dο ο
τ∆ ≤ ∆ + ∆ τ τ τ τ + ∆ τ τ∫ ∫  (49)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

2 2, ,
x x

v s
x x

y x L g s y s v s ds L y s dsο ο∆ ≤ ∆ + ∆∫ ∫ , (50)

где 1 2, const 0L L = >  – некоторые постоянные.
Применяя к неравенству (50) аналог леммы Гронуолла – Беллмана из [18] при-

ходим к неравенству

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

3 , ,
x

v s
x

y x L g s y s v s dsο ο∆ ≤ ∆∫ , (51)

 ( )4 const 0L = > .
Учитывая оценку (51) в неравенстве (49), а затем применяя к полученному не-

равенству леммы Гронуолла – Беллмана, приходим к оценке

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

5 ,, , , , , , , , ,
x t

v s u x
x t

z t x L g s y s v s ds f x z x u x dο ο ο ο
τ

⎡ ⎤
⎢ ⎥∆ ≤ ∆ + ∆ τ τ τ τ
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  (52)

где 5 const 0L = >  некоторое постоянное.
Оценки (51), (52) в дальнейшем будут использованы при выводе необходимых

условий оптимальности.

5. Необходимые условия оптимальности

Специальное приращение управляющей функции ( ),u t xο  определим по фор-
муле

( ) ( ) [ )
[ )

, , , ,
,

0, \ , , .
u x t x X

u t x
t T x Xε

∈ θ θ+ ε ∈⎧∆ = ⎨ ∈ θ θ+ ε ∈⎩
 (53)

Здесь ( )u x U∈  – произвольная непрерывная функция, [ )0 1,t tθ∈  – произвольная

точка непрерывности управляющей функции ( ),u t xο  по t , а 0ε >  произвольное
малое число, такое, что 1tθ+ ε < .

Через ( ) ( )( ), ,z t x y xε ε∆ ∆  обозначим специальное приращение состояния

( ) ( )( ), ,z t x y xο ο , соответствующее приращению (53) управления ( ),u t xο .

Ясно, что ( ) 0y xε∆ = , а

( ) 6, ,z t x Lε∆ ≤ ε  ( ),t x D∈ . (54)
Учитывая (53), (54) в (39), получаем разложение

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

, ,
x

v x v x
x

S u v H x dxο ο∆ = −ε ∆ θ + ο ε∫ . (55)
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Теперь специальное приращение управляющей функции ( )v xο  определим по
формуле

( ) [ )
[ )

, , ,
0, \ , ,
v x

v x
x Xμ
∈ ξ ξ +μ⎧∆ = ⎨ ∈ ξ ξ +μ⎩

 (56)

где v V∈  – произвольный вектор, [ )0 1,x xξ∈  – произвольная точка непрерывно-

сти ( )v xο , а 0μ >  – произвольное достаточно малое число, такое, что 1xξ +μ < .

Через ( ) ( )( ), ,z t x y xμ μ∆ ∆  обозначим специальное приращение состояния

( ) ( )( ), ,z t x y xο ο , отвечающее приращению (56) управляющей функции

( ) ( )( ), ,u t x v xο ο .

Из оценок (51), (52) следует, что
( ) ( )
( )

7

8

, , , ,
, .

z t x L t x D
y x L x X
μ

μ

∆ ≤ μ ∈

∆ ≤ μ ∈
 (57)

Принимая во внимания (56), (57) в (48) приходим к разложению

( ) ( ) ( ) ( ), vv x S u v Mο ο∆ = −μ∆ ξ + ο μ . (58)

Из разложений (55), (58) следует справедливость утверждения.
Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο  не-

обходимо, чтобы выполнялись соотношения

( ) ( )
1

0

, 0
x

w x
x

H x dx∆ θ ≤∫  (59)

для всех ( )u x U∈ , x X∈ , [ )0 1,t tθ∈ ,

( ) 0vM∆ ξ ≤  для всех [ )0 1,x xξ∈ . (60)
Соотношения (59), (60) назовем принципом максимума Понтрягина для рас-

сматриваемой задачи.
Изучим случай вырождения условия максимума Понтрягина.
Определение. Допустимое управление ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο  назовем особым в

смысле принципа максимума Понтрягина, если выполняются соотношения

( ) ( )
1

0

, 0
x

w x
x

H x dx∆ θ =∫ , для всех [ )0 1,t tθ∈  и ( )u x U∈ , x X∈ ; (61)

( ) 0vM∆ ξ ≡ , для всех [ )0 1,x xξ∈  и v V∈ . (62)
Случай выполнения тождеств (61), (62) назовем особым.
Из определения ясно, что в особом случае условие максимума (59), (60) Пон-

трягина, вырождаясь, становится неэффективным [14].
Поэтому надо иметь новые необходимые условия оптимальности позволяю-

щие распознать неоптимальность особых управлений.
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Построенные формулы приращения (39), (48) позволяют получить такие необ-
ходимые условия оптимальности.

Предположим, что допустимое управление ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο  является особым в

смысле принципа максимума Понтрягина управлением. Тогда из формул прира-
щения (39), (48) с учетом оценок для ( ),z t xε∆ , ( )y xμ∆ , ( ),z t xμ∆ , а также со-
отношений (56), (57), (61), (62) получаем справедливость разложений

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1

0

2

2

, , , , ,
2

, , ,

x

u x u x u x
x

x

zu x u x
x

S u v f x K x f x dx

H x f x dx

ο ο
⎡ε ′⎢∆ = − ∆ θ θ θ ∆ θ +
⎢⎣

⎤
′ ⎥+ ∆ θ ∆ θ + ο ε

⎥⎦

∫

∫  (63)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2, ,
2v v v v y vS u v g J g M gο ο ε ′ ′⎡ ⎤∆ = − ∆ ξ ξ ξ ∆ ξ + ∆ ξ ∆ ξ + ο μ⎣ ⎦ . (64)

Из разложений (63), (64) в силу произвольности и достаточной малости ξ  и μ
следует

Теорема 2. Для оптимальности особого в смысле принципа максимума
Понтрягина управления ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο  необходимо, чтобы выполнялись соот-

ношения

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

, , , , , , 0
x x

xu x u x u x u x
x x

f x K x f x dx H x f x dx′ ′∆ θ θ θ ∆ θ + ∆ θ ∆ θ ≤∫ ∫ , (65)

для всех [ )0 1,t tθ∈ , ( )u x U∈ , x X∈ ;

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0v v v y vg J g M g′ ′∆ ξ ξ ξ ∆ ξ + ∆ ξ ∆ ξ ≤ , (66)

для всех [ )0 1,x xξ∈ , v V∈ .
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In this paper, a Moskalenko type optimal control problem is considered.
We consider the optimal control problem of minimizing the terminal type functional

( ) ( )( ) ( )( )
1

0

1 1S u,v , , ,
x

x

y x G x z t x dx= ϕ + ∫

under constraints

( ), ,ru t x U R∈ ⊂  [ ] [ ]0 1 0 1( , ) , , ,t x D t t x x∈ = ×

( ) ,qv x V R∈ ⊂  0 1[ , ],x X x x∈ =

( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,tz t x f t x z t x u t x= ( ), ,t x D∈

( ) ( )0, , ,z t x y x x X= ∈

( )0 0.y x y=

Here, ( ), , ,f t x z u  ( )( ), ,g x y v  is an n-dimensional vector function which is continuous on

the set of variables, together with partial derivatives with respect to z  ( )y  up to second order,
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0 1 0 1 0 1 0 1, , , ( , )t t x x t t x x< <  are given, ( )yϕ  ( )( ),G x z  is a given twice continuously
differentiable with respect to y (z) scalar function, U  ( )V  is a given nonempty bounded set, and
( ),u t x  is an r-dimensional control vector function piecewise continuous with respect to t and

continuous with respect to x , ( )v x  is a q-dimensional piecewise continuous vector of control
actions.

The necessary optimality conditions for singular controls in the sense of the Pontryagin
maximum principle have been obtained.
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АССОЦИИРОВАННЫЕ ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ
КОНТАКТНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ
НА СЕМИМЕРНОЙ ГРУППЕ ГЕЙЗЕНБЕРГА H7

Построены новые ассоциированные левоинвариантные контактные метри-
ческие структуры на семимерной группе Гейзенберга H7. Изучен общий
двенадцатипараметрический класс таких структур, подробно рассмотрены
четыре подкласса. Основной результат работы сформулирован в виде
теорем, обобщающих свойства левоинвариантных контактных структур на
семимерной группе Гейзенберга H7 и на произвольной (2n+1)-мерной группе
Гейзенберга H2n+1.

Ключевые слова: группа Ли, контактные метрические структуры, ассо-
циированная метрика.

1. Предварительные сведения

Напомним основные понятия из теории контактных многообразий.
Определение 1 ([1]). Дифференцируемое (2n+1)-мерное многообразие M2n+1

класса C∞ называется контактным многообразием, если на нём задана дифферен-
циальная 1-форма η, удовлетворяющая условию ( ) 0ndη∧ η ≠  всюду на M2n+1.
Форма η называется контактной формой.

Контактная форма определяет на многообразии M2n+1 2n-мерное распределение
2 2 1{ : ( ) 0}n nЕ X TM X+= ∈ η = , которое называется контактным распределением.

Кроме того, контактное многообразие M2n+1 имеет всюду ненулевое векторное по-
ле, обозначаемое ξ, которое определяется свойствами: ( ) 1η ξ =  и ( ), 0d Xη ξ = ,
для всех векторных полей X на многообразии M2n+1. Векторное поле ξ определяет
одномерное распределение, дополнительное к распределению Е2n, и называется
полем Риба или характеристическим векторным полем контактной структуры.

Определение 2 ([1]). Если M2n+1 – контактное многообразие с контактной
формой η, то контактной метрической структурой называется четвёрка (η, ξ, φ, g),
где ξ – характеристическое векторное поле, ϕ – аффинор на M2n+1, g – риманова
метрика, для которой имеют место следующие свойства:

1. 2 Iϕ = − + η⊗ξ , где I – тождественный оператор на M2n+1 .
2. ( ) ( ), ,d X Y g X Yη = ϕ .
3. ( ) ( ) ( ) ( ), ,g X Y g X Y X Yϕ ϕ = −η η .
Риманова метрика g контактной метрической структуры называется ассоции-

рованной.
Пусть M2n+1 – контактное многообразие с контактной метрической структурой

(η, ξ, φ, g). Рассмотрим многообразие M2n+1×R. Векторное поле на M2n+1×R задаёт-

ся парой , dX f
dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где X – векторное поле, касательное к M2n+1, t – координата
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из R и f – функция класса C∞ на M2n+1×R. Определим почти комплексную струк-
туру J на M2n+1×R с помощью оператора J, действующего по формуле

( ), ,d dJ X f X f X
dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ϕ − ξ η⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. Очевидно, что 2J I= − , ( ) dJ
dt

ξ = , dJ
dt

⎛ ⎞ = −ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

( ) ( )J X X= ϕ , если 2nX E∈ . Если почти комплексная структура J интегрируе-
мая, то контактная метрическая структура (η, ξ, φ, g) называется структурой Саса-
ки [1].

Пусть M2n+1 – контактное метрическое многообразие, такое, что η – контактная
форма и (η, ξ, φ, g) –ассоциированная контактная метрическая структура для кон-
тактной структуры η. Если характеристическое векторное поле ξ порождает группу
изометрий метрики g, то есть ξ – векторное поле Киллинга относительно g, то та-
кую контактную метрическую структуру называют K-контактной структурой [1].

Определение 3 ([1]). Контактная метрическая структура (η, ξ, φ, g) называется
η-эйнштейновой структурой, если существуют гладкие функции a и b на много-
образии M2n+1, такие, что

( , ) ( , ) ( ) ( )gRic X Y ag X Y b X Y= + η η , 2 1, nX Y TM +∈ . (1.1)

2. Контактная структура на группе Гейзенберга H7

Известно [2], что на любой трёхмерной неабелевой группе Ли, за исключением

2R

2R RId× , можно задать левоинвариантную контактную структуру. Среди пяти-

мерных разрешимых алгебр Ли контактными являются 24 алгебры Ли. В размер-
ности ≥ 7 существует бесконечное семейство неизоморфных контактных алгебр
Ли [2]. На любой группе Гейзенберга H2n+1 можно задать левоинвариантную кон-
тактную структуру.

Рассмотрим семимерную группу Гейзенберга H7. Её алгебра Ли L(H7) образо-
вана следующими матрицами:

2 4 6 7

1
7

3

5

0
0 0 0 0

( ) 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0

x x x x
x

L H x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Выберем в алгебре Ли группы Гейзенберга L(H7) базис ( )1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,е е е е е e e ,
состоящий из матриц из нулей с единицами только на местах, соответствующих
координатным осям ( )1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,x x x x x x x :

1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  2

0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, …,  7

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Тогда скобки Ли в базисе ( )1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,е е е е е e e  будут иметь вид [ ]2 1 7,e e e= ,
[ ]4 3 7,e e e= , [ ]6 5 7,e e e= . Следовательно, ненулевые структурные константы сле-

дующие: 7 7
12 21 1С С= − = − , 7 7

34 43 1С С= − = − , 7 7
56 65 1С С= − = − .
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Поскольку построение контактной структуры проводится не просто на много-
образии, а на группе Ли, то данная структура является левоинвариантной, и кон-
тактная форма η вместе с характеристическим векторным полем ξ задаются свои-
ми значениями в единице группы Ли, то есть η = η(e), ξ = ξ(e), 7e H∈ .

Алгебра Ли группы Гейзенберга L(H7) является контактной алгеброй Ли с кон-
тактной формой * 7

7e еη = = . Легко видеть, что дифференциал dη формы η имеет вид:
* * * * * *

1 2 3 4 5 6d e e e e e eη= ∧ + ∧ + ∧ . Таким образом, вектор e7 является характеристиче-
ским векторным полем ξ данной контактной структуры, 7еξ = , так как он удовлетво-
ряет свойствам ( ) 1η ξ =  и ( ), 0d Xη ξ =  для всех векторных полей X в L(H7).

Контактное распределение, ядро 1-формы η, является левоинвариантным рас-
пределением, заданным подпространством E6 в алгебре Ли группы Гейзенберга,

6
1 2 3 4 5 6{ , , , , , }E e e e e e e= R .

Алгебра Ли группы Гейзенберга L(H7) имеет нетривиальный центр

( )( )7
7Z L H e= и является разрешимой. Данная контактная алгебра Ли ( )7( ),L H η

получена центральным расширением 6 RdE η×  симплектической коммутативной

алгебры Ли ( )6 ,E dη  с помощью невырожденного 2-коцикла dη.

3. Ассоциированные контактные метрические структуры на (H7, η)

Построим на контактной группе Ли (H7, η) ассоциированные левоинвариант-
ные контактные метрические структуры (η, ξ, φ, g) для контактной структуры η.
Для этого на основе свойств: 6

2
Е

Iϕ = − , ( ) 0ϕ ξ = , 2 Iϕ = − + η⊗ξ , определим на
контактной алгебре Ли (L(H7), η) аффинор φ. Такой аффинор φ может быть задан
неоднозначно. Из свойства 3 определения 2 следует, что ассоциированную метри-
ку g можно задавать с помощью аффинора ϕ на основе формулы:

( , ) ( , ) ( ) ( )g X Y d X Y X Y= η ϕ + η η . Также нетрудно заметить, что действие аффино-
ра ϕ совпадает с действием почти комплексной структуры J на векторах контакт-
ного распределении Е2n.

Рассмотрим более общую (псевдо)риманову метрику вида
( , ) ( , ) ( ) ( )g X Y d X Y X Yλ = η ϕ + λη η . (3.1)

 Параметр λ обеспечивает деформацию ассоциированной метрики gλ вдоль по-
ля Риба ξ. В случае отрицательного значения данного параметра, имеем дело с
псевдоримановой метрикой.

Зафиксируем аффинор 0ϕ , действие которого на базисных векторах
( )1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,е е е е е e e  определяется следующим образом:

( )0 1 2e eϕ = , ( )0 2 1e eϕ =− , ( )0 3 4e eϕ = , ( )0 4 3e eϕ = − ,
( )0 5 6e eϕ = , ( )0 6 5e eϕ = − , ( )0 7 0eϕ = .

Определим также метрику выражением
*2 *2 *2 *2 *2 *2 *2

0 1 2 3 4 5 6 7g e e e e e e e= + + + + + + λ .
По заданной ассоциированной метрике 0g , соответствующей аффинору 0ϕ ,

можно определить новый аффинор φ, который задаётся оператором P по формуле
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( )( ) 1
0 I P I P −ϕ = ϕ + −  [3]. Оператор P действует на алгебре Ли L(H7) и имеет сле-

дующие свойства:
1. 0 0P Pϕ = −ϕ , P антикоммутирует с аффинором 0ϕ ; ( ) 0P ξ = .
2. P симметричен относительно метрики 0g , 0Pg – симметричная матрица.

3. 2I P− – невырожденная матрица, 2det( ) 0I P− ≠ , где I – тождественный
оператор на L(H7).

С учётом вышеуказанных свойств, следует, что матрица оператора P имеет
блочный вид

6|
E

A B D
P B C F

D F N

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (3.2)

где блоки A, B, C, D, F, N – симметричные матрицы вида
u vA
v u
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, s tB
t s

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, k lС

l k
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

,

x yD
y x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, q rF

r q
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, w zN
z w

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
,

параметры u, v, s, t, k, l, x, y, q, r, w, z – действительные числа.
Заметим, что матрица (3.2) оператора P содержит 12 параметров.
Изучим сначала некоторые частные классы ассоциированных метрик, соответ-

ствующих аффинорам φ, которые задаются операторами P четырёх типов

6

0 0
| 0 0

0 0 0
E

B
P B

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 6

0 0
| 0 0 0

0 0
E

D
P

D

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 6

0 0 0
| 0 0

0 0
E

P F
F

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 6

0 0
| 0 0

0 0
E

A
P C

N

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

В этом случае могут быть найдены выражения ассоциированных метрик и кон-
тактных метрических структур в явном виде, что позволит провести дальнейшие
исследования.

1. Пусть матрица оператора P имеет вид 6

0 0
| 0 0

0 0 0
E

B
P B

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где блок

s tB
t s

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 содержит два параметра s и t. Тогда двухпараметрическое семейство

аффиноров φ определяется матрицей 6| 0
0 0
E

ϕ⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где компоненты ненулевого

блока 6E
ϕ , вычисленные на основе формулы ( )( )6 6

1
0E E

I P I P −ϕ = ϕ + − , имеют
вид

6

1 2

2 12 2

3

0
1 0

1 0 0
E s t

ϕ ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ = ϕ ϕ
⎜ ⎟− − ϕ⎝ ⎠

,

2 2

1 2 2
0 1

(1 ) 0
s t

s t
⎛ ⎞+ +

ϕ = ⎜ ⎟
− + +⎝ ⎠

,  2
2 2
2 2
t s
s t

−⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
, 3

0 1
1 0

⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
.
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На параметры s и t накладывается ограничение 2 2 1s t+ ≠ , вытекающее из ус-

ловия невырожденности матрицы 2I P− , ( ) ( )22 2 2det 1 0I P s t− = − − ≠ . Для оп-

ределенности примем, что параметры s и t принимают достаточно малые значения
и 2 2 1s t+ < . Соответствующее двухпараметрическое семейство ассоциированных
метрик определяется из формулы (3.1). Выпишем выражение (3.1) на векторах ба-
зиса{ei}: k

ij ik j i jg d= η ϕ + λη η .
В результате проведенных вычислений в системе Maple ассоциированные мет-

рики определяются матрицей 6| 0
0
E

g
gλ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟λ⎝ ⎠
, где компоненты блока 6|

E
g  имеют

следующий вид:

6

1 2

2 12 2

3

0
1 0

1 0 0
E

g g
g g g

s t g

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎝ ⎠

,

2 2

1 2 2
1 0

0 1
s tg

s t
⎛ ⎞+ +

= ⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

, 2
2 2
2 2
s tg
t s

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 3

1 0
0 1

g ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Варьируя значения параметров s и t, получаем различные вариации ассоцииро-
ванных контактных метрических структур.

Секционные кривизны { , }i jK  в направлении двумерных координатных площа-
док базисных векторов {ei} имеют следующие выражения:

( )
( )

2

{1,2} {3,4} 2
3 1
4 1

b
K K

b
λ −

= = −
+

, { }5,6
3
4

K λ
= − , {1,3} {1,4} {1,5} {1,6} 0K K K K= = = = ,

{2,3} {2,4} {2,5} {2,6} 0K K K K= = = = , {3,4} {3,5} {3,6} 0K K K= = = , {4,5} {4,6} 0K K= = ,

{1,7} {2,7} {3,7} {4,7} {5,7} {6,7} 4
K K K K K K λ

= = = = = = ,

где 2 2b s t= + .

2. Пусть матрица оператора P имеет вид 6

0 0
| 0 0 0

0 0
E

D
P

D

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где блок

x yD
y x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
. Тогда двухпараметрические семейства аффиноров φ и ассоцииро-

ванных метрик gλ задаются матрицами

6

1 2

32 2

2 1

0
1 0 0

1 0
E x y

ϕ ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ = ϕ
⎜ ⎟− − ϕ ϕ⎝ ⎠

,

2 2

1 2 2
0 1

(1 ) 0
x y

x y
⎛ ⎞+ +

ϕ = ⎜ ⎟
− + +⎝ ⎠

, 2
2 2
2 2
y x
x y

−⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
, 3

0 1
1 0

⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
,

6

1 2

32 2

2 1

0
1 0 0

1 0
E

g g
g g

x y g g

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎝ ⎠

,
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2 2

1 2 2
1 0

0 1
x yg

x y
⎛ ⎞+ +

= ⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

, 2
2 2
2 2

x yg
y x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 3

1 0
0 1

g ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

где 2 2 1x y+ < , , Rx y∈ .
Получены выражения секционной кривизны { , }i jK  в направлении двумерных

координатных площадок базисных векторов {ei}:
( )
( )

2

{1,2} {5,6} 2
3 1
4 1

d
K K

d
λ −

= = −
+

, { }3,4
3
4

K λ
= − , {1,3} {1,4} {1,5} {1,6} 0K K K K= = = = ,

{2,3} {2,4} {2,5} {2,6} 0K K K K= = = = , {3,4} {3,5} {3,6} 0K K K= = = ; {4,5} {4,6} 0K K= = ,

{1,7} {2,7} {3,7} {4,7} {5,7} {6,7} 4
K K K K K K λ

= = = = = = ,

где 2 2d x y= + .

3. Пусть матрица оператора P имеет вид 6

0 0 0
| 0 0

0 0
E

P F
F

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где блок

q rF
r q

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
. Тогда двухпараметрическое семейство аффиноров φ, ассоцииро-

ванная метрика gλ задаются матрицами

6

1

2 32 2

3 2

0 0
1 0

1 0
E q r

ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ = ϕ ϕ
⎜ ⎟− − ϕ ϕ⎝ ⎠

,

1
0 1
1 0

⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 

2 2

2 2 2
0 1

(1 ) 0
q r

q r
⎛ ⎞+ +

ϕ = ⎜ ⎟
− + +⎝ ⎠

, 3
2 2
2 2
r q
q r

−⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
,

6

1

2 32 2

3 2

0 0
1 0

1 0
E

g
g g g

q r g g

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎝ ⎠

,

1
1 0
0 1

g ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
2 2

2 2 2
1 0

0 1
q rg

q r
⎛ ⎞+ +

= ⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

, 3
2 2
2 2
q rg
r q

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 ,

где 2 2 1q r+ < , , Rq r∈ .
Получены выражения секционной кривизны { , }i jK  в направлении двумерных

координатных площадок базисных векторов {ei}:

{ }1,2
3
4

K λ
= − , ( )

( )

2

{3,4} {5,6} 2
3 1
4 1

f
K K

f
λ −

= = −
+

, {1,3} {1,4} {1,5} {1,6} 0K K K K= = = = ,

{2,3} {2,4} {2,5} {2,6} 0K K K K= = = = , {3,4} {3,5} {3,6} 0K K K= = = , {4,5} {4,6} 0K K= = ,

{1,7} {2,7} {3,7} {4,7} {5,7} {6,7} 4
K K K K K K λ

= = = = = = ,

где 2 2f q r= + .
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4. Пусть матрица оператора P имеет диагональный вид 6

0 0
| 0 0

0 0
E

A
P C

N

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где

блоки u vA
v u
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, k lС
l k

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, w zN

z w
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 содержат по два параметра. То-

гда шестипараметрическое семейство аффиноров φ, соответствующая ассоцииро-
ванная метрика gλ задаются матрицами

6

1

2

3

0 0
0 0
0 0

E

ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ = ϕ
⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠

,  

2 2

2 2 2 2
1 2 2

2 2 2 2

2 (1 )
1 1

((1 ) ) 2
1 1

v u v
u v u v
u v v

u v u v

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟ϕ =
⎜ ⎟− + + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠− − − −

,

2 2

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 (1 )
1 1

((1 ) ) 2
1 1

l k l
k l k l
k l l

k l k l

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟ϕ =
⎜ ⎟− + + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠− − − −

,  

2 2

2 2 2 2
3 2 2

2 2 2 2

2 (1 )
1 1

((1 ) ) 2
1 1

z w z
w z w z
w z z

w z w z

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟ϕ =
⎜ ⎟− + + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠− − − −

 ,

6

1

2

3

0 0
0 0
0 0

E

g
g g

g

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

2 2

2 2 2 2
1 2 2

2 2 2 2

(1 ) 2
1 1

2 (1 )
1 1

u v v
u v u vg

v u v
u v u v

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟
⎝ ⎠− − − −

,

2 2

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

(1 ) 2
1 1

2 (1 )
1 1

k l l
k l k lg

l k l
k l k l

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟
⎝ ⎠− − − −

,  

2 2

2 2 2 2
3 2 2

2 2 2 2

(1 ) 2
1 1

2 (1 )
1 1

w z z
w z w zg

z w z
w z w z

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟
⎝ ⎠− − − −

 ,

где 2 2 1u v+ < , 2 2 1k l+ < , 2 2 1w z+ < , , , , , , Ru v k l w z∈ .
Секционные кривизны { , }i jK  в направлении двумерных координатных площа-

док базисных векторов {ei} имеют следующие выражения:

{ } {3,4}1,2
3
4

K K λ
= = − , ( )

( )
2 2 2 2

{5,6} 22 2

3 ( 1 )((1 ) )

4 1

w z w z
K

w z

λ + + − +
= −

− −
,

{1,3} {1,4} {1,5} {1,6} 0K K K K= = = = , {2,3} {2,4} {2,5} {2,6} 0K K K K= = = = ,

{3,4} {3,5} {3,6} 0K K K= = = , {4,5} {4,6} 0K K= = ,

{1,7} {2,7} {3,7} {4,7} {5,7} {6,7} 4
K K K K K K λ

= = = = = = .

Рассмотрению также подлежал оператор P общего вида (3.2), для которого
были найдены явные аналитические выражения двенадцатипараметрического се-
мейства аффиноров φ и ассоциированных метрик gλ. Для полученных выражений
был проведен многопараметрический анализ и вычислены основные геометриче-
ские характеристики с использованием системы компьютерной математики
Maple.
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В общем случае, для любой ассоциированной (псевдо)римановой метрики ви-
да ( , ) ( , ) ( ) ( )g X Y d X Y X Yλ = η ϕ + λη η  имеет место

Теорема 1. Любая левоинвариантная контактная метрическая структура (η, ξ,
φ, gλ) на группе Гейзенберга H7 является η-эйнштейновой K-контактной структу-
рой Сасаки.

Квадраты норм тензора Римана и тензора Риччи ассоциированной левоинвари-

антной метрики gλ имеют следующие выражения: 
2

2 69
4

R λ
= , 

2
2 15

4
Ric λ

= .

Для любой левоинвариантной контактной метрической структуры (η, ξ, φ, gλ)
на группе Гейзенберга H7 оператор тензора Риччи, ( , ) ( , )RicRic X Y g A X Yλ= , имеет
следующую диагональную матрицу:

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

30 0 0 0 0 0
2

RicA

λ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟λ

−⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎜ ⎟−
⎜ ⎟

λ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟λ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Скалярная кривизна ассоциированной левоинвариантной метрики gλ знакопе-

ременная и равна 3
2
λ

− , 3
2

S λ
= − .

Аналогично были исследованы другие семимерные разрешимые контактные
алгебры Ли классификационного списка, приведенного в работе [2].

Также для произвольной (2n+1)-мерной группы Гейзенберга H2n+1 с заданной
(псевдо)римановой метрикой *2 *2 *2

0 1 2 2 1... n ng e e e += + + + λ  имеет место
Теорема 2. Левоинвариантная контактная метрическая структура (η, ξ, φ0, g0)

на группе Гейзенберга H2n+1 является η-эйнштейновой и

0 0
( )( , ) ( , ) ( ) ( )

2 2g
nRic X Y g X Y X Yλ + λ λ

= − + η η , 2 1, ( )nX Y L H +∈ .

Доказательство. Рассмотрим контактную метрическую структуру (η, ξ, φ0, g0)
на группе Гейзенберга H2n+1. В базисе ( )1 2 1,..., nе e +  скобки Ли имеют вид
[ ]2 2 1 2 1,m m ne e e− += , m = 1,…,n. Тогда ненулевые структурные константы:

2 1
2 ,2 1 1n

m mC +
− = , m = 1,…,n.

Определим компоненты связности Леви – Чивита k
ijГ левоинвариантной метри-

ки g0, i

k
e j ij ke Г e∇ = , используя шестичленную формулу [4], которая для левоинва-
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риантных векторных полей X, Y, Z на группе Ли принимает вид
( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )0 0 0 02 , , , , , , ,Xg Y Z g X Y Z g Z X Y g Y Z X∇ = + − .

В базисе {ei} имеем ( ) ( ) [ ]( ) ( )0 0 0 02 , , , , , ,
ie j l i j l l i j i l jg e e g e e e g e e e g e e e⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ = + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,

поэтому

( )0 0 0 0
1
2

p p lp k lp k
ij ij ik lj jk liГ C g g C g g C= + + ,  i, j, p, k, l = 1,…, n. (3.3)

Используя формулу (3.3), получаем

( )0 02 , ,2 0 0 02 , ,22 ,2 2 ,2
1 0
2

p p lp k kp lp k
k l k lГ C g g C g g g Cτ μ μ ττ μ τ μ= + + =

и 2 1,2 1 0pГ τ− μ− = , τ, µ = 1,…,n, p − любое.

Это следует из того, что ,2 0k
lС μ ≠ при 2 1l = μ −  и 2 1k n= + , ,2 0k

lС τ ≠  при

2 1l = τ −  и 2 1k n= + , 0 0ijg ≠  при i j= . Очевидно, 2 ,2 0pГ μ τ = , 2 1,2 1 0pГ τ− μ− = ,

2 1,2 1 0pГ μ− τ− = , τ, µ = 1,…,n, p − любое.
Аналогичными рассуждениями получены ненулевые символы Кристофеля:

2 1
2 1,2

1
2

nГ +
τ− τ = − , 2 1

2 ,2 1
1
2

nГ +
τ τ− = , 2 1

2 1,2 2nГ τ−
+ τ

λ
= − , 2 1

2 ,2 1 2nГ τ−
τ +

λ
= − ,

2
2 1,2 1 2nГ τ
+ τ−

λ
= , 2

2 1,2 1 2nГ τ
τ− +

λ
= , τ = 1,…,n . (3.4)

Тензор Риччи метрики g0 на алгебре Ли определяется как свёртка тензора кри-
визны R, ( , ) X Y Y XR X Y Z Z Z= ∇ ∇ −∇ ∇ , по первому и четвёртому индексам:

( , ) ( ( , ) , )ij
i jRic X Y g g R e X Y e= .

Компоненты тензора Риччи на базисных векторах:
u l u l u l

ij ij lu lj iu li ujRic Г Г Г Г C Г= − − . (3.5)

Вычислим компоненты тензора Риччи (3.5) на контактном распределе-
нии 2

1 2{ ,..., }n
nE e e= R :

2 ,2 2 ,2 ,2 2 , ,2 ,2
u l u l u l

lu l u l uRic Г Г Г Г C Гτ τ τ τ τ τ τ τ= − − =

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
2 ,2 2 1,2 1 2 1,2 2 ,2 1 2 1,2 2 1,2

n n n
n n nГ Г Г Г C Г+ τ− + τ− + τ−

τ τ τ− + τ− τ τ + τ− τ + τ= − − +

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
2 ,2 2 1,2 1 2 1,2 2 ,2 1 2 1,2 2 1,2

n n n
n n nГ Г Г Г C Гτ− + τ− + τ− +

τ τ + τ− + τ τ τ− + τ τ− τ+ − − . (3.6)

Подставляя в выражение (3.6) символы Кристофеля (3.4), получим 2 ,2 2
Ric τ τ

λ
= − ,

τ = 1,…,n.

2 ,2 1 2 ,2 1 ,2 1 2 , ,2 ,2 1
u l u l u l

lu l u l uRic Г Г Г Г C Гτ τ− τ τ− τ− τ τ τ−= − − =

( )2 ,2 1 ,2 1 2 , ,2 ,2 1
( , )

0u l u l u l
lu l u l u

u l
Г Г Г Г C Гτ τ− τ− τ τ τ−= − − =∑ , τ = 1,…,n. (3.7)

Суммирование в формуле (3.7) идёт по всем наборам
( , ) {(2 1,2 1),(2 ,2 1),(2 1,2 1)}u l n n n∈ τ− + τ + + τ − .
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Определим 2 1,2 1n nRic + + :

2 1,2 1 2 1,2 1 ,2 1 2 1, ,2 1 ,2 1
u l u l u l

n n n n lu l n n u l n u nRic Г Г Г Г C Г+ + + + + + + += − − =

( ),2 1 2 1, ,2 1 2 1,
( , )

u l u l
l n n u l n n u

u l
Г Г Г Г+ + + += − = −∑ ,

где суммирование ведётся по всем наборам ( , ) {(2 1,2 ),(2 ,2 1)}u l ∈ τ− τ τ τ − .

С учётом выражений (3.4) получаем 2 1,2 1 2n n
nRic + +
λ

= .

Окончательно, имеем

2 ,2 2
Ric τ τ

λ
= − , 2 ,2 1 0Ric τ τ− = , 2 1,2 1 2n n

nRic + +
λ

= , τ = 1,…,n. (3.8)

Из выражений (3.8) следует, что

0 0( , ) ( , )
2gRic X Y g X Yλ

= − , 2, nX Y E∈ .

Пусть в равенстве (1.1) X = ξ, Y = ξ, 
2

a λ
= − , тогда получим

0

2
( , )

2gRic bλ
ξ ξ = − + .

Так как 2 1ne +ξ = , тогда

0

2

2 1 2 1( , )
2g n nRic e e b+ +
λ

= − + , 
2

2 1,2 1
( )

2 2n n
nb Ric + +

λ + λ λ
= − = .

Таким образом, найдены функции ( )a a e= , ( )b b e= , 7e H∈ , удовлетворяющие

равенству 
0 0( , ) ( , ) ( ) ( )gRic X Y ag X Y b X Y= + η η , 2 1, ( )nX Y L H +∈ . Следовательно,

структура (η, ξ, φ0, g0) – η-эйнштейнова.
Теорема доказана.
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In this paper, we construct new nonstandard associated left-invariant contact metric structures
( , , , )gλη ξ ϕ  on the 7-dimensional Heisenberg group H7.

The associated left-invariant contact metric structures for the contact structure η on the
contact Lie group 7( , )H η  were given by the affinor φ and the (pseudo-)Riemannian metric gλ
such that

ker Jηϕ = , ( ) 0ϕ ξ = ,

( , ) ( , ) ( ) ( )g X Y d X Y X Yλ = η ϕ + λη η , (1)

where J is an almost complex structure compatible with the restriction of gλ  on kerη , kergλ η .

The parameter λ provided deformation of the associated metric gλ along the Reeb field ξ.

The affinor 0
0

0
0 0
J⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 and the metric 0

0
0
Ig ⎛ ⎞= ⎜ ⎟λ⎝ ⎠

 are fixed. The new affinors

( )( ) 1
0 Id P Id P −ϕ = ϕ + −  are given by an operator 7 7: ( ) ( )P L H L H→ such that ( ) 0P ξ =  and

ker|
A B D

P B C F
D F N

η

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, where u vA
v u
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, s tB
t s

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, k lС

l k
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, x yD
y x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
,

q rF
r q

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, and w zN

z w
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 are symmetric matrices; u, v, s, t, k, l, x, y, q, r, w, and z are

real parameters.
Each new affinor φ defines a new associated metric gλ by formula (1).
We have considered some particular classes of associated metrics corresponding to the

affinors φ which were given by the operators P of the following types

ker

0 0
| 0 0

0 0 0

B
P Bη

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ker

0 0
| 0 0 0

0 0

D
P

D
η

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ker

0 0 0
| 0 0

0 0
P F

F
η

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ker

0 0
| 0 0

0 0

A
P C

N
η

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

The following theorem was received for any associated (pseudo-)Riemannian metric
( , ) ( , ) ( ) ( )g X Y d X Y X Yλ = η ϕ + λη η .

Theorem 1. Any left-invariant contact metric structure ( , , , )gλη ξ ϕ on the Heisenberg group
H7 is a Sasaki, K-contact, and η-Einstein structure.

The squares of the norms of a Riemann tensor R and Ricci tensor ( , ) ( , )RicRic X Y g A X Yλ= of

associated left-invariant metric gλ  have the following expressions: 
2

2 69
4

R λ
= , 

2
2 15

4
Ric λ

= .

The Ricci operator has the following matrix:

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0
2

30 0 0 0 0 0
2

RicA

λ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟λ

−⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎜ ⎟−
⎜ ⎟

λ⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟λ

−⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟λ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .
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The sign of the scalar curvature of associated left-invariant metric gλ is not constant and
3
2

S λ
= −  .

In addition, the following theorem has been proved for any (2n+1)-dimensional Heisenberg
group H2n+1 with a given (pseudo-)Riemannian metric *2 *2 *2

0 1 2 2 1... n ng e e e += + + + λ .

Theorem 2. A left-invariant contact metric structure 0 0( , , , )gη ξ ϕ on the Heisenberg group

H2n+1 is η-Einstein, and
0 0

( )( , ) ( , ) ( ) ( )
2 2g

nRic X Y g X Y X Yλ + λ λ
= − + η η , 2 1, ( )nX Y L H +∈ .
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Д.А. Турсунов

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ
ПРИ НАРУШЕНИИ УСТОЙЧИВОСТИ ТОЧКИ ПОКОЯ

В ПЛОСКОСТИ «БЫСТРЫХ ДВИЖЕНИЙ»

Получена асимптотическая оценка для решения сингулярно возмущенной
задачи Коши при нарушении устойчивости точки покоя в плоскости «быст-
рых движений». Построен главный член асимптотического разложения ре-
шения, который имеет отрицательную дробную степень по малому парамет-
ру, что свойственно бисингулярно возмущенным уравнениям или уравнени-
ям с точками поворота.

Ключевые слова: асимптотическое разложение решения, бисингулярная
задача, сингулярное возмущение, задача Коши, малый параметр, метод
стационарной фазы, система обыкновенных дифференциальных уравнений
с малым параметром при производной.

Одним из основных результатов в теории сингулярно возмущенных уравнений
является теорема А.Н. Тихонова о предельном переходе [1, 2]. Он сформулировал
достаточные условия, при выполнении которых решение возмущенной задачи и
решение невозмущенной системы асимптотически близки. Далее эти достаточные
условия стали называть условиями устойчивости.

Первой работой, когда нарушаются условия устойчивости на некотором отрез-
ке, но выполняется предельный переход, является работа М.А. Шишковой [3],
ученицы Л.С. Понтрягина. Вслед за этой работой появились работы [4−15]. В ра-
ботах [6, 7] приведено приложение для маятника Циглера [8].

В данной работе, применяя методы стационарной фазы, перевала, последова-
тельных приближений и идеи [3, 5], обобщаются ранее полученные результаты.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу Коши
εx′(t,ε) = A(t)x(t,ε)+f(t), t0 < t ≤ T; (1)

x(t0,ε) = x0,  (2)
где 0 < ε – малый параметр, A(t) – квадратная матрица-функция второго порядка с
элементами аjk(t), f(t) = colon(f1(t), f2(t)), аjk(t), fk(t) – аналитические функций в рас-
сматриваемой области, x0 = colon(x1

0, x2
0) – постоянный вектор.

Пусть выполняются условия:
Условие 1. Матрица-функция A(t) имеет комплексно-сопряженные собствен-

ные значения: λ1(t) = α(t)+iβ(t), λ2(t) = α(t)–iβ(t), причем α(t) < 0, при t0 ≤ t < 0;
α(t) > 0, при 0 < t ≤ T; α(0) = 0, но β(0) ≠ 0.

Условие 2. Пусть Re(u1( * *
1 2,t t )–u1(t0,0)) = 0, т.е. граница области D является

критической линией уровня (линией Стокса [6]), где ( * *
1 2,t t ) – единственный про-
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стой корень собственного значения λ1(t) = α(t)+iβ(t) в области D, где
D = {t = t1+it2: Re(uk(t)–uk(t0)) ≤ 0, k = 1,2}, 1i = − , uk(t) = ∫λk(t)dt, k = 1,2.

Систему (1) можно рассматривать как возмущенную по отношению к вырож-
денной системе

A(t) x (t)+f(t) = 0.
Вырожденная система имеет единственное решение:

1( ) ( ) ( )x t A t f t−= .

Это решение в области D, а именно в точках * *
1 2t t t= ± , имеет особенность, так как

собственные значения матрицы-функции А(t) в этих точках обращаются в нуль,
т.е. решение вырожденной системы не является гладкой функцией в D. Задачу
(1), (2) можно назвать бисингулярной [16].

Например, если собственные значения λ1(t) = α(t)+iβ(t), λ2(t) = α(t)–iβ(t) имеют
простые нули в рассматриваемой области, то нарастающая особенность имеет вид

( ) ( )( )( )( )1 2* * k
kg t O t t t t

− −
= − + , k = 0,1,2,…, (λ1(t*) = 0, λ2(–t*) = 0).

А если собственные значения λ1(t) и λ2(t) имеют n-кратный нуль в рассматри-
ваемой области, то нарастающую особенность можно записать как

( ) ( )( )( ) ( )( )1* * n n k
kg t O t t t t

− − +
= − + , k = 0,1,2,… .

Когда собственные значения λ1(t) и λ2(t) не имеют нулей в рассматриваемой
области, то решение вырожденной системы является регулярной (гладкой) функ-
цией, асимптотика решения задачи (1) – (2) получается проще. Этот случай авто-
ром рассмотрены в работе [10].

Как нам известно, существует такая неособенная матрица-функция B0(t), с по-
мощью которой A(t) можно привести к диагональному виду

1
0 0( ) ( ) ( ) ( )B t A t B t t− = Λ , Λ(t) = diag(λ1(t), λ2(t)).

Пусть в области D выполняется неравенство detВ0(t)≠0.

С помощь замены x(t,ε) = B0(t)у(t,ε) задачу (1), (2) приведем к виду
εу'(t,ε) = Λ(t)у(t,ε)+εB(t)у(t,ε)+h(t),  t0 < t ≤ T,   у(t0, ε) = у0, (3)

где ( ) ( ) ( )1
0 0B t B t B t− ′= − , ( )0 1 0

0 0y B t x−= , ( ) ( ) ( )1
0h t B t f t−= .

Далее, задачу (3) заменим интегральным уравнением

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
0

1, , , , , ,
t

t
y t E t t y E t B y h d⎛ ⎞ε = ε + τ ε τ τ ε + τ τ⎜ ⎟ε⎝ ⎠∫ ,  (4)

где ( ) ( )( ), , exp / .
t

E t s ds
τ

τ ε = Λ ε∫
Если ввести обозначение у(t,ε) = z(t,ε)/ε, то (4) примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0
0, , , , , , .

t

t

z t E t t y E t B z h dε = ε ε + τ ε τ τ ε + τ τ∫  (5)

Для начала вычислим асимптотику интегралов

( ) ( ) ( )
0 0

1, exp , 1,2.
t t

j j jt t
E t d h d j⎛ ⎞ε = λ τ τ τ τ =⎜ ⎟ε⎝ ⎠∫ ∫ , при ε→0.
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При выполнении условий 1 и 2, имеем ( ) ( ) ( )*
1 1 1' , 0u tτ = λ τ λ ≡ , ( )*

1' 0tλ ≠ ,
* * *

1 2t t it= + . Точка τ = t* является простой точкой перевала функции u1(τ). В окре-
стности точки перевала τ = t* критические линии уровня Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) = 0
делят плоскость на четыре равных сектора. В двух из них выполняется условие
Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) < 0, а в остальных Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) > 0 [17]. Так как соб-
ственные значения комплексно-сопряженные:

( ) ( )21 t tλ = λ  и ( ) ( ) ( )*
2 2 2' , 0u tτ = λ τ λ ≡ , ( )*

1' 0tλ ≠ , * * *
1 2t t it= − ,

то точка *tτ =  является простой точкой перевала для функции u2(τ). Аналогично,

в окрестности точки перевала *tτ =  критические линии уровня Re(u2(τ1, τ2) –
− u2(t0,0)) = 0 делят плоскость на четыре равных сектора. В двух из них выполня-
ется неравенство Re(u2(τ1,τ2) – u2(t0,0)) < 0, а в остальных двух Re(u2(τ1,τ2) −
− u2(t0,0)) > 0. При τ2 = 0 имеем Re(u1(τ1,0) – u1(t0,0)) ≤ 0, Re(u2(τ1,0) – u2(t0,0)) ≤ 0,
причем знак равенства выполняется только при τ1 = t0 и τ1 = T. Пересечение мно-
жеств {t: Re(u1(t1,t2) – u1(t0,0)) ≤ 0} и {t: Re(u2(t1,t2) – u2(t0,0)) ≤ 0} содержащее дей-
ствительную ось обозначим через D, т.е.

D = { t = t1+it2: Re(uk(t1,t2)–uk(t0,0))≤0, |t2|≤ *
2t , k = 1,2}.

В общем случае D – криволинейный четырехугольник с вершинами A(t0,0),
B( * *

1 2,t t ), A1(T,0), B1( * *
1 2,t t− ).

Из теории аналитических функций известно, что область D покрывается ли-
ниями уровня Re(uk(t1,t2)–uk(t0,0)) = –c, c>0 – const, k = 1, 2. Локальную и глобаль-
ную структуру линии уровней можно найти в [17]. Эти линии соединяют устой-
чивый и неустойчивый интервалы.

Пусть u1(t1,t2) = u11(t1,t2) + iu12(t1,t2), u2(t1,t2) = u21(t1,t2) + iu22(t1,t2), где uk1(t1,t2) =
= Re(uk(t1,t2) – uk(t0,0)), uk2(t1,t2) = Im(uk(t1,t2) – uk(t0,0)), k = 1, 2.

Для определения более точной асимптотики интегралов E1(t,ε), E2(t,ε) в D об-
ласть D разобьем на подобласти:

( ) ( ){ }* * * *
00 11 1 2 21 1 2 2 2 1 2 1 2: ln , 0, , 0, | | , , ( / )Н t u t t u t t t t t t t t t t= ε ε ≤ ≤ ≤ ≤ − ≥ δ < ,

( ) ( ){ }* *
01 11 1 2 21 1 2 2 2: , ln , , 0, | | ,Н t u t t u t t t t t t= ≤ ε ε ≤ ≤ − ≥ δ ,

( ){ }* 0 1 *
10 11 1 2 1 1 1 2 2: , , 0, ,| |Н t t t u t t t t t t tγ= − = ε δ ≤ ≤ ≤ ≤ ,

( ) ( ) ( ){ }1 *
11 11 1 2 21 1 2 1 1 2 2: , 1/ 2 ln , , 0, , | |Н t u t t u t t t t t t= = − γ ε ε ≤ ≤ ≤ ,

( ){ }* *
20 11 1 2 2 2: , , 0,| |Н t t t u t t t t= − ≤ εδ ≤ ≤ ,

( ) ( ){ }* *
21 11 1 2 21 1 2 2 2: , 0, , 0, ,Н t c u t t u t t t t c t t= − ε ≤ ≤ ≤ − ≥ ε ≤ ,

где H0 = H00∪H01, H1 = H10∪H11, H2 = H20∪H21, D = H0∪H1∪H2, δ>0 – достаточно

малое число, 0≤γ<1/2, 0
1t  находим, решая систему 

( )11 1 2
*

, 0,
.

u t t
t t γ

=⎧⎪
⎨ − = ε δ⎪⎩

 Эта система,
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при *
2 2t t≥ , имеет два корня ( )1 1

1 2,t t , ( )2 2
1 2,t t , и здесь определяем { }0 1 2

1 1 1min ,t t t= .

Аналогично, 1
1t  находим, решая систему 

( ) ( )11 1 2
*

, 1/ 2 ln ,
,

u t t
t t γ

= − γ ε ε⎧⎪
⎨ − = ε δ⎪⎩

 при *
2 2t t≥

система имеет два корня ( )3 3
1 2,t t , ( )4 4

1 2,t t , и 1 3 4
1 1 1max{ , }t t t= .

Исследуем интегралы

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1 1 2 2 1 2
1 1( , , )

1 2 1 2, , , 1, 2k k k

k

u t u iu
k k

L

E t e e h d i k
− τ τ + τ τ

ε εε = τ τ τ + τ =∫ .

В комплексной плоскости (t = t1+it2, τ = τ1+iτ2) определим пути интегрирова-
ния L1 и L2. По теореме Коши можно деформировать путь интегрирования наибо-
лее оптимально для получения асимптотических оценок в D. Пути интегрирова-
ния L1, L2 симметричны относительно действительной оси. Поэтому достаточно
определить только одну из них, мы определим L1.

Путь интегрирования L1. Если (t1,t2)∈H00, то L1 – отрезок прямой, соединяю-
щий точки (t0,0) и (t1,t2), уравнение которой имеет вид τ2 = (τ1–t0)(t1–t0)/t2,
t0 ≤ τ1 ≤ t1; а если (t1,t2)∈H01∪Н1∪Н2, то L1 = L11∪L12, где L11 – τ2 = ϕ1(τ1) –
часть критической линии уровня, определяемая из равенства u11(τ1,τ2) = 0, при
этом t0 ≤ τ1 ≤ *

1t  ( *
1t ≤ τ1 ≤ t0); L12 – отрезок прямой τ1 = ψ(τ2), где ψ(τ2) = 

= ( )( ) ( )* * * *
1 1 2 2 2 2 1/t t t t t t− τ − − + , *

2t ≤ τ2 ≤ t2.

Оценки интегралов в подобластях. Пусть t∈H00, тогда

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
1

1 1 1

0

1 1

1 1 0 2 1 1 1, 1 /
tu t u

t

E t i t t t e e h d
− τ

ε εε = + − τ τ∫ ,

где ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 11 1 1 0 2 1 0 12 1 1 0 2 1 0, / , /u u t t t t iu t t t tτ = τ τ − − + τ τ − − ,

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 0 2 1 0, /h h t t t tτ = τ τ − − .
Интеграл Е1(t,ε) интегрируем по частям:

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

1
1 1 1

0

1
1 1 1

0

1 1

1 1 1
1 1

'1 1
1 1

1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1

,

.

tu t u

t
tu t u

t

E t e h de

h
h t h t e e d

t t

− τ
ε ε

− τ
ε ε

ε
ε = τ =

−λ τ

⎛ ⎞τε ε
= − − ε τ⎜ ⎟−λ −λ λ τ⎝ ⎠

∫

∫

Учитывая, что в H00: Reλ1(t1,t2) < 0, имеем

( )
( ) ( ) ( )

2

1 3 2 1
1 1 1 1 1 1

, ...
n

nE t c c c
t t t −
ε ε ε

ε ≤ + + +
λ λ λ

.

Так как *t t− ≥ δ , т.е. ( ) ( )2 2* * 2
1 1 2 2t t t t− + + ≥ δ , то

( )
( ) ( ) ( )

( )
2

1 3 2 1
1 1 1 1 1 1

, ...
n

n
c c cE t O
t t t −

ε ε ε
ε ≤ + + + = ε

λ λ λ
.



50 Д.А. Турсунов

Следствие 1. Если |t–t*| = εγδ, то в этом случае

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1 3 2 1
1 1 1 1 1 1

21 1 1 1

, ...

... .

n

n

n

E t c c c
t t t

c c c O

−

−γ −γ −γ −γ

ε ε ε
ε ≤ + + + =

λ λ λ

= ε + ε + + ε = ε

Следовательно, в Н00 для Е1(t,ε) справедлива оценка
|E1(t,ε)| ≤ cε.  (6)

Пусть (t1,t2)∈H00∪Н1∪Н2, тогда E1(t,ε) = E11(t,ε)+ E12(t,ε), где

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1 11 1 2 12 1 2

1

1 1( , , )
1 1 1 2 1 2, , , 1,2

k

u t u iu
k

L

E t e e h d i k
− τ τ + τ τ

ε εε = τ τ τ + τ =∫ .

Асимптотическая оценка E11(t,ε). Так как ( )( )* *
12 1 1 1' , 0u t tϕ = , поэтому инте-

грал делим на две части. Пусть ( )
( )

( )1
1

11 11, ,
u t

E t e E tεε = ε , тогда

( )
( )

( )( )
*
1

12 1 1 2

0

1( , ( ) )
11 1 1 1 1 1 1 1, , ( ) 1 ' ( )

t iu

t

E t e h i d
− τ ϕ τ
εε = τ ϕ τ + ϕ τ τ∫  = j1(ε)+j2(ε),

где ( )
( )( )

( )( )
*
1

12 1 1 1

0

1( , )
1 1 1 1 1 1 1 1, ( ) 1 ' ( )

t iu

t

j e h i d
−δ

− τ ϕ τ
εε = τ ϕ τ + ϕ τ τ∫ ,

( )
( )( )

( )( )
*
1

12 1 1 1

*
1

,
2 1 1 1 1 1 1 1, ( ) 1 ' ( )

it u

t

j e h i d
− τ ϕ τ
ε

−δ

ε = τ ϕ τ + ϕ τ τ∫ .

Интеграл j1(ε) не имеет особенностей, поэтому его интегрируем по частям:

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
* *
1 1

12 1 12 1

0 0

1 1
1 1 1 1

12 1'

i it tu u

t t

h
j e h d i d e

u

−δ −δ
− τ − τ
ε ε

⎛ ⎞τ
ε = τ τ = ε =⎜ ⎟⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

∫ ∫

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

*
* 1

12 1 12 0 12 1

0

* '
1 1 21 0 1 1

*
12 0 12 1 12 112 1

1 .
' ' ''

ti i iu t u t u

t

h t h t h
i e e i d e

u t u uu t

−δ
− −δ − − τ
ε ε ε

⎛ ⎞−δ ⎛ ⎞⎛ ⎞τ⎜ ⎟= ε − − ε ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ τ τ−δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫

( ) 2
1 3 .c cj cε ≤ ε + ε

δ δ
Интегрируя по частям n раз можно получить оценку

( ) ( )
3 2 1

1 ...
n

j c c c O
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε ε ε⎜ ⎟ε ≤ ε + + + = ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟δ δ δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.

Отметим, что если δ = сεγ, 0<γ≤1/2, то имеем

( ) ( ) ( )1 1 2 (1 2 ) 1
1 ... , 0nj c c c O−γ − γ − γ −γε ≤ ε + ε + + ε = ε ε → .

Оценка следующего интеграла покажет, что γ не может быть больше 1/2

( )
( )( )

( )( )
*
1

12 1 1 1

*
1

1( , )
2 1 1 1 1 1 1 1, ( ) 1 ' ( )

t iu

t

j e h i d
− τ ϕ τ
ε

−δ

ε = τ ϕ τ + ϕ τ τ∫ .
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В δ (0 < δ << 1) окрестности точки *
1t  функцию ( )( )12 1 1 1,u τ ϕ τ  можно записать

в виде ( )( ) ( ) ( )1

2* *
12 1 1 1 1 12 1, ~ , / 2u c t c u t′′τ ϕ τ τ − = , тогда

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

* 21
1 1

*
1

( ) / 4*
2 1 1 1 1 1 , 0

2

ict t i sign c

t

j e h d h t e O
c

− τ − π −ε

−δ

πε
ε = τ τ = + ε ε→∫ .

Отсюда получим

( ) ( )
( )11

1

11 01, ,
u t

E t c t eεε ≤ Ω ε ,  (7)

где ( )
0 1

1
01 0 1

*
0 1 1

, при , 0 1,
, , при , 0 1/ 2,

, при ,

t t
t t t c

t t t

−γ γ

ε ≤ ≤ −δ < δ <<⎧
⎪Ω ε = ε ≤ ≤ − ε ≤ γ <⎨
⎪ ε ≤ ≤⎩

или |E11(t,ε)|≤ cεn, ∀n∈N, при (t1,t2)∈H01,
|E11(t,ε)|≤ cε1–γ, при (t1,t2)∈Н1,
|E11(t,ε)|≤ cε1/2, при (t1,t2)∈Н2.

Асимптотическая оценка интеграла E12(t,ε). Интеграл делим на две части:
δ(ε) = ε -окрестность точки ( )* *

1 2,t t   и остальная часть отрезка, т.е.

( )
( ) ( )( )

( )( )
*
2 2

1 1 2 1 2 2

* *
2 2

1 1, ) , )
12 1 2 2 2 2, ( ), '( )

t tu t t u

t t

E t e e h i d
ε+

− ψ τ τ
ε ε

ε+

⎛ ⎞
⎜ ⎟ε = + ψ τ τ +ψ τ τ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ .

Для первого интеграла, в δ(ε) = ε -окрестности точки перевала ( )* *
1 2,t t  спра-

ведливо неравенство
|Е12(t,ε)| ≤ ε1/2c(|h10| + О(ε1/2)).

Действительно, в интеграле

( )
( ) ( )( )

( )( )
*
2

1 1 2 1 2 2

*
2

1 1, ,
12 1 2 2 2 2, ( ), '( )

tu t t u

t

E t e e h i d
ε+

− ψ τ τ
ε εε = ψ τ τ +ψ τ τ∫

функцию u1(ψ(τ2), τ2) можно записать в виде

( )( ) ( ) ( )2* * *
1 2 2 2 2 1 1 2, ~ , , / 2u c t c u t t′′ψ τ τ τ − = .

Отсюда получим

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

*
* 22

1 1 2 2 2

*
2

1 , ) ( )
12 1 2 2

/ 4
10 11

, 1

1 ...,
2

t icu t t t

t

i sign c

E t O e e h d

O h e O h
c

+δ
− τ −

ε ε

π −

ε = τ τ =

πε
= + ε +

∫
.

где ( )* *
10 1 1 2,h h t t= , ( ) ( )* *

1 1 21 , / !k
kh h t t k= .

Тем самым |Е12(t,ε)| ≤ ε1/2c(|h10 + O(ε1/2)), ε→0.
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Второй интеграл не имеет особенностей, кроме того, когда мы поднимаемся по
прямой ψ(τ2) = ( )( ) ( )* * * *

1 1 2 2 2 2 1/t t t t t t− τ − − + , *
2t ≤τ2≤t2, функция u11(ψ(τ2),τ2) моно-

тонно убывает (значения линии уровней убывают) при *
2 2 2t t− + ε ≤ τ ≤ . Отме-

тим, что здесь не требуем условия 40 [9], условия монотонности по вертикали.
Интегрируя по частям интеграл E12(t,ε), получим

( )
( ) ( )( )

( )( )
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1 1 2 1 2 2

*
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1 1, ) , )
12 1 2 2 2 2, ( ), '( )

tu t t u

t

E t e e h i d
− ψ τ τ

ε ε

− + ε

ε = ψ τ τ +ψ τ τ =∫

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )1 1 2
1 ,10 111 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2

, ,
1

, 1 ,
u t th h Oh t t h t t

e O
t t O t t

ε
ε + ε + εε ε

= + +
−λ λ

.

Отсюда ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )11 1 2

1 ,1 1 2
12 10

1 1 2

,
,

,
u t th t t

E t c h O e
t t

εε ≤ ε + ε + ε
−λ

.

Поэтому, если ( )* *
1 1 2, 0h t t = , то |E12(t,ε)| ≤ cε, а если ( )* *

1 1 2, 0h t t ≠ , то

( )
( )

( )11 1 2
1 ,

12
1 1 2

,
,

u t tcE t c e
t t

εε
ε ≤ + ε

λ
.

Отсюда вытекает справедливость неравенства
|E12(t,ε)| ≤ cΩ02(t,ε),  (8)

где ( )
01

1
02 1

2

, при ,
, , при ,

, при .

t H
t t H

t H

−γ

ε ∈⎧
⎪Ω ε = ε ∈⎨
⎪ ε ∈⎩

Объединяя асимптотические оценки (6) – (8) и следствие 1, получим асимпто-
тику для E1(t, ε) в области D при ε→0.

Нами доказана
Теорема 1. Пусть h1( * *

1 2,t t ) ≠ 0, тогда для E1(t,ε) в области D справедлива
оценка

|E1(t,ε)| ≤ cΩ1(t,ε),

где ( )
0

1
1 1

2

, при ,
, , при ,

, при ,0 1/ 2.

t H
t t H

t H

−γ

ε ∈⎧
⎪Ω ε = ε ∈⎨
⎪ ε ∈ ≤ γ <⎩

Аналогично, вычисляя интеграл E2(t,ε) по пути L2 (L2 симметрично к L1 отно-
сительно действительной оси), получим асимптотику для E2(t,ε) в D, т.е. справед-
лива

Теорема 2. Пусть h2( * *
1 2,t t− ) ≠ 0, тогда для E2(t,ε) в области D справедлива

оценка
( ) ( )2 1, ,E t c tε ≤ Ω ε ,

где ( )
0

1
1 1

2

, при ,
, , при ,

, при ,0 1/ 2.

t H
t t H

t H

−γ

ε ∈⎧
⎪Ω ε = ε ∈⎨
⎪ ε ∈ ≤ γ <⎩



Асимптотика решения задачи Коши при нарушении устойчивости точки покоя 53

Тем самым, если h1( * *
1 2,t t ) ≠ 0 или h2( * *

1 2,t t− ) ≠ 0, то справедлива оценка

( ) ( ) ( )
0

2, , ,
t

t

E t h d c tτ ε τ τ ≤ Ω ε∫ , или ( ) ( )
0

, , ,
t

t

E t h d c t Dτ ε τ τ ≤ ε ∈∫ ,

где ( ) ( )
0 0

1
2 1 1 1

2 2

, при ,
, , при , 1/ 2 ln ,

, при ,0 1/ 2.

t H H
t t H H t T

t H H

−γ

ε ∈ ∩⎧
⎪Ω ε = ε ∈ ∪ ≤ + − γ ε ε⎨
⎪ ε ∈ ∪ ≤ γ <⎩

Докажем следующую теорему.
Теорема 3. Пусть в области D справедливы оценки ||B(t)|| ≤ c и

( ) ( ) ( )( )
0

, , ~ O , 0
t

t

E t h dτ ε τ τ δ ε ε →∫ , где ε ≤ δ(ε) ≤ εγ, 0 < γ < 1,

то для решения систем интегральных уравнений (8) справедлива оценка
z(t,ε) ~ O(δ(ε)), ε→0.

Доказательство. Воспользуемся методом последовательных приближений.
Пусть z0(t,ε) ≡ 0,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0
0 1, , , , , ,

t

n n
t

z t E t t y E t B z h d−ε = ε ε + τ ε τ τ ε + τ τ∫ ,

тогда ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
1 0, , , , ,

t

t

z t E t t y E t h dε = ε ε + τ ε τ τ∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1, , , , ,
t

n n
t

z t z t E t B z d−ε = ε + τ ε τ τ ε τ∫ , n = 1,2,... .

По условию теоремы имеем

( ) ( ) ( )( )
0

, , ~ , 0
t

t

E t h d Oτ ε τ τ δ ε ε →∫ , и ε ≤ δ(ε) ≤ εγ,

поэтому

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0
1 0, ~ , , , , ~ , 0,

t

t

z t E t t y E t h d O t Dε ε ε + τ ε τ τ δ ε ε → ∈∫ .

Оценим второе приближение:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

2
2 1 1, , , , , ~ , 0,

t

t

z t z t E t B z d O O t Dε = ε + τ ε τ τ ε τ δ ε + δ ε ε → ∈∫ .

Аналогично, получаем
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Для n-го приближения справедливо соотношение

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2, ~ O ... , 0,n
nz t O O t Dε δ ε + δ ε + + δ ε ε → ∈ .

Это можно доказать, применяя метод математической индукции.
Последовательные приближения zn(t,ε) равномерно ограничены:

∀n∈N  ||zn(t,ε)|| ≤ cδ(ε),  0 < с – const.
Рассмотрим ряд

zn(t,ε) = z1(t,ε)+(z2(t,ε)–z1(t,ε))+(z3(t,ε)–z2(t,ε))+…+(zn(t,ε)–zn–1(t,ε)),
отсюда

||zn(t,ε)|| ≤||z1(t,ε)||+||z2(t,ε)–z1(t,ε)||+||z3(t,ε)–z2(t,ε)||+…+||zn(t,ε)–zn–1(t,ε)||.
Так как

z1(t,ε)~O(δ(ε)), zk(t,ε)–zk–1(t,ε)~O(δk(ε)), k = 2,3,…,n,
то в области D последовательность {zn(t,ε)} является сходящейся и имеет предел
z(t,ε) = O(δ(ε)), ε→0. Теорема 3 доказана.

А если h1( * *
1 2,t t ) = 0 и h2( * *

1 2,t t− ) = 0, то в области D справедлива оценка

( ) ( )
0

, ,
t

t

E t h d cτ ε τ τ ≤ ε∫ .

Поэтому, в этом случае, z(t,ε)~ε, ε→0.
Справедливы теоремы:
Теорема 4. Пусть выполняются условия 1, 2 и f( * *

1 2,t t )≠0, f( * *
1 2,t t− )≠0, тогда за-

дача (1), (2) имеет единственное решение, для которого справедлива асимптоти-
ческая оценка

||x(t,ε)|| ≤ cΩ3(t,ε),

где ( ) ( )
0 0

3 1 1 1

2 2

1, при ,
, 1/ , при , 1 2 ln ,

1/ , при , 0 1/ 2.

t H H
t t H H t T

t H H

γ

∈ ∩⎧
⎪Ω ε = ε ∈ ∪ ≤ + − γ ε ε⎨
⎪ ε ∈ ∪ ≤ γ <⎩

Теорема 5. Пусть выполняются условия 1, 2, f( * *
1 2,t t ) = 0 и f( * *

1 2,t t− ) = 0, тогда
задача (1), (2) имеет единственное решение и для решения справедливо неравен-
ство: ||х(t, ε)|| ≤ c, ε→0.

Замечание. Мы рассматривали общий случаи простой точки перевала. Этот
результат можно обобщить для n-кратной точки перевала, т.е. когда собственные
значения λ1(t) = α(t)+iβ(t), λ2(t) = α(t)–iβ(t) в области D имеют единственный
n-кратный нуль:

( ) ( )*
1 0k tλ ≡ , ( ) ( )*

2 0k tλ ≡ , k = 0, 1,..., n–1; ( ) ( )*
1 0n tλ ≠ , ( ) ( )*

2 0n tλ ≠ ,

где * * *
1 2t t it= + , t* – принадлежит границе D.

В данном случае асимптотика интегралов Ej(t,ε), j = 1,2 при ε→0, вычисляется
аналогично. Но надо иметь ввиду, что точка τ = t* ( *tτ = ) является точкой перева-

ла порядка n функций u1(τ) (u2(τ)). В окрестности точки перевала τ = t* ( *tτ = ) ли-
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нии Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) = 0 (Re(u2(τ1, τ2) – u2(t0,0)) = 0) делят плоскость на 2(n+1)
равных секторов с углами π/(n+1) при вершине, τ = t* ( *tτ = ). В соседних секто-
рах знаки Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) (Re(u2(τ1, τ2) – u2(t0,0))) различные [17].

Следствие 2. Пусть собственные значения λ1(t) = α(t) + iβ(t), λ2(t) = α(t) – iβ(t)
на границе области D имеют единственный n-кратный нуль и f( * *

1 2,t t ) ≠ 0,

f( * *
1 2,t t− ) ≠ 0. Тогда задача (1), (2) имеет единственное решение и для него спра-

ведлива оценка
||x(t,ε)|| ≤ cε–n/(n+1), ε→0.
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In this paper, the Cauchy problem for a normal system of two linear inhomogeneous ordinary
differential equations with a small parameter at the derivative is considered. The coefficient
matrix of the linear part of the system has complex conjugate eigenvalues. The real parts of the
complex conjugate eigenvalues in the considered interval change signs from negative to positive
ones. A singularly perturbed Cauchy problem is investigated in the case of instability, i.e., when
the asymptotic stability condition is violated. Moreover, the singularly perturbed Cauchy problem
has an additional singularity, namely, the corresponding unperturbed equation has a non-smooth
solution in the investigated extended domain. More exactly, the solution of the corresponding
unperturbed equation has poles in the complex plane. Therefore, the Cauchy problem under
consideration can be called bisingular in the terminology introduced by Academician A.M. Il’in.

The aim of the research is to construct the principal term of the asymptotic behavior of the
Cauchy problem solution when the asymptotic stability condition is violated.

In the study, methods of the stationary phase, saddle point, successive approximations, and
L.S. Pontryagin’s idea—the transition to a complex plane—are applied.

An asymptotic estimate is obtained for the solution of a bisingularly perturbed Cauchy
problem in the case of a change in the stability of a stationary point in the plane of “rapid
motions” is violated. The principal term of the asymptotic expansion of the solution is
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРАВЛЕННОГО ВЫБРОСА
КОМПОНУЮЩЕГО ТЕЛА РАЗДЕЛЯЮЩЕЙСЯ СОСТАВНОЙ
СИСТЕМЫ ПОД ДЕЙСТВИЕМ АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ СИЛ

Исследования посвящены решению задачи направленного выброса компо-
нующего тела из контейнера разделяющейся составной системы при сверх-
звуковых скоростях движения под действием аэродинамических сил. Уста-
новлены критериальные зависимости, указывающие на направление выбро-
са компонующего тела из контейнера. Данные критериальные зависимости
могут быть использованы при конструировании элементов составных сис-
тем и по их массово-геометрическим и аэродинамическим характеристикам
прогнозировать требуемые направления разделения составных систем.

Ключевые слова: разделяющаяся составная система, компонующее тело,
аэродинамические характеристики, критериальные зависимости.

Класс составных систем (СС) представляет собой набор тел, имеющих обычно
сгруппированные массовые, геометрические и аэродинамические характеристики.
Будем рассматривать способ компоновки, предполагающий расположение компо-
нующих тел (КТ) так, что их продольные оси образуют продольную ось СС.

Наиболее приемлемым путем получения полной и достоверной информации о
влиянии сверхзвуковых отрывных течений на обтекание и аэродинамические ха-
рактеристики (АДХ) разделяющихся СС является сочетание экспериментальных
методов исследования на баллистических трассах, в сверхзвуковых аэродинами-
ческих установках, на полигонах с теоретическим анализом выбранных моделей
отрывного обтекания КТ, механизма разделения и рассеивания СС под действием
аэродинамических сил [1−4].

Для экспериментального исследования динамики совместного движения КТ
составных систем необходимо прогнозировать закономерности их разделения на
баллистической трассе и гарантировано задавать направление разделения. В ста-
тье представлена модель разделения компонующих тел составной системы и ме-
тодика получения критериальных зависимостей, позволяющих на основе сравне-
ния ускорений компонующих тел СС определить направление их разделения.

Модель составной системы, методика получения
критериальных зависимостей и результаты решения задачи

Для установления критериальных зависимостей, указывающих на направление
выброса КТ из контейнера, рассмотрим разделяющуюся СС (рис. 1), моделирую-
щую контейнеры с находящимися в них КТ, применяемые при проведении балли-
стических экспериментов.
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l

L

D d r

r м

Рис. 1. Контейнер с отделяющимся телом в сквозном осевом канале
Fig. 1. Container with a separable body in a through axial channel

Разделяющаяся СС состоит из двух частей: контейнера и выбрасываемого КТ.
Контейнер представляет собой цилиндр диаметром м2D r=  и длиной L  с пло-
ским передним и задним торцами, имеющий цилиндрический осевой канал диа-
метром d . В канале расположено выбрасываемое КТ, представляющее собой
также цилиндр диаметром d  и длиной l . Известны плотности материалов кон-
тейнера кρ  и КТ – тρ . Ограничимся случаем сверхзвукового движения разде-
ляющейся СС с углом атаки 0α = .

Составляющую продольной аэродинамической силы, действующую на перед-
ний торец системы, определим выражением

( )
1

2
м2

0

4
( ) 1x

q
R r f r rdr

kM
∞

∞

= π −∫ . (1)

Здесь м/r r r= , мr  – радиус миделевого сечения, т( ) /f r P P∞= , тP   – давление на
выбранной площади элемента поверхности, P∞  – давление невозмущенного по-
тока, r  – текущий радиус.

Разделим составляющую xR  на силу, действующую на торец контейнера к
xR  и

на силу, действующую на выбрасываемое КТ – т
xR :

( )
1

1
к 2

м2
4

( ) 1x
r

q
R r f r rdr

kM
∞

∞

= π −∫ ; (2)

( )
1

т 2
м2

0

4
( ) 1

r

x
q

R r f r rdr
kM

∞

∞

= π −∫ . (3)

Аэродинамические коэффициенты этих сил xC , к
xC  и т

xC  выражаются в виде

( )
1

2
0

4 ( ) 1xC f r rdr
kM∞

= −∫ ; (4)
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( )
1

1
к

2
4 ( ) 1x

r

C f r rdr
kM∞

= −∫ ;  (5)

( )
1

т
2

0

4 ( ) 1
r

xC f r rdr
kM∞

= −∫ , (6)

где 1
м2

dr
r

=  – безразмерный радиус сквозного осевого канала.

Для дальнейших исследований в качестве функции ( )f r будем использовать
полином четвертой степени, построенный по результатам дренажных испытаний
при скорости набегающего потока 3M∞ =  [1, 5], который был вычислен по девя-
ти точкам (с учетом точки Релея) (рис. 2).

Pт
Р∞

r

Рис. 2. Аппроксимация экспериментальных данных распределения
относительно давления т /P P∞  по переднему торцу компонующего
тела с помощью многочленов второй и четвертой степени, α = 0,

3M∞ = ; ― уравнение второй степени; – – – уравнение четвертой
степени; – · – · – уравнение второй степени с учетом точки 0r = ; ······
уравнение четвертой степени с учетом точки 0r =
Fig. 2. Approximation of experimental distribution data with respect
to the pressure т /P P∞  along the front end of linked body using the

quadratic and quartic polynomials at α = 0 and 3M∞ = ; ― is for
quadratic equation; – – – is for quartic equation; – · – · – is for
quadratic equation with allowance for the point 0r = ; and ······ is for
quartic equation with allowance for the point 0r =
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Вид этого полинома

тP
P∞

 = ( )f r  = 12.8138 – 0.1124 2r 2 – 2.5895 4r . (7)

Расчет по формулам (4), (5) и (6) с учетом (7) позволяет определить общий аэ-
родинамический коэффициент продольной силы хС , действующей на разделяю-
щуюся СС, а также зависимость аэродинамических коэффициентов продольной
силы, действующей на контейнер к

xC  и выбрасываемое КТ т
xC от r . На рис. 3

представлены эти зависимости. Пересечение кривых позволяет определить точку,
в которой значения к

xC  и т
xC  равны между собой. Эта точка соответствует значе-

нию r  = 0,68. При этом значения к
xC  = т

xC  = 0.825, хС  = 1.65.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 r

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

Cx

Cx
к

Cx
т

Рис. 3. Зависимость аэродинамических коэффициентов продольной силы,
действующей на контейнер Схк и выбрасываемое компонующее тело Схт от r
Fig. 3. Aerodynamic coefficients of the axial force acting on the container Схк

and ejected linked body Схт as the functions of r

Для нахождения критериальных зависимостей, позволяющих определить на-
правление выброса КТ из контейнера, рассмотрим отношение их ускорений:

к
к т

т
т к

x

x

Ca m
a mC

= ⋅ , (8)

где mт и mк – массы КТ и контейнера соответственно.
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Разделение СС произойдет при выполнении условия

к

т

a
a

 ≠ 1. (9)

Если соотношение к

т

a
a

> 1, то выброс КТ будет происходить по направлению,

совпадающему с вектором скорости (выброс через головную часть контейнера).

При к

т

a
a

< 1 будет происходить выброс в донную область контейнера.

Значение для масс контейнера и КТ запишутся соответственно
2 2

к к к к к( )m W r r L= ρ = πρ − ; (10)

2
т т т тm W r l= ρ = πρ . (11)

Подставляя значения из (10) и (11) в (8) и учитывая, что 
м

rr
r

= , LL
D

=  и

ll
D

= , получим

к 2
к т

т 2
т к(1 )

х

х

Ca r l
a LC r

ρ
= ⋅ ⋅ ⋅

ρ−
. (12)

Для анализа (12) предположим, что выбрасываемое КТ имеет ту же длину, что
и контейнер, т.е. l L= . Тогда

к 2
к т

т 2
т к(1 )

х

х

Ca r
a C r

ρ
= ⋅ ⋅

ρ−
. (13)

Из (13) видно, что к

т

a
a

 является функцией, зависящей от r  и от плотностей

разделяющихся тел. Задавая плотность тел, можно определить, произошел выброс
КТ в донную область или через головную часть контейнера при заданном r
и M∞ . Обозначая

к 2

т 2(1 )
х

х

C r
C r

⋅
−

= ( )F r  (14)

и учитывая отношение l n
L
= , выражение (12) можно записать в виде

к

т

a
a

= ( )F r т

к

ρ
ρ

n . (15)

Расчеты, проведенные для М∞ = 3, позволяют построить критериальные кри-
вые разделения составной системы (рис. 4).

На самой кривой т

к

1
( )F r n

ρ
=

ρ
, т.е. выбрасываемое КТ и контейнер движутся

вместе и разделения не происходит.
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Если соблюдаются условие т

к

1
( )F r n

ρ
>

ρ
, значения т

к

ρ
ρ

 лежат выше кривой и

происходит выброс КТ через головную часть контейнера.

При т

к

1
( )F r n

ρ
<

ρ
 выброс КТ произойдет в донную область (рис. 4).
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Рис. 4. Критериальная зависимость, характеризующая направление
выброса компонующего тела из контейнера. ↓ – выброс в донную об-
ласть, ↑ – выброс навстречу набегающему потоку
Fig. 4. Criteria dependency characterizing a direction of the linked
body ejection from the container. ↓ indicates the ejection towards
the bottom area, ↑ indicates the ejection towards the oncoming flow
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Выводы

Методика получения критериальных зависимостей, предложенная в работе,
позволяет получить однозначный ответ о направлении разделения компонующих
тел составной системы: выброс через головную часть контейнера или выброс в
донную область контейнера. Данные критериальные зависимости могут быть ис-
пользованы при конструировании элементов составных систем и по их массово-
геометрическим и аэродинамическим характеристикам прогнозировать требуемые
направления разделения составных систем.
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The studies are devoted to solving the problem of directed ejection of a linked body from a
container of the separable compound system at supersonic speeds under the action of
aerodynamic forces. The considered separable compound system consists of two parts which are
the container and the ejected linked body. The container represents a cylinder with a flat front and
rear ends with a cylindrical axial channel inside. There is an ejected linked body in the channel,
which is also a cylinder of the same diameter as the axial channel. The densities of the materials
of container and linked body are known. The criterial dependencies indicating the direction of the
linked body ejection from the container are obtained. These criterial dependencies can be used
when designing elements of compound systems and, based on the mass, geometric, and
aerodynamic characteristics of the systems, they can predict the required directions of the
separation of compound systems.
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АНАЛИЗ АМПЛИТУДНО-ЗАВИСИМЫХ ДЕМПФИРОВАНИЙ
И ВОЗМОЖНОСТИ ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 

ПРИ РАСЧЕТЕ ЧИСЛЕННЫМИ МЕТОДАМИ1

Статья посвящена рассмотрению амплитудно-зависимых коэффициентов
демпфирования на примере плоских образов из алюминиевого сплава АМг6.
Приведены результаты экспериментальных исследований затухающих и вы-
нужденных колебаний образцов, а также их анализ. Выявлены зависимости
параметров демпфирования образов и материала от напряжений и описан
подход к их использованию при решении динамических задач численными
методами.

Ключевые слова: колебания, напряжённое состояние, амплитудно-зависи-
мые демпфирования, конечно-элементное моделирование.

В настоящее время все большую популярность набирает концепция «цифро-
вых двойников» изделия, иными словами расчетная математическая модель [1, 2].
В области ракетно-космической техники, где основными воздействиями на изде-
лия являются затухающие во времени переходные процессы [3], важной состав-
ляющей цифрового двойника является конечно-элементная динамическая модель
(КЭМ) изделия. К ней предъявляется ряд требований. Во-первых, модель должна
иметь внешнее соответствие реальному изделию. Во-вторых, позволять проводить
на ее основе моделирование динамических испытаний, а также иметь возмож-
ность настройки по результатам испытаний. В-третьих, верифицированная модель
должна достоверно моделировать поведение конструкции тогда, когда нет воз-
можности проводить испытания.

В общем виде решение на КЭМ с n степенями свободы представляет собой
решение следующего уравнение [4]:

,Mu Cu Ku P+ + = (1)
где M – матрица масс, С – матрица демпфирования, K – матрица жесткости, u –
вектор узловых перемещений, P – вектор внешних сил. Отсюда следует, что мо-
дель будет давать достоверный результат только в случае правильно построенных
матриц масс, жесткости и демпфирования. И если в случае матриц масс и жёстко-
сти данная задача является хоть и весьма трудоемкой, но реализуемой с использо-
ванием современных конечно-элементных (КЭ) пакетов, путем верификации мо-
дели по результатам испытаний, то в случае матрицы демпфирования возникает
ряд проблем. Связаны они с тем, что во всех известных авторам КЭ-пакетах
демпфирование задается в трех основных формах: 1) постоянное, в случае обще
конструкционного демпфирования; 2) пропорциональное матрице жесткости, в

                                                          
1 В статье использованы результаты, полученные в ходе выполнения проекта 8.2.19.2018 в рамках
Программы повышения конкурентоспособности ТГУ (экспериментальные исследования) и в рамках
Программы фундаментальных научных исследований государственных академий наук на 2013−2020
годы, направление III.23 (численное моделирование).
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случае внутреннего демпфирования, 3) пропорционального матрице масс, в слу-
чае внешнего демпфирования. В некоторых случаях вместо постоянного демпфи-
рования КЭ-пакеты позволяют задавать разные значения в выбранных диапазонах
частот. Однако в реальных конструкциях величина конструкционного демпфиро-
вания зависит не столько от частоты, сколько от амплитуды и формы распределе-
ния напряжений [5 – 8].

В то же время проводятся попытки реализовать данное поведение на матема-
тических моделях. С.Дж. Эллиотт [9] приводит математическое моделирование
системы с двумя степенями свободы с учетом наличия в ней нелинейного демп-
фера. Однако в его расчетах демпфирование зависит от первой производной пе-
ремещения.

Данная статья посвящена изучению зависимостей демпфирования от уровня
напряжений/деформаций в наиболее распространенном в изделиях ракетно-
космической техники материале – алюминиевом сплаве АМг6, а также возможно-
стям применения данных зависимостей для расчетов на основе КЭМ.

Амплитудно-зависимое демпфирование

В литературе широко представлены значения коэффициентов демпфирования
[7]. Данные значения являются либо свойством конкретного образца, на котором
проводится исследование, или представляют собой одно значение, советующее
конкретному уровню напряжений. Проводятся такие исследования на равномерно
напряженном образце, например, растяжением-сжатием пластины, или кручением
трубчатого образца. Данные характеристики не универсальны и, если их исполь-
зовать при расчете сложных КЭМ-изделий, то результаты могут оказаться невер-
ными.

Однако в случае переменного изгиба пластин или кручении толстостенных
трубок распределение напряжений становится неоднородным и это обстоятельст-
во требует дополнительных усилий для перехода от демпфирующих характери-
стик образца к характеристике материала. Рассеяние энергии в изотропном мате-
риале при сложно-напряженном состоянии при колебаниях должно зависеть от
амплитуд инвариантов напряжения. В частности, для пластичных материалов в
качестве такого инварианта следует использовать интенсивность напряжений или
эквивалентные напряжения по Мизесу [6]. Такую зависимость уровня демпфиро-
вания от напряжения в материале, получаемую на основе экспериментальных
данных, удобно аппроксимировать степенной функцией [10]

( ) n
i ikψ σ = σ . (2)

где k, n – характеристики материала, которые в определённом диапазоне частот и
температур можно считать постоянными, а σi – амплитуда интенсивности напря-
жений. В случае амплитудно-независимого демпфирования n = 0.

В реальных конструкциях кроме демпфирования в материале также присутст-
вуют другие виды демпфирования (конструкционное, внешнее). В связи с этим
экспериментальную характеристику образца целесообразно представлять как
сумму

нач ( )iψ = ψ +ψ σ , (3)
где ψнач – величина коэффициента рассеяния энергии при малых напряжениях.
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Экспериментально-расчетное исследование алюминиевых образцов

Для целей данного исследования были изготовлены и испытаны плоские об-
разцы из алюминиевого сплава АМг6. Для определения зависимостей рассеяния
энергии в материале от напряжений к образцам были применены следующие ви-
ды экспериментальных исследований: определение резонансной кривой, полу-
ченной при вынужденных колебаниях, и определение виброграммы свободных
затухающих колебаний для оценки затухания за цикл при свободных колебаниях.

В процессе испытаний образец имел консольное закрепление. Исследования
проводились по первой форме колебаний, которая соответствует изгибной форме
колебаний и частоте порядка 17,2 Гц. Данная частота обусловлена закреплением в
консольной части образца стальной пластины. Она позволяет достигнуть бóльших
уровней напряжений в материале. Схема испытаний представлена на рис. 1. Кон-
троль напряжений осуществлялся по показаниям тензодатчика (Т2), расположен-
ного в месте максимальных напряжений – корне образца, контроль ускорений
осуществлялся с помощью трехкомпонентного вибропреобразователя(В1), уста-
новленного на незакрепленной стороне образца.

1

3
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x y

z

Рис. 1. Схема испытаний образцов (1 – образец, 2 – оснастка, 3 – стальная накладка)
Fig. 1. Scheme of the tests of samples: 1 – sample, 2 – mounting, and 3 – steel strip

Затухающие свободные колебания

Первый вид испытаний на образцах проводился приложением импульсной на-
грузки к свободному краю образца. Виброграмма, полученная при этих испыта-
ниях и отфильтрованная для исключения высоких частот, представлена на рис. 2.
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Рис. 2. Развертка затухающих колебаний
Fig. 2. Time-base of the damped oscillations
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Уровень рассеяния энергии при затухающих колебаниях обычно оценивается
логарифмическим декрементом колебаний. Несмотря на то, что изначально поня-
тие логарифмического декремента колебаний было введено для линейной колеба-
тельной системы при экспоненциальном законе затухания, в случае амплитудно-
зависимого демпфирования в системе данную характеристику можно использо-
вать, если считать ее переменной величиной и определять по усредненным значе-
ниям между соседними амплитудами одного цикла. Усреднённое значение лога-
рифмического декремента вычисляют по формуле

ln i
i

i T

a
a +

⎛ ⎞
δ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (4)

где ai и ai+T – амплитуды колебаний в начале и конце рассматриваемого цикла i,
T – период колебаний.

На рис. 3, а показана взаимосвязь амплитуд замеренных виброускорений в
свободной части образца и напряжений (деформаций) в корне образца, На
рис. 3, б представлено значение логарифмического декремента затухания, опреде-
ленного по формуле (4), отнесенного к средней амплитуде колебаний ai+T/2, как
функции напряжений, которые соответствуют этой амплитуде колебаний.
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Рис. 3. Характеристики затухающего процесса колебаний образца:
точки – экспериментальные данные, кривые – аппроксимация

Fig. 3. Characteristics of the damped oscillations of the sample:
the dotted line is the experimental data and the solid line is the approximation
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Видно, что нелинейность зависимости виброускорений от напряжений наблю-
дается только выше 25 МПа, при этом логарифмический декремент нелинейно за-
висит от уровня напряжений даже при невысоких значениях напряжений.

Логарифмический декремент колебаний используется для определения уровня
рассеяния энергии в системе при затухающих колебаниях из-за удобства опреде-
ления, однако более точно демпфирующая способность колебательной системы
определяется относительным рассеянием энергии (коэффициентом поглощения):

( )( )
( )

U aa
U a
∆

ψ = , (5)

где U(a) – амплитудное значение энергии упругого деформирования. Данные ха-
рактеристики обычно связывают формулой

2ψ = δ , (6)
справедливой в случае вязкого трения. Для систем с нелинейным сопротивлением
данная формула справедлива только при малом значении декремента. При боль-
шом затухании В.В. Матвеевым было предложено [11] дифференциальное опре-
деление логарифмического декремента затухания:

4 ( )( ) 1
( ) ( )

a d a daa
a a a da dt

π ω⎡ ⎤δ = − +⎢ ⎥ω ω⎣ ⎦
. (7)

Полученные на основе формул (6) и (7) результаты были аппроксимированы
степенной зависимостью в соответствии с уравнением (2). На рис. 4 представле-
ны эти аппроксимированные кривые относительного рассеяния энергии (кривая
1 – получена по формуле (6), кривая 2 – по формуле (7)). Полученные по
экспериментальным данным по затуханию характеристики составили для
кривой 1 – ψнач = 0.0392 (3.92%), k = 9.092415·10−4 (МПа)n, n = 1.7238; для кри-
вой 2 – ψнач = 0.0375 (3.75%), k = 7. 346413·10−4 (МПа)n, n = 1.6403. Аппроксими-
рованные кривые дают практически одинаковый результат в диапазоне напря-
жений от 0 до 20 МПа. Это свидетельствует о применимости формулы (6) при
небольших уровнях напряжений.
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Рис. 4. Зависимость рассеяния энергии в образце
от амплитуды напряжений

Fig. 4. Energy absorption coefficient of the sample
as a function of stress amplitude
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Вынужденные колебания

Второй вид испытаний проводился при воздействии гармонической силы с
различными уровнями (0.3, 1.0 и 1.5g). Амплитудно-частотные характеристики
(АЧХ), полученные по измерениям напряжений в месте установки тензорезистра,
представлены на рис. 5.
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Рис. 5. АЧХ образца
Fig. 5. Amplitude-frequency response of the sample

Используя эти АЧХ, значения демпфирования для образца при уровне относи-
тельных напряжений 70 % от резонансных значений могут быть определены по
широко известной формуле

2 1
0.7 2

r

ω −ω
ψ = π

ω
, (8)

где ωr – резонансная частота, ω1 и ω1 – частоты, соответствующие 70 %-му уров-
ню напряжений.

Обработка полученных АЧХ для других значений напряжений с целью опре-
деления зависимости характеристик демпфирования от напряжений была произ-
ведена по предложенной Б.Ф. Шорром и Н.Н. Серебряковым методике [12]. Были
получены значения коэффициента рассеяния при небольшом уровне относитель-
ных напряжений, составляющих 15−20 %, по формуле

р 2 [ ( )]ψ = π σ ∆ω ∆ω ,

2 1

р

ω −ω
∆ω =

ω
, (9)

где ω1 и ω2 – частоты, соответствующие уровню напряжений σ , ωр – резонансная
частота.

Далее были получены значения демпфирования при меньших нерезонансных
уровнях напряжений по формуле

2
р 2

2
1( ) 2

2
ψ⎛ ⎞

ψ σ = π −∆ω⎜ ⎟π σ⎝ ⎠
. (10)
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Полученные значения отмечены точками на рис. 6, через них была проведена
аппроксимирующая кривая, согласно формулам (2) и (3). На характер получаемой
таким образом зависимости сильно сказывается количество точек, использован-
ных для ее построения. В данном случае с помощью уравнения (10) были получе-
ны значения демпфирования при нерезонансных уровнях напряжений, состав-
ляющих 50, 70 и 90 % от резонансного значения.

Характеристики аппроксимирующих кривых при ψр, полученной на уровне
15 % от резонансного значения имеют следующие значения: ψнач = 0.0662
(6,6 %), k = 0.0027 (МПа)n, n = 1.0893 и на уровне 20 % – ψнач = 0.0970 (15,1 %),
k = 5.3271·10−4 (МПа)n, n = 1.4453.
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Рис. 6. Зависимость относительного рассеяния энергии в образце
от амплитуды напряжений (а – ψр получено при 15 % от резо-
нансного значения напряжений, б – ψр получено при 20 % от
резонансного значения напряжений)
Fig. 6. Energy absorption coefficient of the sample as a function of
stress amplitude: ψр was obtained at (a) 15 % and (b) 20 % of the
stress resonant value
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Определение зависимостей коэффициентов демпфирования в материале

Все полученные выше зависимости характеризуют уровень демпфирования в
образцах. При изгибных колебаниях образцов распределение напряжений неод-
нородное, что требует дополнительного анализа для перехода к характеристике
рассеяния энергии в материале.

Для образца в целом полная энергия получается из суммы

0 ф0 0VU U UΣ = + , (11)

где Uф0 – энергия формоизменения, UV0 – энергия изменения объема. Индекс 0
здесь и в дальнейшем означает свойство образца.

При этом уменьшение энергии образца при ее диссипации за счет неупругих
деформаций определяется только, за счет изменения формы образца:

0 0

0 ф0 ф ф( ) ( ) ( )i i i
V V

U U U dV U dVΣ∆ = ∆ = ∆ σ = ψ σ σ∫ ∫ , (12)

где V0 – объем образца.
Из формул (5) и (12) следует, что

0 ф0 к ф

0 ф0

( )(1 ) ( ) ( ),
,

к i

VU U
ψ σ +ϑ = ψ σ = ψ σ

ϑ =
(13)

где σк – амплитуда напряжений, измеренная тензорезистром (контрольное напря-
жение); σi – амплитуда интенсивности напряжений.

При сложном напряженном состоянии колеблющегося тела энергия формоиз-
менения единичного объем равна:

2
( ) ,

6
i

ф iU
G
σ

σ = (14)

где G – модуль сдвига.
Амплитуда интенсивности напряжений в любой точке образца произвольной

геометрии равна

к ,i iσ = σ σ (15)

где iσ  – относительная амплитуда интенсивности напряжений.
Отсюда

0 0

2 2 2 2
ф0 к ф0 к

1 ,
6 6

n n
i i

V V

kU dV U dV
G G

+ += σ σ ∆ = σ σ∫ ∫ . (16)

Следовательно,

ф0
ф0 к к

ф0
( , ) nU

k
U
∆

ψ σ η = = σ η ; (17)

0 0

2 2 .n
i i

V V

dV dV+η = σ σ∫ ∫ (18)

Таким образом η – расчетный коэффициент, зависящий от характеристики
демпфирования n, геометрии образца и распределения амплитуд интенсивности
напряжений при рассматриваемой форме колебаний iσ .
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Для расчета коэффициента η по формуле (18) используются амплитуды интен-
сивности напряжений, полученные на КЭМ модели образца при проведении гар-
монического анализа. Соотнося формулы (2) и (17), получаем значение коэффи-
циента k = k0 /η. Полученные значения коэффициентов представлены в таблице.

Значения коэффициентов уравнений (2), (3) и (17),
полученные после обработки результатов испытаний

Испытания №

Амплитудно-
независимая
часть демпфи-
рования ψнач

Коэффици-
ент уравне-

ния k

Степень
 n

Расчетный
коэффици-

ент η

Коэффици-
ент уравне-

ния k0

1 0,037529 9,0924·10−4 1,6403 0,5837 1,5578·10−3Свободные
колебания 2 0,039198 7,3464·10−4 1,7238 0,5704 1,2878·10−3

3 0,066248 2,7125·10−3 1,0893 0,6850 3,9599·10−3Вынужденные
колебания 4 0,096997 5,3271·10−4 1,4453 0,6165 8,6404·10−4

Применение полученных зависимостей при численном моделировании

Численное моделирование проводилось с использованием прграммного ком-
плекса (ПК) ANSYS. Для применения уравнения (3) при расчете из набора суще-
ствующих в ПК ANSYS параметров демпфирования были выбраны следующие.
DMPRAT – постоянный частотно-независимый коэффициент демпфирования,
применяемый лишь при решении задач методом суперпозиции. Ему присваивает-
ся значение ψнач. Для задания амплитудно-зависимой части использовался коэф-
фициент демпфирования DMPR – постоянное конструкционное (гистерезисное)
демпфирование, задаваемое в материале. Данное демпфирование применимо как
при прямом интегрировании, так и при методе суперпозиции. Матрица демпфи-
рования [С] из уравнения (1) при использовании этих двух видов демпфирования
принимает следующий вид [4]:

1
[ ] [ ][ ][Ф] [ ],

mN
j T

j
j

m
C Ф K

=
= + Ξ

πΩ∑ , (19)

где mj – значение DMPR; Nm – количество материалов с DMPR; Ω  – частота воз-
буждающей силы (the forcing frequency), [Ф] – матрица форм (matrix of the mode
shapes); [Kj] – матрица жесткости части конструкции с заданным материалом j;
[Ξ] – диагональная матрица с элементами главной диагонали со значениями
DMPRAT.

Явное задание амплитудно-зависимых параметров демпфирования в про-
граммном комплексе ANSYS не предусмотрено. Для реализации возможности за-
дания переменного демпфирования в зависимости от напряжения каждому эле-
менту настроенной конечно-элементной модели образца был присвоен ориги-
нальный материал. Далее был реализован итерационный алгоритм с использова-
нием встроенного командного языка APDL. Общий принцип действия алгоритма
представлен на рис. 7 в виде блок-схемы.

Начальными условиями для алгоритма являются значения параметров n, k0,
ψнач из таблицы, а также расчетная частота freq и уровень нагружения F, значение
начального демпфирования dinit, при котором рассчитываются предварительные
значения напряжений в элементах образца и значение относительной погрешно-
сти, которое является критерием для оценки сходимости цикла.
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Начало

Ввод k, n, Ψнач, freq, F, dinit, ∆ cr

Calculation ANSYS 

DMPRAT =dinit 

Распределение σi на частоте freq от силы F

Вычисление демпфирований DMPRi = k⋅σi
n

DMPRAT = Ψнач

Calculation ANSYS 

Распределение σi на частоте freq от силы F

Вычисление  ∆

∆ ∆ ≤ cr Конец
ДаНет

Рис. 7. Блок-схема процесса вычисления напряжений
с учетом амплитудно-зависимого демпфирования

Fig. 7. Flow diagram for the stress calculating
with allowance for amplitude-dependent damping

Начало

Ввод σi, dold, dcrit

abs(d1 -d2)≤d crit

DMPR =d2

Выход DMPR

d1+d2≤ 2d1

DMPR = d1+dcrit

Конец

d1 = dold; d2 = 

DMPR = d1-dcrit

k⋅σi
n

Нет Да

Нет Да

Рис. 8. Блок-схема процесса вычисления
коэффициентов демпфирования DMPR в материале

Fig. 8. Flow diagram for the calculating
of material damping coefficient DMPR
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Значение начального демпфирования dinit выбирается таким, чтобы предвари-
тельное распределение напряжений в образце, по которому будут определены
значения коэффициента демпфирования DMPR, были не слишком велики. После
присвоения материалам значений коэффициента демпфирования DMPR заново
проводится расчет напряжений в элементах образца. Полученные распределения
сравниваются и, если условие сходимости не удовлетворяется, то расчет коэффи-
циентов демпфирования и уровней напряжения проводится заново до тех пор, по-
ка условие сходимости не будет выполнено. При этом изменение коэффициентов
демпфирования DMPR в материалах происходит постепенно. Алгоритм измене-
ния коэффициентов демпфирования представлен на рис. 8. В случае если после
перерасчета разница нового и старого значения DMPR будет больше некого зна-
чения dcrit, то старое значение просто увеличивается или уменьшается на это зна-
чение. Значение dcrit в процессе вычисления уменьшается для уменьшения коли-
чества расчетов.

Критерий сходимости описывается следующим уравнением:

( )new old
cr

new old

2 ,

,
i i i i

i i i

∆ σ + ∆ σ ≤ ∆

∆ = σ −σ
 (20)

где ∆cr – критерий сходимости; σi
new – значения амплитуд эквивалентных напря-

жений из последнего расчета; σi
old – значения амплитуд эквивалентных напряже-

ний из предыдущего расчета.

Заключение

Коэффициенты демпфирования, полученные по усреднённой амплитуде при
анализе результатов затухающего процесса колебаний и при анализе АЧХ вынуж-
денных колебаний образца, являются интегральными, иными словами, складыва-
ются из суммы «мгновенных», переменных в процессе колебаний коэффициентов
демпфирования. Существующие способы обработки экспериментальных данных
предлагают решения для определения этих «интегральных» коэффициентов
демпфирования в зависимости от уровней напряжений в материале. Однако при-
менение данных зависимостей сильно осложнено тем, что коэффициенты демп-
фирования получаются связанными с деформациями/перемещениями, что делает
решение задачи нелинейным и требует применения итерационных методов реше-
ния.
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Digital twins are becoming an essential part of the product designing. In the rocket and space
technology, a dynamic finite element model represents the important component of the digital
twin. This model is required to be capable of predicting behavior of the structure under dynamic
load with a reliable accuracy. At the same time, calculations of the design response with
allowance for amplitude-dependent damping are impossible by the modern finite element
software.

This article presents the test results of flat aluminum alloy samples which are the time
characteristics of free damped oscillations and amplitude-frequency characteristics of forced
oscillations of samples. An analysis of test results was carried out using the existing methods for
obtaining dependences of the dumping on the equivalent (von Mises) stress in the material.

The paper describes a damping matrix formation for numerical calculations using constant
damping coefficients. Also, the article proposes an iterative algorithm, which enables the
application of amplitude-dependent damping coefficients in the harmonic analysis.
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СРАВНЕНИЕ СХЕМ ТИПА «MUSCL» ДЛЯ РАСЧЕТА ТЕЧЕНИЙ
ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА В СОПЛАХ ЛАВАЛЯ1

Проведено сравнение схем типа «MUSCL» при расчете одномерного тече-
ния идеального газа в сопловом блоке ракетного двигателя. Сравнение про-
водилось путем определения коэффициента расхода. При проведении расче-
тов использовались схема Годунова первого порядка точности, схемы
«MUSCL» второго и третьего порядков точности, схема «MUSCL-Hancock»
третьего порядка точности в комбинации с функциями-ограничителями
«MINMOD», «Van Albada», «Van Leer», «Superbee». При определении пото-
ков через грани расчетной ячейки использовались точное решение задачи о
распаде произвольного разрыва, метод Роя или метод HLLC. Показано, что
на точность определения интегральных характеристик основное влияние
оказывает выбор базовой схемы.

Ключевые слова: сопло Лаваля, газовая динамика, коэффициент расхода,
математическое моделирование, схемы типа Годунова, схема MUSCL,
точное решение задачи Римана, метод Роя, метод HLLC.

При моделировании течений продуктов сгорания в газодинамических трактах
ракетных двигателей широко применяются численные методы повышенного по-
рядка точности, основанные на схеме Годунова [1−3]. Методы такого типа разви-
ваются уже на протяжении более сорока лет, и существует огромное множество
их вариантов и реализаций [4]. Впервые схема второго порядка точности по про-
странству, основанная на методе Годунова была предложена Колганом в 1972 го-
ду [5, 6]. Основная идея схемы Годунова–Колгана заключалась в замене кусочно-
постоянного распределения функции внутри ячейки на кусочно-линейное распре-
деление. Для удовлетворения условиям сохранения полной вариации (Total
Variation Diminishing, TVD) Колган предложил использовать принцип минималь-
ного значения производной. В 1979 году подход, предложенный Колганом, полу-
чил свое развитие в работе Ван Лира [7, 8], в которой была предложена схема
MUSCL (Monotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws). Схема при-
обрела большую популярность, и в результате её развития родилось большое се-
мейство схем типа MUSCL [9].

Схемы типа MUSCL хорошо протестированы на течениях с разрывами (зада-
чи: «Сода», «Лакса», «Mach 3», «Supersonic shock tube», «1-2-3», «High Mach»,
«Сильная ударная волна», «Подвижный контактный разрыв») [10]. Однако для
решения инженерных задач газовой динамики ракетных двигателей, помимо оп-
ределения структуры течения, важнейшей задачей является определение инте-
гральных характеристик. В связи с этим требуется проведение исследований и
определение комбинаций базовых схем, функций ограничителей и методов опре-

                                                          
1 Результаты были получены в рамках выполнения государственного задания Минобрнауки России,
проект № 9.9063.2017/8.9.
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деления потоков через грани расчетных ячеек, позволяющих с высокой точностью
определять энерго-тяговые характеристики двигателей.

Математическая постановка

Система уравнений Эйлера, описывающая нестационарное течение сжимаемо-
го невязкого газа в одномерном приближении имеет вид [11, 12]

( ) 0,
t x

∂∂
+ =

∂ ∂
F QQ (1)

где Q  – вектор консервативных переменных, ( )F Q  – вектор потоков:

( )
( )

2; .
u

u u p
e e p u

ρ⎛ ⎞ρ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ρ = ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Q F Q  (2)

Здесь ρ  – плотность; t  – время; p  – давление; u – скорость движения газа;
2 2e u= ρε +ρ  – полная энергия единицы объема; ε  – удельная внутренняя энер-

гия. Система замыкается уравнением состояния идеального газа: ( 1)pε = γ − ρ ,
где γ  – показатель адиабаты.

С х е м а  « Г о д у н о в а »

Для системы уравнений (1) схема Годунова имеет вид [12]
1

1/ 2 1/ 2 0
n n
i i i i

t x

+
+ −− −

+ =
∆ ∆

Q Q F F , (3)

где t∆  – шаг по времени, x∆ – шаг по пространству; n
iQ  и 1n

i
+Q  – значения век-

тора консервативных переменных на текущем и следующем шаге по времени со-
ответственно, 1/ 2i+F  и 1/ 2i−F  – потоки через правую и левую грани расчетной
ячейки.

Для расчета потоков может быть использовано точное решение задачи о рас-
паде произвольного разрыва (определение потоков по методу Годунова) [12] либо
другие методы, основанные на приближенных решениях задачи Римана: Рое,
Ошера, HLL, HLLC, HLLE и другие [10]. Таким образом реализация шага по вре-
мени в схеме Годунова проводится в два этапа:

Этап 1 – «Решение задачи Римана». На данном этапе по известным значениям
n
iQ , с использованием точного или приближенного решения задачи Римана о рас-

паде произвольного разрыва, определяются потоки 1/ 2i+F и 1/ 2i−F  через грани
расчетной ячейки:

1/ 2 1RimmanSolver( , ).n n
i i i+ +=F Q Q  (4)

Этап 2 – «Вычисление параметров на новом временном слое». На этом этапе
по известным значениям n

iQ , 1/ 2i+F  и 1/ 2i−F  с использованием (3) определяются

параметры газа 1n
i
+Q  на новом временном слое.
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С х е м а  « M U S C L »

Для повышения порядка точности по пространству часто используется техника
квазимонотонной интерполяции сеточных решений (MUSCL) [8, 13, 14], удовле-
творяющая условию TVD. Основная идея схем MUSCL состоит в повышения точ-
ности схемы за счет изменения порядка интерполяции в пределах ячейки. В общем
случае для большинства схем типа MUSCL параметры на гранях расчетных ячеек
могут быть определены с использованием следующих соотношений [10]:

( )( ) ( )( )[ ]1/ 2
1 1 1
4

L n
i i i ik k+ = + − ∇ + + ∆Q Q Q Q ; (5)

( )( ) ( )( )[ ]1/ 2
1 1 1
4

R n
i i i ik k− = − + ∇ + − ∆Q Q Q Q ; (6)

1
n n

i i i+∆ = −Q Q Q ;

1
n n

i i i−∇ = −Q Q Q ,

где 1/ 2
L
i+Q – параметр на левой границе ячейки; 1/ 2

R
i−Q – параметр на правой грани-

це ячейки; nQ – параметры в центрах ячеек; k  – коэффициент схемы.
Возможные варианты реализации схем типа MUSCL представлены в табл. 1.

Значения коэффициента схемы 1,0,1k = −  соответствуют схемам с линейной ин-
терполяцией величин, а 1/ 3k =  – схеме третьего порядка точности с параболиче-
ской интерполяцией.

Т а б л и ц а  1
Типы схем MUSCL

Название схемы Коэффициент схемы Тип реконструкции Порядок точности
MUSCL-Upwind −1 Линейная 2-й
MUSCL-Fromm 0 Линейная 2-й
MUSCL-CDS 1 Линейная 2-й
MUSCL-CUS 1/3 Параболическая 3-й

Для выполнения условий сохранения полной вариации (TVD) схема (5), (6)
должна быть дополнена функцией ограничителем наклона [15, 16]:

( ) ( )1/ 2
1 1 1
4

L n i i
i i i i

i i
k k+

∆ ∇⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎤
= + − ψ ∇ + + ψ ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∇ ∆⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦

Q QQ Q Q Q
Q Q

; (7)

( ) ( )1/ 2
1 1 1
4

R n i i
i i i i

i i
k k−

∆ ∇⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎤
= − + ψ ∇ + − ψ ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∇ ∆⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦

Q QQ Q Q Q
Q Q

, (8)

где ( )rψ  – функция-ограничитель.
Для семейства схем MUSCL могут быть использованы следующие ограничи-

тели: MINMOD – ( ) 31,
1

kr MIN r
k

−⎛ ⎞ψ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
; Van Albada – ( )

2

21
r rr

r
⎛ ⎞+

ψ = ⎜ ⎟
+⎝ ⎠

; Van Leer

– ( ) 2
1

rr
r

⎛ ⎞ψ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
; Superbee – ( ) ( ) ( )[ ]0, 2 ,1 , ,2r MAX MIN r MIN rψ =  и другие [9].



82 К.В. Костюшин, В.А. Шувариков

Таким образом реализация шага по времени в схеме MUSCL проводится в три
этапа:

Этап 1 – «Реконструкция». На этом этапе по известным значениям n
iQ , с ис-

пользованием соотношений (7), (8) определяются параметры LQ , RQ  для каждой
грани расчетной ячейки.

Этап 2 – «Решение задачи Римана». На данном этапе по известным значени-
ям LQ , RQ  с использованием точного или приближенного решения задачи Рима-
на о распаде произвольного разрыва определяются потоки 1/ 2i+F и 1/ 2i−F  через
грани расчетной ячейки:

1/ 2 1/ 2 1/ 2RimmanSolver( , )L R
i i i+ + +=F Q Q . (9)

Этап 3 – «Вычисление параметров на новом временном слое». На этом этапе
по известным значениям n

iQ , 1/ 2i+F  и 1/ 2i−F  с использованием (3) определяются

параметры газа 1n
i
+Q  на новом временном слое.

С х е м а  « M U S C L - H a n c o c k »

Одним из простых способов повышения порядка точности по времени являет-
ся использование схемы MUSCL-Hancock [17,18]. Идея схемы заключается в том,
что потоки 1/ 2i+F и 1/ 2i−F  через грани расчетной ячейки определяются на поло-
винном шаге по времени ( 2t t+ ∆ ), а затем эти значения используются для опре-
деления решения на следующем временном слое ( t t+ ∆ ). Реализация шага по
времени в схеме MUSCL-Hancock проводиться в четыре этапа:

Этап 1 – «Реконструкция». На этом этапе по известным значениям n
iQ , с ис-

пользованием соотношений (7), (8) определяются параметры LQ , RQ  для каждой
грани расчетной ячейки.

Этап 2 – «Эволюция». На данном этапе по известным значениям LQ , RQ , оп-

ределяются параметры LQ , RQ  на гранях расчетных ячеек для момента времени
( 2t t+ ∆ ):

( ) ( )1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
1
2

L L L R
i i i i

t
x+ + + +
∆ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∆

Q Q F Q F Q ;

( ) ( )1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
1
2

R R L R
i i i i

t
x+ + + +
∆ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∆

Q Q F Q F Q ,

где ( )1/ 2
L
i+F Q  и ( )1/ 2

R
i+F Q  определяются с использованием (2).

Этап 3 – «Решение задачи Римана». На данном этапе по известным значени-
ям LQ  и RQ , с использованием точного или приближенного решения задачи Ри-
мана о распаде произвольного разрыва, определяются потоки 1/ 2i+F и 1/ 2i−F  через
грани расчетной ячейки:

1/ 2 1/ 2 1/ 2RimmanSolver( , )L R
i i i+ + +=F Q Q  (10)
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Этап 4 – «Вычисление параметров на новом временном слое». На этом этапе
по известным значениям n

iQ , 1/ 2i+F  и 1/ 2i−F  с использованием (3) определяются

параметры газа 1n
i
+Q  на новом временном слое.

Численные исследования

Проведена серия расчетов квазиодномерного течения идеального газа в сопле
Лаваля [12] с использованием комбинаций схем «Годунова», «MUSCL»,
«MUSCL-Hancock», с функциями-ограничителями: «MINMOD», «Van Albada»,
«Van Leer», «Superbee» и методами нахождения потоков: «Роя», «HLLC», «Точ-
ное решение задачи Римана». Сравнительный анализ проводился по результатам
определения коэффициента расхода. В качестве тестовой геометрии использовано
сопло JPL (рис. 1), где R – радиус минимального сечения.

3 19. R

3
1.

3R

1.
48

R
1.48R

R

0.61R
15°

44.88°

Рис. 1. Геометрия сопла JPL
Fig. 1. JPL nozzle geometry

На входе в сопло ставились граничные условия – постоянство энтальпии и эн-
тропии, на срезе сопла – сверхзвуковое истечение. Рабочее тело: воздух. Расчет
проводился методом установления. Количество узлов расчетной сетки: 500.

Коэффициент расхода определяется как

* ,
g

G
G

ϕ =

где *G  – расчетный расход газа через критическое сечение сопла, gG  – теорети-
ческий расход, определенный для адиабатического течения.

Результаты численных исследований по определению коэффициентов расхода
для различных комбинаций базовых схем, функций ограничителей и методов оп-
ределения потоков через грани расчетных ячеек представлены в табл. 2.

Сравнение по базовым схемам. Для схемы «Годунова» первого порядка точ-
ности по пространству, расход газа через критическое сечение сопла отличается
от теоретического на 1.33 – 1.34 %. Для схем второго порядка точности по
пространству («MUSCL-Upwind», «MUSCL-Fomm», «MUSCL-CDS») – на 0.017–
0.08 %. Схема «MUSCL-CUS» третьего порядка точности по пространству дает
значения расхода газа, отличающиеся от теоретического на 0.017–0.07 %, а схема
«MUSCL-Hancock» второго порядка точности по времени и третьего по простран-
ству – на 0.07–0.17 %.



84 К.В. Костюшин, В.А. Шувариков

Т а б л и ц а  2

Коэффициенты расходов для различных комбинаций схем типа «MUSCL»

№ Базовая схема Порядок
схемы Ограничитель Метод решения

задачи Римана
Коэффициент

расхода
1 Годунов 1 - Точное решение 0.986510
2 Годунов 1 - Рое 0.986682
3 Годунов 1 - HLLC 0.986602
4 MUSCL-Upwind 2 minmod Точное решение 0.999138
5 MUSCL-Upwind 2 Superbee Точное решение 1.000170
6 MUSCL-Upwind 2 VanAlbda Точное решение 0.999558
7 MUSCL-Upwind 2 VanLear Точное решение 0.999637
8 MUSCL-Upwind 2 VanLear Рое 0.999636
9 MUSCL-Upwind 2 VanLear HLLC 0.999662
10 MUSCL-Fomm 2 minmod Точное решение 0.999138
11 MUSCL-Fomm 2 Superbee Точное решение 1.000171
12 MUSCL-Fomm 2 VanAlbda Точное решение 0.999558
13 MUSCL-Fomm 2 VanLear Точное решение 0.999637
14 MUSCL-Fomm 2 VanLear Рое 0.999636
15 MUSCL-Fomm 2 VanLear HLLC 0.999662
16 MUSCL-CDS 2 minmod Точное решение 0.999138
17 MUSCL-CDS 2 Superbee Точное решение 1.000173
18 MUSCL-CDS 2 VanAlbda Точное решение 0.999558
19 MUSCL-CDS 2 VanLear Точное решение 0.999637
20 MUSCL-CDS 2 VanLear Рое 0.999636
21 MUSCL-CDS 2 VanLear HLLC 0.999662
22 MUSCL-CUS 3 minmod Точное решение 0.999138
23 MUSCL-CUS 3 Superbee Точное решение 1.000170
24 MUSCL-CUS 3 VanAlbda Точное решение 0.999558
25 MUSCL-CUS 3 VanLear Точное решение 0.999637
26 MUSCL-CUS 3 VanLear Рое 0.999636
27 MUSCL-CUS 3 VanLear HLLC 0.999662
28 MUSCL-Hancock 3 minmod Точное решение 0.998236
29 MUSCL-Hancock 3 Superbee Точное решение 0.999213
30 MUSCL-Hancock 3 VanAlbda Точное решение 0.998637
31 MUSCL-Hancock 3 VanLear Точное решение 0.998710
32 MUSCL-Hancock 3 VanLear Рое 0.998710
33 MUSCL-Hancock 3 VanLear HLLC 0.998733

Сравнение по функциям-ограничителям. Использование ограничителя
«minmod» дает значения расхода газа, отличающиеся от теоретического на 0.086 %
(для схем «MUSCL-Upwind», «MUSCL-Fomm», «MUSCL-CDS», «MUSCL-CUS»)
и 0.176 % (для схемы «MUSCL-Hancock»). Ограничитель «Superbee» дает значе-
ния расхода газа, отличающиеся от теоретического на 0,017 % (для схем
«MUSCL-Upwind», «MUSCL-Fomm», «MUSCL-CDS») и 0.078 % (для схемы
«MUSCL-Hancock»), ограничитель «VanAlbda» – 0.044 и 0.136 %, а ограничитель
«VanLear» – 0.036 и 0.129 % соответственно.

Сравнение по методам решения задачи Римана. Коэффициент расхода, вы-
численный по схеме «Годунова» с использованием приближенных методов реше-
ния задачи Римана о распаде произвольного разрыва (метод Роя, метод HLLC) от-
личается от коэффициента расхода, вычисленного с использованием точного ме-
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тода решения задачи Римана на 0.009 – 0.071%. Коэффициент расхода, вычислен-
ный по схемам «MUSCL» второго и третьего порядка точности по пространству, с
использованием приближенных методов решения задачи Римана о распаде произ-
вольного разрыва отличается от коэффициента расхода, вычисленного с исполь-
зованием точного метода решения задачи Римана на 0 – 0.002 %

Заключение

По результатам расчетов локальных и интегральных характеристик в сопле
Лаваля, можно сделать следующие выводы. Схема «Годунова» первого порядка
точности по пространству дает достаточно высокую погрешность при определе-
нии коэффициента расхода (1.4 %). Схемы «MUSCL» второго и третьего порядка
точности по пространству дают достаточно низкую погрешность при определении
коэффициента расхода (0.017−0.17 %) вне зависимости от функции ограничителя.
Следует отметить, что результаты, полученные с использованием схем второго
порядка точности по пространству, незначительно отличаются от результатов, по-
лученных с использованием схем третьего порядка точности. Выбор функции-
ограничителя и метода решения задачи Римана (точное решение задачи Римана,
метод Роя, метод HLLC) влияют на точность определения интегральных характе-
ристик в пределах сотых долей процента.
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In this paper, MUSCL-type schemes applied for the calculation of a one-dimensional inviscid
flow of ideal gas in the JPL nozzle of rocket engine are compared. The comparison was carried
out on the basis of determined mass flow coefficient. The calculations were performed using the
first-order Godunov scheme, the second- and third-order MUSCL schemes, and the third-order
MUSCL-Hancock scheme in a combination with the slope limiters such as MINMOD, Van
Albada, Van Leer, and Superbee. The Godunov method, the Roe approximate Riemann solver,
and the HLLC Riemann solver were used to calculate the numerical fluxes. The Godunov scheme,
which is first order accurate in space, leads to a high error in the mass flow rate (1.4%). The
MUSCL schemes, which are second and third order accurate in space, give a low error in the
mass flow rate (0.017–0.17%). Both the limiter function and the method of solving the Riemann
problem (an exact solution of the Riemann problem, the Roy method, and the HLLC method)
affect the accuracy in determination of integral characteristics within the limits of hundredths of a
percent.
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Предлагаемый метод представляет собой модификацию метода прямых. Ин-
тегрирование по времени выполняется методом конечных разностей. Крае-
вые задачи, которые получаются на каждом шаге интегрирования по време-
ни, решаются методом конечных элементов. Используются когезионные ко-
нечные элементы, обеспечивающие отсутствие сингулярности напряжений в
кончике трещины. Результаты расчетов сопоставляются с эксперименталь-
ными данными и результатами других исследователей.

Ключевые слова: динамическая механика разрушения, метод прямых, ко-
гезионные конечные элементы.

Главным результатом экспериментального исследования динамического раз-
рушения является определение зависимости KI(t) [1], где KI – коэффициент интен-
сивности напряжений, t – время. Поэтому сопоставление теории динамического
разрушения с экспериментом – это, фактически, сопоставление расчетной и экс-
периментальной зависимостей KI(t).

Методам теоретического определения функции KI(t) посвящено немало иссле-
дований. Аналитические методы ее вычисления [2] применимы только для беско-
нечных областей. Численные методы представляют собой, как правило, какую-
либо модификацию метода конечных элементов или метода граничных элемен-
тов. Известно, что высокая точность вычислений достигается при использовании
специальных элементов, моделирующих сингулярность напряжений в окрестно-
сти кончика трещины [3]. Это усовершенствование сопряжено, однако, с рядом
недостатков. Во-первых, сингулярное поле напряжений в окрестности кончика
трещины возникает, как правило, через некоторое время после начала процесса
динамического нагружения. В течение этого времени сингулярный элемент вы-
нужденно моделирует то, чего на самом деле нет. Это, безусловно, является ис-
точником погрешности, которую невозможно оценить заранее.

Второй недостаток обусловлен отличием сингулярных элементов от окру-
жающих их обычных элементов. Для того чтобы сингулярный элемент не вносил
погрешность в решение задачи, он должен обеспечивать межэлементную непре-
рывность перемещений [4]. Такой элемент, моделирующий корневую особен-
ность напряжений в кончике трещины и совместный с четырехугольными изопа-
раметрическими элементами второго порядка [4], был сконструирован и успешно
применен Барсоумом [5] к решению статических задач. Конечные элементы Бар-
соума применены к решению задач динамической механики разрушения в работе
[6]. Показано, что их использование позволяет получить достаточно точное реше-

                                                          
1 Результаты исследований опубликованы при финансовой поддержке ТулГУ в рамках научного про-
екта № 2017-38ПУБЛ.
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ние. Однако подход работы [6] сложен, поэтому в других исследованиях ([3, 7–9]
и др.), ориентированных на исследование не только неподвижных, но и растущих
трещин, использовались более простые несовместные элементы. Это обусловлено
тем, что при моделировании роста трещины с использованием сингулярных эле-
ментов приходится перестраивать конечно-элементную сетку. Этот процесс пред-
полагает многократную интерполяцию, что снижает точность расчетов. Погреш-
ность решения, очевидно, тем выше, чем сложнее элементы.

Предложены также методы [10–12], общей чертой которых является отсутст-
вие требования совпадения траектории трещины с границами конечных элемен-
тов, а ее вершины – с каким-либо узлом конечно-элементной сетки. Неясно, как
можно обосновать сходимость получаемых решений к точным с увеличением
числа варьируемых параметров, так как, в отличие от метода конечных элементов,
здесь нет непрерывности перемещений и невозможно удовлетворить главным
граничным условиям задачи.

Наряду с численными методами, позволяющими непосредственно вычислять
коэффициенты интенсивности напряжений, в динамике разрушения используются
методы, основанные на представлении о силах сцепления. Первый такой метод
был предложен Ксу и Нидлманом [13] и применен к проблеме математического
моделирования ветвления трещин. О дальнейшем развитии этого направления
можно узнать из обзоров [14–16]. В этих методах удельная высвобожденная энер-
гия представляется как работа сил сцепления. Эту величину можно связать с ко-
эффициентом интенсивности напряжений, если распределение сил сцепления
подчинить условиям отсутствия сингулярности поля напряжений в кончике тре-
щины и малости длины зоны сцепления по сравнению с длиной трещины [17, 18].
В упомянутых методах эти условия не выполняются. Исключение составляет ме-
тод работы [19]. В нем отсутствие сингулярности удовлетворяется с помощью
итерационной процедуры, что является существенным ограничением. Метод был
применен [19] лишь к решению квазистатических задач при однопараметриче-
ском (простом) нагружении. Решения этим методом задач динамической механи-
ки разрушения неизвестны.

Представляет интерес разработка метода, который по точности сопоставим с
методами, использующими сингулярные элементы, и обладает простотой и уни-
версальностью методов, основанных на концепции сил сцепления. Такой метод
представлен ниже. Он был разработан [20] для решения квазистатических упру-
гопластических задач механики разрушения. Его приложение к решению динами-
ческих задач не вызвало принципиальных затруднений. Суть метода состоит в ис-
пользовании специальных когезионных конечных элементов, которые автомати-
чески обеспечивают отсутствие сингулярности напряжений в кончике трещины.
Эти элементы таковы, что если не накладывать ограничений на их степени свобо-
ды, силы сцепления в пределах элемента будут равны нулю. Поэтому эти элемен-
ты можно использовать для расчета напряженного состояния не только в окрест-
ности кончика трещины, но и для всего тела. В этом случае метод приобретает
общность, позволяющую решать задачи, рассмотренные Ксу и Нидлманом [13].

Отличие предлагаемого метода от предшествующих заключается также в спо-
собе дискретизации задачи. При обычном подходе к решению динамических за-
дач методом конечных элементов перемещения узлов конечно-элементной сетки
предполагаются зависящими от времени. В результате после интегрирования по
пространственным переменным получается система обыкновенных дифференци-
альных уравнений относительно узловых неизвестных. В настоящем исследова-
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нии использован другой подход, называемый методом прямых [21]. Преобразова-
ние континуальной задачи в дискретную осуществляется в два этапа. Вначале ис-
ходная начально-краевая задача преобразуется в конечно-разностную задачу по
времени. В результате на каждом шаге интегрирования по времени получается
краевая задача, решение которой находится методом конечных элементов. Мат-
рица коэффициентов разрешающей системы линейных алгебраических уравнений
для всех этих краевых задач одна и та же (задачи отличаются одна от другой за
счет правых частей разрешающей системы уравнений), и эта матрица – ленточная.
Это свойство удается использовать только в методе прямых.

Постановка задачи

Рассматривается плоская деформация линейно упругого тела. Поперечное се-
чение тела S, ограниченное контуром L, изображено на рис. 1. Сечение ослаблено
прямолинейной трещиной длиной a. К контуру сечения приложена распределен-
ная нагрузка p(t). Сечение и нагрузка симметричны относительно оси абсцисс.
Таким образом, исследуемая трещина относится к типу трещин нормального раз-
рыва. Так как ось абсцисс является осью симметрии задачи, ниже рассматривается
только верхняя часть поперечного сечения.

Трещина
L

1x

2x

S

p

p

a

Рис. 1. Поперечное сечение тела
Fig. 1. Cross-section of the body

Математическая модель основана на соотношениях теории упругости [22]:
( ) 2; 2 ;km k m m k km ii km kmu uε = ∂ + ∂ σ = λε δ + με

( )( )[ ] ( )[ ], 1 1 2 , 2 1 , , , 1, 2k kx E E i k m∂ = ∂ ∂ λ = ν + ν − ν μ = + ν = , (1)

где ( ),k mu x t  – поле перемещений; kmε  – тензор деформаций; kmσ  – тензор на-
пряжений; ,λ μ  – параметры Ламе; E – модуль Юнга; ν  – коэффициент Пуассо-
на; kmδ  – символ Кронекера; ρ  – плотность. В области S справедливо уравнение
движения [22]

; ;m km t k k t k tv v u t∂ σ = ρ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ , (2)
где vk – поле скоростей. Решение уравнения (2) должно удовлетворять начальным
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и граничным условиям. Начальные условия предполагаются нулевыми. Гранич-
ные условия могут быть либо главными (кинематическими), либо естественными
(динамическими) [23]. Трещина считается неподвижной. Требуется определить
зависимость ( )IK t .

Метод прямых

Слабое решение задачи получается из принципа возможных перемещений

( )t k k km km k k
S L

v u dS p u dLρ∂ δ + σ δε = δ∫ ∫ ,  (3)

где δ  – символ вариации. Уравнение (3) эквивалентно уравнению движения (2) и
естественным граничным условиям. Решение уравнения (3) разыскивается в клас-
се функций, удовлетворяющих главным граничным условиям. При этом вариации
перемещений на участках граничного контура, где заданы главные граничные ус-
ловия, равны нулю.

Первый шаг решения задачи методом прямых – преобразование уравнения (3)
к конечно-разностному уравнению по времени. Для этого в настоящем исследова-
нии используется неявная схема Кранка – Николсон [4]. Пусть t∆  – величина ша-
га интегрирования по времени, n – номер шага интегрирования. Конечно-разност-
ное представление производной по времени на n-м шаге имеет вид

( )1n n
t y y y t−∂ = − ∆ , (4)

где yn-1, yn – значения y на границах временного интервала. Величины, не содер-
жащие производных по времени, представляются на n-м шаге интегрирования по
времени в виде

( )1 2n ny y y −= + . (5)

Уравнение (3) с учетом выражения для скорости (2) преобразуется к виду

( ) ( )

( )

1
1 1

1
1

1 1 ,
2 2

1 .
2

n n
n n n nk k

k km km km k k k
S L

n n
n n k k
k k

v v
u dS p p u dL

t

u u
v v

t

−
− −

−
−

⎧ ⎡ ⎤−
ρ δ + σ + σ δε = + δ⎪ ⎢ ⎥∆⎪ ⎣ ⎦⎨

−⎪
+ =⎪⎩ ∆

∫ ∫
 (6)

Величины с индексами 1n −  известны из решения для предыдущего шага. Систе-
ма (6) распадается на два уравнения:

( )
( )1

2
4 n n n n

k k km km k k k
S L

u u dS p p u dL
t

−⎡ ⎤ρ
δ + σ δε = + δ +⎢ ⎥

∆⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

1
1 14 n

n nk
k k km km

S

u v u dS
t t

−
− −⎡ ⎛ ⎞ ⎤ρ

+ + δ −σ δε⎜ ⎟⎢ ⎥∆ ∆⎣ ⎝ ⎠ ⎦
∫ ; (7)

( )1 12n n n n
k k k kv u u v

t
− −= − −

∆
. (8)

Вначале из уравнения (7) определяются перемещения n
ku , затем из уравнения (8)

– скорости n
kv .
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На каждом шаге интегрирования по времени уравнение (7) решается методом
конечных элементов. Легко видеть, что и матрица жесткости, и матрица масс на
каждом шаге интегрирования по времени будет одна и та же. Пусть U – матрица-
столбец узловых неизвестных, V – матрица-столбец их скоростей, E – матрица
жесткости, M –матрица масс, P – матрица-столбец нагрузок, обусловленная пер-
вым слагаемым в правой части уравнения (7). Система линейных алгебраических
уравнений относительно неизвестных nU , эквивалентная вариационному уравне-
нию (7), записывается в виде

( ) ( )
( )1 1 1 1

2 2
4 4n n n n n nt
t t

− − − −⎡ ⎤
+ = + + + ∆ −⎢ ⎥

∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
M E U P P M U V EU . (9)

Узловые скорости определяются формулой, следующей из равенства (8):

( )1 12n n n n

t
− −= − −

∆
V U U V . (10)

Если пространственное распределение нагрузки неизменно, то уравнение (9) еще
больше упрощается, так как можно записать

( ) ( )1 1
1

n n n nf t f t− −⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦P P P , (11)

где f (t) – заданная функция – параметр нагружения, P1 – матрица-столбец нагру-
зок при f = 1. Ее, так же как и матрицы жесткости и масс, необходимо вычислять
только один раз.

Конечные элементы

Сетка конечных элементов состоит из элементов двух типов. Первый из них –
это обычные изопараметрические элементы [4]. Второй тип – это специальные ко-
гезионные элементы [20]. Они позволяют учитывать специфику, вносимую тре-
щиной в краевые задачи теории упругости. К линии трещины примыкает слой ко-
гезионных конечных элементов (рис. 2). Остальная часть сечения покрывается
сеткой изопараметрических конечных элементов.

1x

2x

Ось симметрииТрещина

1

2

Рис. 2. Сетка конечных элементов (принципиальная схема).
1 – изопараметрические элементы, 2 – когезионные элементы

Fig. 2. Finite element mesh (basic scheme).
1, isoparametric elements and 2, cohesive elements
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В данном исследовании использовались изопараметрические конечные эле-
менты первого порядка. Каждый элемент в локальных координатах представляет
собой квадрат (рис. 3).

0

11

12

21

22

ξ

η

1

11−

1−

Рис. 3. Конечный элемент в локальных координатах.
Узлы имеют двойную нумерацию

Fig. 3. Finite element in the local coordinates.
The nodes have double indexing

Глобальные координаты точек элемента и перемещения в этих точках опреде-
ляются формулами [4]:

( ) ( ) ( ) ( ), ,; ;k I J k IJ k I J k IJx L L X u L L U= ξ η = ξ η

[ ], 1,2; , 1,1I J = ξ η∈ − , (12)

где ,k IJX  – глобальные координаты узла с номером IJ, ,k IJU  – перемещения узла
с номером IJ, ( )IL z  – интерполяционные полиномы Лагранжа, которые в данном
случае имеют вид

( ) ( ) ( ) ( )1 20.5 1 ; 0.5 1L z z L z z= − = + . (13)

Глобальные узловые координаты задаются. Узловые перемещения ,k IJU  – это ос-
новные неизвестные задачи.

Предполагается, что в окрестности кончика трещины существует зона сцепле-
ния длиной ∆ , в пределах которой противоположные кромки трещины притяги-
ваются друг к другу [17]. Силы этого притяжения называются силами сцепления.
На рис. 4 изображена верхняя кромка трещины в деформированном состоянии.
Картина для нижней кромки симметрична.

Излагаемая теория строится на основе постулатов Баренблатта. Согласно пер-
вому из них, распределение сил сцепления обеспечивает отсутствие сингулярно-
сти поля напряжений в окрестности кончика трещины. Это эквивалентно требо-
ванию плавного смыкания кромок трещины в ее кончике (рис. 4), которое запи-
сывается в виде

1 2 1 2, 0 : 0x a x u= = ∂ = .  (14)
Второй постулат утверждает, что длина зоны сцепления намного меньше длины
трещины. Третий постулат предполагает, что при продвижении кончика трещи-
ны напряженное состояние его ближайшей окрестности не изменяется. Из этих
постулатов следует, что и при квазистатическом [17], и при динамическом [18]
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нагружении удельная высвобожденная энергия при продвижении кончика тре-
щины и ее связь с коэффициентом интенсивности напряжений определяется
формулой [2]:

2
2

2 1 2 1
12

a

I
a

G q u dx K
E

−∆

− ν
= ∂ =∫ .  (15)

При выполнении постулатов Баренблатта величина G не зависит от закона изме-
нения сил сцепления вдоль кромки трещины ( )2 1q x  [17, 18]. Предполагается, что
в начальный момент роста трещины скорость движения ее кончика близка к нулю.

1x∆

( )1q x

Рис. 4. Верхняя кромка трещины при деформации
Fig. 4. Top edge of the crack under deformation

Когезионные конечные элементы обеспечивают плавное смыкание кромок
трещины в ее кончике и, тем самым, отсутствие сингулярности полей напряжений
и деформаций. Когезионные элементы не являются изопараметрическими, и в
глобальных координатах представляют собой прямоугольники. При этом форму-
лы связи локальных и глобальных координат упрощаются:

( )1 1 1 2 2 2 ,22 ,11; ; 0.5 ;k k kx a b x a b a X X= + ξ = + η = +

( ),22 ,11 1, 1 1, 2 2,1 2,20.5 ; ;k k k I I J Jb X X X X X X= − = = . (16)

Перемещения точек когезионного конечного элемента определяются формулами
[20]:

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1,

2 1 2, 1 2 2, 2 1 2 1 3, 1

;
0.5 ,

I J IJ

I I I I I I

u L L U
u H L U L L U x H L U+

= ξ η
= ξ η + ξ η + ∆ ξ η

 (17)

где 1x∆  – размер элемента по оси абсцисс, 3, 1IU  – значения производной 1 2u∂  в
I1-м узле (эти величины определяются только для узлов, лежащих на оси абсцисс
– прямой, на которой расположена трещина), ( )mH z  – интерполяционные поли-
номы Эрмита, определяемые формулами [4]:

( ) ( ) ( ) ( )3 3
1 20.25 2 3 ; 0.25 2 3 ;H z z z H z z z= − + = + −

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3
3 40.25 1 ; 0.25 1H z z z z H z z z z= − − + = − − + + . (18)

Кончик трещины обязательно должен совпадать с каким-либо узлом конечно-
элементной сетки. В этом узле полагается не только 2 0u = , но и 1 2 0u∂ = , что
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обеспечивает плавность смыкания кромок трещины в ее кончике. Если не накла-
дывать ограничений на узловые перемещения когезионного конечного элемента,
то никаких сил сцепления на его контуре не возникнет. Поэтому область действия
сил сцепления (зона сцепления) локализована в пределах конечного элемента,
прилегающего к кончику трещины. Таким образом, чем мельче сетка конечных
элементов, тем точнее удовлетворяется требование теории Баренблатта о малости
длины зоны сцепления по сравнению с длиной трещины.

Далее применяется обычная конечно-элементная процедура, позволяющая
свести решение поставленной задачи к решению системы линейных алгебраиче-
ских уравнений [4]. Главные (кинематические) граничные условия (в рассматри-
ваемом классе задач они могут быть только нулевыми) учитываются следующим
образом [4]. Пусть j – номер узлового перемещения (в глобальной нумерации),
которое должно быть равно нулю. Обнуляются j-я строка и j-й столбец матрицы
коэффициентов разрешающей системы уравнений (последнее – для сохранения
симметрии матрицы) за исключением диагонального элемента; обнуляется также
j-й элемент столбца свободных членов.

Для вычисления удельной высвобожденной энергии при продвижении трещи-
ны используется более простой, чем в работе [20], и, как показывают сравнитель-
ные расчеты, более точный подход. Упомянутые граничные условия в кончике
трещины представляют собой, с механической точки зрения, связи. Реакции этих
связей, BQ  и BM  (рис. 5) легко подсчитать, подставляя значения узловых пере-
мещений в соответствующие непреобразованные уравнения разрешающей систе-
мы. При продвижении трещины на длину конечного элемента 1x∆  эти реакции
связей уменьшаются (по модулю) до нуля, а соответствующие им перемещения

2u  и угол поворота 1 2u∂  приобретают конечные значения.

2 1Au x∂ ∂ BQ

1x

1x∆

2 Au
A

B
BM

Рис. 5. Деформирование окрестности кончика трещины. Кончик
трещины расположен в узле B. 1x∆  – расстояние между соседни-
ми узлами, расположенными на линии трещины
Fig. 5. Deformation of the crack tip. The crack tip is located in node
B. 1x∆  is the distance between adjacent nodes arranged along the
crack line

Согласно третьему постулату Баренблатта, при росте трещины конфигурация
концевой области не изменяется. Это значит, что перемещения, которые получит
узел B при продвижении трещины на величину 1x∆ , будут равны перемещениям
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узла A при совпадении кончика трещины с узлом B. При этом величина удельной
высвобожденной энергии определяется очевидной формулой:

( )2 1 2
1

1
B A B AG Q u M u

x
= − + ∂

∆
. (19)

Формула (19) учитывает наличие у трещины двух кромок. Коэффициент ин-
тенсивности напряжений вычисляется по формуле, следующей из выражения (15):

21I
EGK = ±
− ν

. (20)

Если из формулы (19) следует, что 0G < , то это значит, что корневая асим-
птотика еще не установилась и следует считать 0IK = . Знак минус в формуле
(20) соответствует случаю, когда 2 0Au < . При этом трещина не обязательно за-
крывается и теория становится неприменимой. Разрез, не имеющий ширины, как
модель трещины – это удобная абстракция. В реальных трещинах расстояние ме-
жду кромками всегда конечно. Отрицательное значение 2 Au  приводит к умень-
шению этого расстояния, но не обязательно к смыканию кромок.

Необходимость введения целого ряда когезионных элементов обусловлена
требованием межэлементной непрерывности перемещений, как между когезион-
ными элементами, так и между когезионными и обычными изопараметрическими
элементами [20].

Численные примеры

Сходимость численных решений исследовалась на различных конечно-эле-
ментных сетках при различном количестве шагов по времени N. Относительная
погрешность приведенных ниже результатов не превышает 3 %.

Пусть рассматриваемое тело – полоса с центральной трещиной, находящаяся в
состоянии плоской деформации. Поперечное сечение полосы изображено на
рис. 6. В начальный момент времени к двум противоположным сторонам прямо-
угольника, параллельным трещине, мгновенно прикладывается равномерно рас-
пределенная нагрузка величиной q, далее остающаяся неизменной. Задача имеет
две оси симметрии, проходящие через середины противоположных сторон прямо-
угольника. Поэтому расчетная схема – это четверть сечения, вырезанная осями
симметрии (рис. 7).

Граничные условия записываются следующим образом. На участке контура
AB: u1 = 0, p2 = 0 – условия симметрии; на участке BC: p1 = 0, p2 = q; на участке
CD: p1 = 0, p2 = 0; на участке DE: u2 = 0, p1 = 0 – условия симметрии; на участке EA
(кромка трещины): p1 = 0, p2 = 0.

Эта задача решалась в работах [6, 24, 25] при следующих исходных данных:
0.286ν = , 0.385H W = , 0.23a W = . Рассматриваемый интервал времени равен

max 20t = мкс. Результаты расчета разработанным методом при N = 220, n1 = 100,
n2 = 40 (квадратная сетка), сопоставляемые с результатами других исследователей
[6, 24, 25], приведены на рис. 8. Можно сделать вывод об удовлетворительном со-
гласовании решений всеми четырьмя методами.
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Рис. 6. Прямоугольная область
с центральной трещиной
Fig. 6. Rectangular domain

with a central crack

Рис. 7. Расчетная схема
Fig. 7. Computational domain
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Рис. 8. Результаты решения задачи для прямоугольной
области с центральной трещиной. 1 – разработанный
метод, 2 – данные работы [24], 3 – данные работы [25],
4 – данные работы [6]
Fig. 8. Solution of the problem for a rectangular domain
with a central crack. 1, developed method, 2, data from
[24], 3, data from [25], and 4, data from [6]
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Рассмотрим теперь задачу о полосе с краевой трещиной. Поперечное сечение
полосы изображено на рис. 9. Задача имеет ось симметрии, поэтому расчетная
схема – это половина сечения (рис. 7).

a
H

2H
q

W

q

Рис. 9. Прямоугольная область с краевой трещиной
Fig. 9. Rectangular domain with an edge crack

Граничные условия записываются следующим образом. На участках контура
AB, BC и CD: p1 = 0, p2 = 0; на участке DE: u2 = 0, p1 = 0 – условия симметрии; на
участке EA (кромка трещины): p1 = 0, p2 = q. Такая расчетная схема моделирует
эксперименты Рави-Чандара и Кнаусса [26]. Экспериментальные образцы изго-
тавливались из оптически прозрачного полимера Homalite-100. Его механические
характеристики [1]: E = 4550 МПа, 0.31ν = , 1230ρ =  кг/м3. Размеры образцов:
W = 500 мм, H = 150 мм, 0.5a W = . Нагрузка ( )q t  вначале возрастает по линей-
ному закону до значения qM (при t = tM) и далее остается постоянной. Помимо ди-
намической нагрузки образцы нагружались квазистатически, так как было необ-
ходимо несколько раскрыть кромки трещины, чтобы разместить между ними
электроды, создающие динамическую нагрузку. В силу линейности задачи коэф-
фициент интенсивности напряжений от статической нагрузки просто прибавлялся
к коэффициенту интенсивности напряжений, обусловленному динамической на-
грузкой. Расчеты проводились при n1 = 100, n2 = 30. Шаг по времени составлял

310t W E−∆ = ρ . Рассмотрены четыре расчетных случая, отличающиеся величи-
ной qM и величиной временного интервала tmax, которая соответствовала экспери-
ментально определенному моменту начала роста трещины (таблица). Величина
tM = 25 мкс для всех расчетных случаев.

Максимальные значения нагрузки и временные интервалы [27]

Расчетные случаи Mq , МПа maxt , мкс
Рис. 10, a 0.63 102
Рис. 10, b 1.10 56
Рис. 10, c 5.55 18
Рис. 10, d 10.4 17
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Рис. 10. Результаты решения задачи и экспериментальные данные для прямоуголь-
ной области с краевой трещиной. 1 – разработанный метод, 2 – эксперименты Рави-
Чандара и Кнаусса [26, 27]
Fig. 10. Problem solution and experimental data for a rectangular domain with an edge
crack. 1, developed method and 2, experiments by Ravi-Chandar and Knauss [26, 27]

Сопоставление результатов расчетов с экспериментальными данными приве-
дено на рис. 10. Можно сделать вывод об удовлетворительном согласовании тео-
рии с экспериментом.

Заключение

Предложен новый метод решения задач динамической механики разрушения.
Метод позволяет вычислять зависимость коэффициента интенсивности напряже-
ний от времени для плоскодеформированного тела с неподвижной трещиной нор-
мального разрыва. Суть метода состоит в использовании специальных когезион-
ных элементов [20]. Эти элементы позволяют получить решение задачи механики
разрушения для модели когезионной трещины Баренблатта. По силам реакции
связей и узловым параметрам находится удельная высвобожденная энергия и по
ней, вследствие эквивалентности теорий Гриффитса и Баренблатта [18], опреде-
ляется коэффициент интенсивности напряжений. Когезионные элементы удовле-
творяют требованиям межэлементной непрерывности перемещений и полноты.
Другая важная особенность предложенного метода – это получение решения ди-
намической задачи методом прямых.
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Возможности метода продемонстрированы на решении двух задач для прямо-
угольных областей с трещинами. Решения сопоставлялись с решениями других
авторов и с экспериментальными данными. Можно отметить их удовлетворитель-
ное согласование.

К достоинствам метода можно отнести также его простоту и отсутствие необ-
ходимости перестраивать конечно-элементную сетку при росте трещины. Это да-
ет принципиальную возможность использовать метод для математического моде-
лирования роста трещин.
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НАЧАЛЬНАЯ СТАДИЯ ФОРМИРОВАНИЯ ПЕРЕХОДНОГО СЛОЯ
МЕЖДУ ПЛЕНКОЙ И ПОДЛОЖКОЙ ПРИ НАГРЕВЕ
СИЛЬНОТОЧНЫМ ЭЛЕКТРОННЫМ ПУЧКОМ1

Работа посвящена математическому моделированию начальной стадии фор-
мирования переходного слоя между пленкой и основным материалом при
нагреве сильноточным электронным пучком. Подробно описаны математи-
ческая постановка задачи и переход к безразмерным переменным. Разрабо-
танный численный алгоритм основан на неявной разностной схеме. Приве-
дены примеры решения связанной задачи для двух систем покрытие – под-
ложка – Mo(Ni), Ni(Cu). Выявлены особенности взаимодействия процессов
разной физической природы – распространение механических возмущений и
диффузии материала пленки.

Ключевые слова: математическое моделирование, электронно-лучевой
нагрев, диффузия, напряжения, деформация, время релаксации, покрытие.

В настоящее время активно исследуются процессы взаимодействия концен-
трированных потоков энергии с материалами. Эти методы обработки позволяют
разрабатывать новые материалы с уникальными свойствами, которые отвечают
современным технологическим требованиям. Наибольший интерес в этой области
представляют низкоэнергетические сильноточные электронные пучки, с помощью
которых можно формировать твердые растворы, интерметаллиды и нитриды в
приповерхностном слое металлов и сплавов, что приводит к значительному
улучшению физико-механических и эксплуатационных характеристик без суще-
ственного изменения геометрии деталей [1−5]. Кроме того, поверхностная обра-
ботка металлов электронными пучками часто используется для модификации
предварительно нанесенного покрытия [6] и улучшения адгезии системы покры-
тие – подложка [1, 7]. Особый интерес сегодня вызывает использование ультра-
тонких покрытий, которые зачастую находятся в наноструктурном состоянии [8, 9].
В основном обработка поверхностей металлических материалов с использованием
импульсных низкоэнергетических сильноточных электронных пучков достигается
быстрым нагревом до температур, превышающих температуру плавления мате-
риала, и быстрым охлаждением поверхностных слоев [3]. Но в работе [10] показа-
но, что изменения в поверхностных слоях и объеме металлических материалов
могут происходить и при воздействии на поверхность пучками электронов в ре-
жиме отсутствия плавления, т.е. при достаточно низких температурах. Однако
при этом наблюдаются значительные изменения состава и структуры.

Установлено, что процесс поверхностной обработки, в частности потоком
электронов, сопровождается многочисленным физико-химическими процессами
[11]. Кроме таких процессов как нагрев, фазообразование, перемешивание и т.д., в
момент взаимодействия потока электронов с поверхностью мишени происходит

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке фонда РФФИ, грант № 16-01-00603.
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генерация упругих волн механических возмущений [12]. Все указанные процессы
протекают одновременно, поэтому их экспериментальное исследование затрудне-
но. Эксперимент ориентирован на конечный результат воздействия, на анализ
структур, которые получаются в поверхностном слое шлифов, которые также есть
результат дополнительного воздействия [13]. Известные методы не позволяет ис-
следовать процессы, протекающие на достаточно малых временах. В отличие от
экспериментальных работ, математическое моделирование позволяют детально
исследовать процесс обработки на всех его стадиях, изучить роль каждого возни-
кающего явления в отдельности и выявить взаимосвязь между интересуемыми
процессами.

В литературе встречаются модели для исследования особенностей термоупру-
гих волн, вызванных воздействием высокоэнергетических источников на поверх-
ности материалов, но стоит отметить, что редко встречаются связанные модели
электронно-лучевой обработки, в которых учитываются одновременно проте-
кающие процессы разной физической природы. В работах [14−16], например,
представлены математические модели, описывающие эволюцию механических
возмущений, возникающих при взаимодействии пучков заряженных частиц с по-
верхностью металла, но собственно процесс внедрения частиц (начальная стадия
обработки) не рассматривается. В [17, 18] обсуждаются механизмы формирования
полей механических напряжений в облучаемой мишени, которые представляют
собой распространяющуюся со скоростью звука ударную волну, а также локали-
зованные вблизи облучаемой поверхности напряжения, обусловленные неодно-
родным по объему полем температур. Также показано, что плотность вложенной
в мишень энергии и длительность облучения являются главными факторами, оп-
ределяющими спектр протекающих в веществе процессов. В работе [19] учитыва-
ется только один перекрестный эффект – перенос массы под действием градиента
температуры и исследуются вязкоупругие напряжения, однако процесс полагается
квазистатическим. Без учета динамических эффектов анализируется процесс
электронно-лучевого воздействия на систему покрытие – подложка в работах
[20−22], где представлены результаты моделирования тепловых полей и форми-
рования новых фаз в процессе обработки. Взаимосвязь разномасштабных процес-
сов – диффузии примеси и распространения упругих волн – изучается в [23]. По-
казано, что взаимовлияние механических и диффузионных волн приводит не
только к затуханию волны деформаций (и напряжений) и искажению ее профиля,
но и дает распределение концентрации, не соответствующее чисто диффузионно-
му процессу. Однако в этой работе не учитывается возможное изменение темпе-
ратуры в ходе обработки, а также наличие границ раздела материалов.

При разработке связанных моделей могут возникнуть трудности, связанные с
разномасштабностью исследуемых процессов, что приводит к необходимости вы-
бора подходящего метода решения. На примере связанной изотермической задачи
термоупругой диффузии, этот вопрос проанализирован в [23−25].

В настоящей работе представлена математическая модель начальной стадии
процесса взаимодействия потока электронов с поверхностью металла с предвари-
тельно нанесенной тонкой пленкой. Модель позволяет изучать взаимодействие
нелинейных волн разной физической природы, распространяющихся совместно в
неизотермических условиях. Предполагается, что частицы обладают энергией,
достаточной для генерации упругих волн механических возмущений в поверхно-
сти мишени, и приводят к изменению температуры.
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Математическая постановка задачи

Предположим, что возникающие напряжения – упругие, скорости, ускорения и
деформации малы, тогда для описания взаимодействия волн концентрации, теп-
ловых волн и волн напряжений (деформаций) при воздействии потока электронов
материалов необходимы уравнение баланса массы, уравнение теплопроводности и
уравнение движения. Определяющие соотношения соответствуют теории обоб-
щенной термоупругой диффузии [26−28]. За основу возьмем разработанную ранее
модель [25], описывающую процесс внедрения частиц в поверхность мишени с
покрытием в приближении одноосного нагружения. Внутренняя граница разделя-
ет материалы с разными свойствами (покрытие – A, подложки – B). Для каждой из
областей необходимо записать свои уравнения:

2
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где kC  – концентрация диффузанта в покрытии (k = A) и в подложке (k = B); kρ  –
плотности материалoв, кг/м3; kσ  – компонента тензора напряжений в материалах
k = A и k = В в направлении облучения; kT  – температура, К; Tkα  – коэффициенты
теплового расширения, К−1; kCσ  – теплоемкость, Дж/(кг К); Dkt  – время релакса-
ции потока массы к равновесному состоянию, с; qkt  – время релаксации потока

тепла к равновесному состоянию, c; 0 /k k k kB D m RT= ∆α  – коэффициент переноса

массы под действием напряжений; ( )0
0 exp /k k ak kD D E RT= −  – коэффициент само-

диффузии, м2/с. Очевидно, что 0 0
A BD D D= = , 0 0 0A BD D D= = ; R  – универсальная

газовая постоянная, m  – молярная масса, кг/моль; ( )k kD Df C=  – коэффициент
диффузии, м2/с; ( )kf C  – функция состава; Tkλ  – коэффициент теплопроводно-

сти, Вт/(м К); akE  – энергия активации самодиффузии, aA aB aE E E= = , Дж/моль;

0k k∆α = α −α  – разность коэффициентов концентрационного расширения диф-
фузанта kα  и основного 0α  материала; kE  – модуль упругости, Па; ,k A B= .

Вид зависимости коэффициента диффузии от концентрации определяется ти-
пом твердого раствора (если он образуется), характером границ, типом примесей
и т.п. Для большого класса материалов можно принять зависимость вида

( ) 2 0k k kf C a bC dC= + + > .

Если b и d равны нулю, то приходим к задаче с коэффициентом диффузии, не
зависящим от концентрации. В рамках данной работы принимаем ( ) 1kf C = .
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При записи (1) – (3) учтены (I) связь между деформациями и напряжениями,
которая определяется соотношениями теории термоупругой диффузии [26], и (II)
уравнения для потоков тепла и массы (учитывающие времена релаксации), кото-
рые получаются на основе термодинамики необратимых процессов [26, 29].

В случае одноосного нагружения имеем
( ) ( )( )0 0k k k Tk k k kE T T C Cσ = ε −α − −∆α − . (4)

Для одномерного приближения находим
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Граница раздела материала покрытия и подложки находится на расстоянии h
от левой границы, соответствующей началу координат. Полагаем, что на границе
раздела имеет место идеальный контакт, тогда

: , , ,A B A B A B A Bx h u u C C= = σ = σ = =J J , qA qB=J J , (7)

где uA, uB – компоненты вектора перемещений в направлении 0х слева и справа от
границы.

Оставшиеся граничные и начальные условия имеют вид
0 :x =  ( ) ( )0 00, ,A qA Aq t t= = ϕ σ = σ ϕJ J ; (8)

:x →∞  0, 0B BC = σ = ; (9)
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≤ ≤⎧= ⎨ >⎩ 00, , 0, 0k k

k k
CT T
t t

∂ ∂σ
σ = = = =

∂ ∂
. (10)

Для численной реализации модели (1) – (3), (8) – (11) удобнее перейти к без-
размерным переменным. Это значительно сократит количество коэффициентов и
позволит разработать подходящий алгоритм.

Безразмерные переменные

Используем следующие безразмерные переменные:

*

t
t

τ = , 
*

x
x

ξ = , 
*

S σ
=
σ

, 0

* 0

T T
T T
−

Θ =
−

, 
*

e ε
=
ε

,

где масштабы включают свойства первого слоя А (слой, на который поток частиц
действует непосредственно):

( )* * *x D T t= , ( )* * 0a TAE T Tσ = α − , ( )* *
A

A
t D T

E
ρ

= ,

( )* * 0TA T Tε = α − , 0 *
* 0

TA

q xT T= +
λ

.

Тогда уравнения в первом материале (в пленке) принимают вид
2 2 2 2

2 2 2 2 ,A A A AS C S∂ ∂ Θ ∂ ∂
+ + γ =

∂τ ∂τ ∂τ ∂ξ
(11)
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( ) ( )2

2
AA A A A

DA A A
A A

FС C С S
F M C

Θ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎛ ⎞⎡ ⎤+ τ = Θ − ωγ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥∂τ ∂ξ ∂ξ ∂ξ Θ +σ ∂ξ∂τ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠
; (12)

[ ] [ ]
2 2

2 2
1A A A A A

qA A A qA A A
S S

Le
⎡ ⎤∂ Θ ∂Θ ∂ Θ ∂ ∂∂ ⎛ ⎞τ + = −ω σ +Θ − τ ω σ +Θ⎜ ⎟⎢ ⎥∂τ ∂τ ∂τ ∂τ⎝ ⎠∂τ ∂ξ⎣ ⎦

.  (13)

Уравнения для материала подложки B:
2 2 2 2

2 2 2 2
1 1B B B B

T
E

S C SK K
K Kα α

ρ

∂ ∂ Θ ∂ ∂
+ + γ =

∂τ ∂τ ∂τ ∂ξ
; (14)

( ) ( )
[ ]

2

2
B BB B B B

DB B
B B

C FM KC C C SF
K

α

ρ

⎡ ⎤Θωγ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞+ τ = Θ − ⎢ ⎥⎜ ⎟∂τ ∂ξ ∂ξ ∂ξ Θ +σ ∂ξ∂τ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
;  (15)

[ ] [ ]

2

2

2

2

C B B
qB

T

B B B
B B qB B B

T

K K
K

K S S
LeK t

ρ

α

λ

α

∂ Θ ∂Θ
τ + =

∂τ∂τ
∂ Θ ∂ ∂∂ ⎛ ⎞= − Θ +σ ω − τ ω Θ +σ⎜ ⎟∂τ ∂τ ∂⎝ ⎠∂ξ

. (16)

Граничные и начальные условия:
0 :ξ =  ( ) ( )00, ,A q AJ J S S= = μϕ τ = ϕ τ ; (17)

:ξ→∞  0, 0k kC S= = ; (18)

0 :τ =  
1.0, 0

,
0.0,k

h
C

h
≤ ξ ≤⎧= ⎨ ξ >⎩ 00, , 0, 0k k

k k
C SS ∂ ∂

= Θ = Θ = =
∂τ ∂τ

; (19)

: , , ,A B A B A B A BH u u S S C C J Jξ = = = = = , qA qBJ J= . (20)

В решении (в граничных условиях) используются соотношения (4) – (7), также
записанные в безразмерных переменных:

( )( )0A A A AS e C C= −Θ − γ − ;  (21)

( ) ( )
[ ]

*
*

A A A
qA A DA

A A

D TC S J
J D T C M

∂ ∂ ∂
= − + γ ω − τ

∂ξ Θ +σ ∂ξ ∂τ
;  (22)

( )( )0B E B T B BS K e K K C Cα α= − Θ − γ − ; (23)

( ) ( )
[ ]

*
*

B B B
B B DB

B B

D TC S JJ D T K C M Kρ α
∂ ∂ ∂

= − + γ ω − τ
∂ξ Θ +σ ∂ξ ∂τ

.  (24)

Функция ( )( )( ) exp 1/A k kF Θ = − β σ +Θ  является фактически безразмерным ко-
эффициентом диффузии. Здесь ( )0 * 0/k T T Tσ = − , ( )* 0 / aR T T Eβ = − .

Наличие внутренней границы приводит к появлению параметров модели, ха-
рактеризующих отношение свойств материала покрытия и основного материала:

, , , , , BB TB B B TB
E T C

A TA A A TA A

CEK K K K K K
E C

σ
α α ρ λ

σ

α ∆α ρ λ
= = = = = =

α ∆α ρ λ
.
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Все остальные параметры модели приведены в таблице.

Параметры модели

Dk A
Dk

A

t E
D

τ =
ρ

AmC
M

R
σ= ( )

2

* 0
TA A

A A

E T T
Сσ

α
ω = −

ρ
( )0 * A

A A

q D T
E
ρ

μ =
ρ

qk A
qk

A

t E
D

τ =
ρ ( )

0

* 0

A

TA T T
α −α

γ =
α −

( )
( )

*

/TA A A

D T
Le

Cσ
=
λ ρ

( )0 *
0

*

A

A

D T
S

E
σ ρ

=
σ

В работе представлены варианты расчетов для системы покрытие – подложка:
Ni(Cu), Mo(Ni). Используя известные свойства указанных материалов [30], можно
определить область изменения параметров, входящих в таблицу: 4 110 ..10− −⎡ ⎤ω = ⎣ ⎦ ,

5 210 ..10Dk
−⎡ ⎤τ = ⎣ ⎦ , 7 110 ..10qk

−⎡ ⎤τ = ⎣ ⎦ , [ ]10..10γ = − , 2 210 ..10Le −⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 410 ..0.9−⎡ ⎤μ = ⎣ ⎦ ,
7 2

0 10 ..10S − −⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . Видим, что параметры модели варьируются в достаточно широ-
ком диапазоне.

Метод решения

Задача (12) – (21) была решена численно по неявной разностной схеме. На-
пример, для уравнения диффузии

( )
2

2 ,A A A A
DA A

С C С WF M∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎡ ⎤+ τ = Θ − ωγ⎢ ⎥∂τ ∂ξ ∂ξ ∂ξ∂τ ⎣ ⎦

где ( )k k
k k

k k

F SW C
Θ ∂

=
Θ +σ ∂ξ

, разностная схема имеет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2

2j j j j j
A i A i A i A i A i

DA

С C С C C

t t

+ + −− − +
+ τ =

∆ ∆

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 11
2 2

j j j j j j j j j j
A i A i A i A i A i A i A i A i A i A iF F С C F F С C W W

M
x x x x

+ + + +
+ + − − −

⎡ ⎤+ − + − −
⎢ ⎥= − − ωγ

∆ ∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
.

В уравнение движения удобнее перейти от напряжений к деформациям с по-
мощью (21),(23), тогда имеем

2 2 2 2

2 2 2 2
A A A Ae e C∂ ∂ ∂ Θ ∂
= − − γ

∂τ ∂ξ ∂ξ ∂ξ
.

Разностная схема имеет вид

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2

1 1
1 1 1 1 1 1

2 2 2

2

2 2 2

j j j
A i A i A i

j j j j j j j j j
A i A i A i A i A i A i A i A i A i

e e e

t
e e e C C C

x x x

+ −

+ −
− + + − + −

− +
=

∆
− + Θ − Θ +Θ − +

= − − γ
∆ ∆ ∆

.

Эти уравнения далее приводятся к виду, удобному для метода прогонки.



Начальная стадия формирования переходного слоя между пленкой и подложкой 109

Граничные условия также аппроксимируем со вторым порядком аппроксима-
ции. Для этого используем разложения величин в точке, ближайшей к границе, в
ряд Тейлора относительно граничных точек. С условиями на границе раздела ме-
жду материалами поступаем аналогично. Однако разложения в ряд Тейлора стро-
им слева и справа от границы. Вторые производные при этом находим из соответ-
ствующих дифференциальных уравнений.

Разработанный численный алгоритм устойчив во всей области изменения па-
раметров модели. Сходимость проверяли, используя экстраполяцию на нулевой
шаг. Во всех расчетах контролировалось выполнение закона сохранения массы.

Анализ результатов

Полагаем, что граница раздела материалов соответствует точке 0.025h = ; на
поверхность мишени действует одиночный синусоидальный импульс:

( ) imp
impimp

imp

0.02sin ,
, 0.025

0.0,

⎧ ⎛ ⎞πτ
⎜ ⎟ τ ≤ τ⎪⎪ ⎜ ⎟ϕ τ = τ =τ⎨ ⎝ ⎠

⎪
τ > τ⎪⎩

.

Для системы Mo(Ni) значения основных параметров модели фиксированы:
Ni 0.03rτ = , Mo 0.015rτ = , Ni 0.0006qτ = , Mo 0.0001qτ = , 0.001ω = , 0.003γ = − .

40.7Le = , 0.5μ = , 0 0.001S = , 0.38TKα = , 1.42Kα = , 1.15Kρ = , 1.52Kλ = ,

0.51CK = , 1.6EK = .
На рис. 1 представлены распределения температуры и деформации для этой

системы для времен, меньших и сравнимых с относительными временами релак-
сации теплового потока, которые являются минимальными из всех времен, харак-
терных для задачи. Поведение кривых в окрестности границ выделено для на-
глядности. Видно, что начальный этап обработки (моменты времени, сравнимые с

Ni 0.0006qτ =  и Mo 0.0001qτ = ) сопровождается незначительным понижением тем-
пературы в области границы раздела материалов. Деформации повторяют темпе-
ратурные профили. Диффузии материала покрытия в материал основы на данном
этапе не наблюдается. Аналогичная картина имеет место и для системы Ni(Cu).
Перегиб в деформациях в первом слое для моментов, больших Mo 0.0001qτ = , свя-
зан со взаимодействием тепловой и механических волн.

Рисунок 2 демонстрирует распределения температуры для более поздних вре-
мен (сравнимых со временами релаксации потока массы) для разных сочетаний
свойств материала покрытия и подложки. Видно, что в момент времени 1 на гра-
нице раздела материалов все еще присутствует перегиб температуры: незначи-
тельное понижение для Mo(Ni) и повышение для Ni(Cu). В дальнейшем, темпера-
турные распределения выравниваются, но на границе имеется искажение. Иска-
жение температурного профиля по сравнению с типичным для классических за-
дач теплопроводности более выражено для системы Ni(Cu), так как различие в
свойствах этих материалов более значительно, чем для системы Mo(Ni). Особенно
это касается величин коэффициентов теплопроводности:

Ni(Cu) 0.23Kσ = , Mo(Ni) 1.52Kσ = .
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Рис. 1. Пример решения связанной задачи для системы Mo(Ni): а, в – профили распределе-
ния температуры; б, г – профили волн деформации. Моменты времени τ : 1 – 0.00005, 2 –
0.0001, 3 – 0.00015, 4 – 0.0003, 5 – 0.0006, 6 – 0.0008
Fig. 1. Example of coupled problem solution for a system Mo(Ni): (a), (в) profiles of the
temperature distribution; (б), (г) profiles of the deformation waves. Time instants, τ  = 1,
0.00005; 2, 0.0001; 3, 0.00015; 4, 0.0003; 5, 0.0006; and 6, 0.0008
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Рис. 2. Распределение температуры в разные моменты времени, большие, чем времена ре-
лаксации потока тепла: а – Mo(Ni); б – Ni(Cu). Моменты времени τ : 1 – 0.0015; 2 – 0.005;
3 – 0.01; 4 – 0.015, 5 – 0.025
Fig. 2. Temperature distribution аt various time instants exceeding the heat flux relaxation time:
(а) Mo(Ni) and (б) Ni(Cu). Time instants, τ  = 1, 0.0015; 2, 0.005; 3, 0.01; 4, 0.015; and 5, 0.025
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Для больших времен, когда начинается перераспределение концентраций, кар-
тина становится более сложной из-за взаимодействия волн разной физической
природы. При выбранном наборе параметров время релаксации потока тепла мно-
го меньше всех других характерных времен. Поэтому гиперболический тип урав-
нения переноса тепла для времен, больших 0.001, не проявляется, чего нельзя ска-
зать об уравнении диффузии. Примеры распределения концентраций и деформа-
ций представлены на рис. 3 и 4.
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Рис. 3. Пример решения связанной задачи для системы Mo(Ni): а, б – распределения кон-
центрации диффузанта Ni; в, г – распределения деформации. Моменты времени τ : 1 –
0.005, 2 – 0.015, 3 – 0.025, 4 – 0.03, 5 – 0.05, 6 – 0.08
Fig. 3. Example of coupled problem solution for a system Mo(Ni): (a), (б) profiles of the
diffusant distribution Ni; (в), (г) profiles of the deformation waves. Time instants, τ  = 1, 0.005;
2, 0.015; 3, 0.025; 4, 0.03; 5, 0.05; and 6, 0.08

Кривые на рисунках слева соответствуют моментам времени, меньшим или
равным τimp. Для кривых справа – τ > τimp. Длительность импульса находится меж-
ду диффузионными временами релаксации. На всех кривых четко виден передний
фронт концентрационной волны. Ему соответствуют точки на профилях дефор-
маций. После того, как волна деформаций доходит до границы раздела, что соот-
ветствует времени 0.013τ ≈ , она частично отражается от этой границы, а частич-
но проходит во второй материал. С этими явлениями связаны смена знака дефор-
маций и перегибы на кривых (рис. 3, в и г). Поскольку скорость механической
волны выше, чем диффузионной, первая со временем убегает вперед.

Пока действует внешний импульс, продолжается нагрев, затем нагрев прекра-
щается и материал покрытия проникает в материал подложки вследствие не диф-
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фузионного механизма переноса, а из-за наличия градиента деформаций (напря-
жений) в окрестности границы раздела материалов. Для моментов времени,
меньших, чем относительное время релаксации τr

Mo = 0.015, точка положения пе-
реднего фронта волны концентрации соответствует экстремуму деформации. Да-
лее в этих же точках, когда τ > τr

Ni = 0.03 (моменты времени 5, 6 на рис. 1), на-
блюдается искажение профиля упругой волны.

На рис. 4 представлены распределения концентраций и деформаций для сис-
темы Ni(Cu). Значения основных параметров модели в этом случае следующие:

Cu 0.045rτ = , Ni 0.03rτ = , Cu 0.003qτ = , Ni 0.0006qτ = , 0.001ω = , 0.003γ = ,
40.7Le = , 0.5μ = , 0 0.001S = , 0.8TKα = , 0.93Kα = , 0.99Kρ = ,

0.23Kλ = , 0.9CK = , 1.9EK = .
Механизм взаимодействия двух волн: концентрации материала покрытия и

упругой волны деформации, аналогичен предыдущему примеру. Основное отли-
чие состоит в знаке генерируемых деформаций, что связано с другим знаком раз-
ности коэффициентов концентрационного расширения материалов покрытия и
основы 0∆α = α −α . Т.е. параметр модели ( )* 0/ TA T Tγ = ∆α α −  тоже может ме-
нять знак для разных сочетаний материалов. Картина распространения деформа-
ционных волн в этом случае оказывается более сложной.
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Рис. 4. Пример решения связанной задачи для системы Ni(Cu): а, б – профили распределе-
ния концентрации материала покрытия Ni; в, г – профили волн деформации. Моменты вре-
мени τ : 1 – 0.005, 2 – 0.015, 3 – 0.025, 4 – 0.03, 5 – 0.05, 6 – 0.08
Fig. 4. Example of coupled problem solution for a system Ni(Cu): (a), (б) profiles of the
distribution of coating material concentration Ni; (в), (г) profiles of the deformation waves. Time
instants, τ  = 1, 0.005; 2, 0.015; 3, 0.025; 4, 0.03; 5, 0.05; and 6, 0.08
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Заключение

Таким образом, в работе представлена связанная математическая модель для
описания процесса перераспределения материалов в окрестности границы раздела
при условии воздействия короткого теплового и механического импульса, соот-
ветствующего потоку электронов. Показано, что взаимодействие волн разной фи-
зической природы (концентрация материала покрытия, деформации) приводит к
искажению волны деформации. Продемонстрировано, что после прекращения
действия импульса перераспределение материалов происходит благодаря нали-
чию градиента деформаций. В зависимости от соотношения свойств материалов
(покрытие – основа) наблюдаются качественные изменения в распределениях
концентраций и деформаций: изменяется знак деформаций, количество экстрему-
мов, поведение тепловой волны в окрестности границы раздела на достаточно ма-
лых временах. Но механизмы взаимодействия волн для разных соотношений
свойств подобны друг другу.
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At the present time, the processes of interaction of the concentrated energy fluxes with
materials are being widely studied. Of greatest interest in this area are the low-energy high-
current electron beams, which are often used to modify the pre-applied coating and to improve the
adhesion of the coating-substrate system.

Alongside with such processes as heating, phase formation, mixing, etc., at the moment of
interaction between electron beam and target surface, the elastic waves of mechanical
perturbations are generated. Experimental study of each process separately is difficult. However,
mathematical modeling allows one both to study in details all the stages of processing, to evaluate
the role of each arising phenomenon separately, and to reveal the relationship between the
processes of interest.

The paper presents a mathematical model of the initial stage of transition layer formation
between film and substrate when heated by a high-current electron beam. The system of mass
balance equation, heat-transfer equation, and equation of motion is used to describe the
interaction between the waves of coating material concentration, heat waves, and stress (strain)
waves under the action of electron flux. Governing relations correspond to the theory of
generalized thermoelastic diffusion. For numerical solving of the problem, a transition to
dimensionless variables is carried out. The developed numerical algorithm is based on an implicit
difference scheme.

The examples of coupled problem solution for two coating-substrate systems – Mo(Ni),
Ni(Cu) are presented in the paper. It is shown that the interaction between waves of different
physical nature leads to a distortion of strain wave. It was demonstrated that the action of
momentum is followed by the material redistribution, which occurs due to the presence of strain
gradient. For various ratios of material properties (coating-base), the qualitative changes in the
distribution of concentration and deformations are observed, while the wave interaction
mechanisms are similar.
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АЭРОДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ
ИЗОЛИРОВАННОГО ТРЕХМЕРНОГО КРЫЛА

БЕСПИЛОТНОГО ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА1

Для аэродинамического проектирования трехмерного крыла беспилотного
летательного аппарата среднего класса используется новая технология оп-
тимального проектирования аэродинамических конфигураций на основе
программного продукта нового поколения. Оптимальная форма крыла, об-
ладающая минимальным полным сопротивлением при фиксированном ко-
эффициенте подъемной силы и отвечающая заданным геометрическим и аэ-
родинамическим ограничениям, определяется на основе глобального метода
поиска и численных решений полных уравнений Навье – Стокса. Показано,
что предложенный подход обеспечивает снижение сопротивления крыла в
зоне крейсерского режима полета и позволяет значительно снизить матери-
альные и временные затраты на аэродинамическое проектирование лета-
тельного аппарата.

Ключевые слова: оптимальное проектирование, полные уравнения Навье –
Стокса, нелинейные ограничения, коэффициент сопротивления, момент
тангажа.

При проектировании летательного аппарата весь процесс, как правило, делит-
ся на три последовательных этапа. На первом этапе (концептуального проектиро-
вания), после определения основных интегральных характеристик вновь созда-
ваемого аппарата (таких, как дальность, грузоподъемность, крейсерская скорость,
энергоэффективность и т.д.), принимается решение о характере компоновки (ха-
рактер фюзеляжа, вариант расположения крыла по отношению к фюзеляжу, место
расположения двигателя и его тип и т.д.) и о форме крыла в плане, включая отно-
сительные толщины его базовых секционных сечений и габаритные ограничения
(например, для размещения бака для топлива).

На следующем этапе (предварительного проектирования), на первый план вы-
ходит задача аэродинамического проектирования аппарата, в ходе которого
должна быть определена форма летательного аппарпата, включая форму его клю-
чевого элемента, а именно крыла. Эта форма должна отвечать целому ряду (зачас-
тую противоречивых) требований к основным аэродинамическим интегральным
характеристикам самолета (коэффициентам подъемной силы, полного сопротив-
ления, моментам тангажа, рыскания и крена) и обеспечения устойчивости этих
характеристик в достаточно широком диапазоне условий полета. Фактически по
окончанию этого этапа дается окончательный ответ на вопрос: удалось найти
форму, которая гарантированно удовлетворяет всем требованиям к летательному
аппарату по дальности, грузоподъемности и энергоэффективности или нет. Дан-
ный этап фактически является решающим, поскольку именно по его завершении
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке прикладных научных исследований Министерства об-
разования и науки РФ: уникальный идентификатор работ RFMEFI57617X0094.
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принимается окончательное решение о судьбе проекта. Если этап аэродинамиче-
ского проектирования завершился успешно, то переходят к третьему, финальному
этапу детального проектирования. Если же задачу аэродинамического проектиро-
вания решить не удается, то на этом проект заканчивается. Поэтому понятно, что
успешное завершение стадии предварительного проектирования и достижение
всех целей, поставленных перед этой стадией проекта, является ключевым факто-
ром для успеха проекта создания аппарата в целом.

Из чего же состоит в настоящее время технология аэродинамического проек-
тирования? Фактически, она представляет собой растянутый на достаточно дли-
тельный срок итерационный процесс, основанный на методе «проб и ошибок».
В силу «ручного» характера его реализации, существующая в настоящее время
технология аэродинамического проектирования требует больших материальных
ресурсов и значительного количества высококвалифицированных кадров.

В рамках этой технологии :
• Конструктор, базируясь на большой массив экспериментальных данных и с

учетом своего опыта и интуиции, предлагает начальную форму летательного ап-
парата.

• Производится аэродинамический анализ предложенной конфигурации в ши-
роком диапазоне условий полета (чисел Маха, Рейнольдса, углов атаки, крена и
рыскания). В рамках этого анализа (основанного на сочетании численных методов
решения газодинамических уравнений различной степени точности, принятых в
промышленности приближенных инженерных методик и экспериментальных
продувок модели аппарата в аэродинамических трубах) определяется большой
массив как интегральных (значения аэродинамических сил и моментов), так и ло-
кальных (распределения давления на поверхности, поведение линий тока на по-
ерхности и т.д.) данных для так называемого «flight envelope».

• Третий шаг этого итерационного процесса связан с критическим анализом
полученных данных. В рамках этого шага осуществляется проверка, насколько
рассматриваемая геометрия удовлетворяет всем требованиям к самолету по даль-
ности, грузоподъемности и энергоэффективности и т. д. Если всем требованиям
данная геометрия удовлетворяет, то процесс аэродинамического проектирования
успешно завершается. Если же всем необходимым требованиям и ограничениям
данная проанализированная геометрия не отвечает, то конструктор, исходя из ре-
зультатов анализа причин этого несоответствия, предлагает определенные моди-
фикации формы летательного аппарата и итерационный цикл процесса аэродина-
мического проектирования повторяется. При этом ключевым элементом опреде-
ляющим, можно сказать успех проектирования, является значение коэффициента
полного сопротивления СХ всего аппарата на крейсерских режимах полета, по-
скольку именно от него в основном зависит дальность полета и энергоэффектив-
ность летательного аппарата.

Основанный по большей части на опыте дизайнера и его интуиции, этот про-
цесс, как уже говорилось, требует большого числа циклов дизайна (на практике
доходящих до 6−7), а также больших временных и финансовых затрат. Таким об-
разом, по-настоящему назревшими требованиями авиапромышленности является
переход с «ручного» метода проб и ошибок на новый технологический подход, в
основе которого лежат программные продукты нового поколения для автоматиче-
ского оптимального аэродинамического проектирования летательных аппаратов с
учетом конструктивных параметров и конструктивных ограничений.
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Новая технология автоматического оптимального аэродинамического проек-
тирования летательных аппаратов базируется на программных продуктах нового
поколения на основе точных и вычислительно-эффективных алгоритмов аэроди-
намического анализа и глобальных методов автоматического оптимального поис-
ка с использованием многоуровневой параллелизации вычислительного потока на
суперкомпьютерных вычислительных кластерах.

Данная технология проектирования основана на системном применении:
• Математических моделей высокого уровня достоверности;
• Численных методов высокого порядка точности решения осредненных по

числу Рейнольдса уравнений Навье – Стокса на структурированных вычислитель-
ных сетках;

• Вычислительно-эффективных глобальных методов оптимального поиска с
учетом нелинейных ограничений на оптимальное решение различного типа;

• Глобальной аппроксимации оптимизируемых поверхностей летательного ап-
парата на основе кривых Безье и поверхностей Безье;

• Параллельных вычислений с высоким уровнем параллельной эффективно-
сти, позволяющих использовать наилучшим образом вычислительные мощности
многопроцессорных суперкомпьютерных вычислительных кластеров.

В данной работе новая технология применена для оптимального аэродинами-
ческого проектирования беспилотного летательного аппарата (БЛА) самолетного
типа среднего класса.

В результате, такой подход к аэродинамическому проектированию позволил:
1) сократить время цикла дизайна и число таких циклов (за счет эффективного

использования вычислительных мощностей и суперкомпьютерных вычислитель-
ных технологий);

2) значительно уменьшить материальные затраты на дизайн (за счет сокраще-
ния количества персонала, занятого в проектировании и сокращения времени
проектирования);

3) улучшить качество аэродинамического дизайна (за счет использования вы-
сокоточной математической модели для расчета основных аэродинамических ха-
рактеристик);

4) уменьшить эксплуатационные расходы на БЛА (за счет улучшения его аэ-
родинамических характеристик).

1. Постановка задачи

С математической точки зрения задача аэродинамического проектирования
может быть сформулирована как задача определения оптимальной формы лета-
тельного аппарата, которая:

• Обладает минимально возможным сопротивлением на крейсерских режимах
полета при заданном коэффициенте подъемной силы;

• Обладает достаточным для необходимой грузоподъемности самолета коэф-
фициентом подъемной силы на режиме взлета;

• Отвечает заданным габаритным и аэродинамическим ограничениям.
Отметим, что используемая технология не имеет аналогов в мире, поскольку:
• Расчет основной целевой функции (полного аэродинамического сопротивле-

ния СХ) базируется на численном решении осредненных по Рейнольдсу уравнений
Навье – Стокса с использованием конечно-разностной схемы повышенного по-
рядка точности;
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• Оптимальная форма ищется с использованием генетических алгоритмов, при
этом количество учитываемых нелинейных ограничений на оптимальное решение
произвольно;

• Технология обладает высокой вычислительной эффективностью, позволяю-
щей получать решение в сжатые сроки.

Прежде чем сформулировать задачу оптимального аэродинамического проек-
тирования БЛА среднего класса, отметим, что такие аппараты имеют взлетную
массу около 500 кг и массу полезной нагрузки около 100 кг. Поскольку типичная
высота полета составляет 5−6 км, скорость – 150−200 км/ч, а Су крейсерского по-
лета составляет порядка 1.0−1.2, тогда при V = 50 м/с и H = 5000 м имеем
G/S = 80 кГ/м2. Таким образом, при взлетной массе 500 кг площадь крыла должна
составлять 5−6 м2.

Основным требованием, определяющим эффективность БЛА такого класса,
является большая продолжительность полёта. Типовое полётное задание состоит:
подготовка к полёту, взлет/набор высоты, крейсерский полёт, снижение, посадка,
причем практически всё полетное время занимает именно крейсерский режим.

При установившемся горизонтальном полете сила тяжести уравновешена
подъемной силой Y, сопротивление X – тягой двигателя, при этом потребная
мощность определяется как произведение сопротивления на скорость полета. От-
сюда получаем, что необходимая для полёта мощность обратно пропорциональна
величине Су3/2/Cx, так называемому планерному качеству. Соответственно для
достижения максимальной продолжительности полета требуется увеличение дан-
ного параметра. Максимальный коэффициент подъемной силы крыла без механи-
зации Су мах ~ 1.7–1.8, с учетом запаса по скорости сваливания 1.2 получаем, что
Су крей имеет порядок 1.18–1.25.

При малых удлинениях крыла индуктивное сопротивление будет неприемлемо
большим, поэтому удлинение необходимо делать как можно бóльшим, насколько
позволяет прочность конструкции. Оптимум по величине удлинения достаточно
пологий, можно считать, что λ = 20−25 – это вполне рациональное значение. Та-
ким образом, для нашего аппарата можно принять значения S = 5 м2 и размах
L = 10 м.

Для облегчения конструкции необходимо иметь большую относительную
толщину профилей крыла. Вес силовой конструкции обратно пропорционален
толщине профиля. Следовательно, относительная толщина бортового профиля
выбирается с = 20 % и больше, относительная толщина концевого профиля опре-
деляется несущими свойствами, оптимум которых приходится на 14−15 %.

Исходя из этого, при проведении оптимального аэродинамического проекти-
рования, оптимизируемое крыло сохраняло постоянную форму в плане с постоян-
ными углами скоса передней (γLE = 2.3°) и задней (γTE = −3.43°) кромок и было
представлено пятью секциями по размаху крыла: бортовой секцией (Z = 0.25 м),
тремя промежуточными (Z = 1.2, 2.4 и 3.6 м) и концевой секцией (Z = 5.0 м). Углы
начальной крутки этих профилей составляли соответственно α = 1.495, 1.25, 0.72,
−0.057 и −1.972°, а их относительные толщины равнялись соответственно 20.7,
20.1, 19.2, 18.0 и 14.9 %.

Как известно, крыло является основным конструктивным элементом летатель-
ного аппарата, которое, с одной стороны, генерирует подъемную силу, а с другой
– является основным источником его сопротивления. Именно поэтому целью оп-
тимизации и является поверхность крыла. При параметризации поверхности кры-
ла предполагается, что при заданной форме крыла в плане его поверхность явля-
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ется линейной интерполяцией в направлении Z по размаху крыла между его со-
седними двумерными сечениями.

Основная проблема при параметризации поверхности состоит в необходимо-
сти найти разумный компромисс между количеством параметров, описывающих
поверхность, и уровнем точности (детализации) ее аппроксимации. В принципе
задача состоит в нахождении минимального числа параметров, позволяющих
описать поверхность с заданной точностью.

В применяемой технологии аэродинамического проектирования для каждой
базовой секции крыла безразмерная форма аэродинамического профиля (масшта-
бированная соответствующей хордой) определяется в локальной декартовой сис-
теме координат (x, y) следующим образом:

• Координаты передней и задней кромки профиля задаются в точках (0, 0) и
(1, 0) соответственно.

• Для аппроксимации верхней и нижней поверхностей аэродинамического
профиля используется кривая Безье (одномерное представление Безье).

Кривая Безье порядка N определяется полиномами Бернштейна ,N iB  ( i
NC  –

биномиальные коэффициенты)

, ,
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где t обозначает параметр кривой, принимающий значения в отрезке [0, 1], Pi
k –

контрольные точки и верхний индекс k = up, low соответствует верхней и нижней
поверхностям профиля.

Итак, как видно из (1), кривая Безье полностью определяется декартовыми ко-
ординатами контрольных точек Pi

k. Дополнительными дизайн-параметрами явля-
ются углы крутки крыла{ tw

iα } и значения поперечного V крыла{ dh
iγ }.

В задачах оптимизации точность расчёта целевой функции (в данном случае
полного сопротивления), а также дополнительных функционалов на решении яв-
ляется ключом к успеху. Как уже отмечалось, точный расчет сопротивления ре-
альных конфигураций до сих пор является непростой задачей. Причина этого до-
вольно тривиальна. В отличие от остальных интегральных аэродинамических ха-
рактеристик (таких, как коэффициент подъемной силы, момент тангажа и т.д.),
имеющих величину порядка О(1), коэффициент полного аэродинамического со-
противления имеет величину на 2 порядка меньше (в районе 0.02). Поэтому, если
не предпринимать специальных и весьма нетривиальных мер, численный метод,
обеспечивающий точность 2-го знака после запятой, не в состоянии обеспечить
расчет сопротивления с необходимой для практики точностью 10−4 − 10−5. В связи
с этим правильный выбор численного метода решения осредненных по числу
Рейнольдса полных уравнений Навье – Стокса вязкой сжимаемой жидкости в
турбулентном режиме является одним из ключевых факторов успешного решения
всей задачи оптимального проектирования.

Поэтому в основе выбранного нами надежного, высокоточного и вычисли-
тельно-эффективного численного метода лежала схема высокого порядка точно-
сти ENO (Essentially Non-Oscilatory Scheme) в сочетании с многосеточным подхо-
дом (multigrid approach) с использованием многоблочных структурированных вы-
числительных сеток. Основными характеристиками метода являются использова-
ние многоблочных структурированных сеток, многосеточного (многоуровневого)
подхода, схемы высокого порядка точности, учёт турбулентности и глубокая па-
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раллелизация. В алгоритме кода конвективная часть уравнений аппроксимируется
характеристическим оператором первого порядка, который легко обращается. Эта
схема применяется везде при многосеточной релаксации. При этом схема высоко-
го порядка ENO/WENO определяет поправки в правую часть дискретного уравне-
ния только на самом тонком сеточном уровне, а вязкие члены аппроксимируются
обычным образом. Код обеспечивает точный расчет сопротивления для сложных
аэродинамических конфигураций, достигая хорошей точности на грубых сетках.
В нём отсутствуют искусственные параметры. Все эти качества делают код под-
ходящим для индустриальных приложений.

Для повышения точности расчётов и скорости сходимости численного алго-
ритма, при интерполяции численных потоков использовались множественные
численные шаблоны, что давало возможность достигнуть максимальной точно-
сти. При этом устойчивость численной схемы достигалась посредством регули-
ровки весовых коэффициентов интерполяции в зависимости от оценки текущего
итеративного решения

Причиной для улучшения являлось нижеследующее. Изменение в численном
шаблоне ENO может быть результатом ошибки округления в районе обнуления
решения или его производных. Это означает, что небольшое изменение может пе-
реориентировать шаблон. Такого рода изменения в составе шаблона контрпро-
дуктивны в гладких областях течения и вызывают потерю точности. Кроме того,
численные потоки, интерполированные на основе ENO, часто оказываются не-
гладкими, так как шаблоны в соседних точках могут различаться.

Это может быть исправлено при использовании метода WENO (Weighted
Essentially Non-Oscillatory), в котором используются комбинации всех шаблонов,
служивших кандидатами для шаблона ENO. Это может быть проиллюстрировано
следующим образом:

Предположим, что, при интерполяции «в направлении ветра» в точке интерпо-
ляции i+0.5 потока имеются три следующих кандидата в шаблоны ENO:

S0(i) = {xi, xi+1, xi+2},
S1(i) = {xi-1, xi, xi+1},
S2(i) = {xi-2, xi-1, xi},

которые в совокупности дают три значения для интерполируемого значения потока:
V(0)

i+0.5, V(1)
i+0.5, V(2)

i+0.5.
Интерполяция WENO образует выпуклую комбинацию этих трёх значений:

Vi+0.5 = w0V(0)
i+0.5 + w1V(1)

i+0.5 + w2V(2)
i+0.5.

Положительные весовые коэффициенты w0, w1 и w2 (в сумме составляющие
1.0) выбираются на основе значений в близлежащих точках сетки таким образом,
чтобы, с одной стороны, обеспечить высокую точность в гладких областях и, с
другой стороны, эмулировать интерполяцию ENO в негладких областях. Для рас-
чёта весовых коэффициентов используются нелинейные формулы, использующие
значения так называемых индикаторов гладкости решения. Индикаторы гладко-
сти, которые образованы специально подобранными комбинациями конечных
разностей текущего решения, входят в весовые коэффициенты таким образом,
чтобы в областях гладкого поля скоростей интерполяционная формула обеспечи-
вала максимально допустимую (при заданном порядке интерполяционного шаб-
лона) точность интерполяции. С другой стороны, вблизи ударных волн и других
разрывов течения, формулы WENO практически идентичны формулам ENO.



124 К.А. Степанов, С.В. Тимченко

В качестве поисковой машины оптимизация использует генетический алго-
ритм. В качестве базового варианта используется ГА с плавающей точкой и сле-
дующие генетические операторы: турнирная селекция, оператор размножения,
неравномерная мутация, принцип элитизма.

Для эффективного решения задачи многоточечной оптимизации был разрабо-
тан алгоритм динамического генетического поиска – то есть поиска, в котором
значения «генетических операторов» – воспроизведения, скрещивания и мутации
– устанавливаются в зависимости от «времени» (номера поколения) и от сходимо-
сти процесса поиска.

Подверглись изменению следующие генетические операторы:
• Отбор (selection).
Генетическое население pop_size каждого поколения делится на две части.

Первая часть состоит из r решений с высоким уровнем годности. Вторая часть
состоит из pop_size – r всех остальных решений, выбранных случайным образом
из всех pop_size решений, входящих в данное поколение; r решений с высоким
уровнем годности переходят без изменений в следующее поколение, а pop_size – r
решений участвуют в процессе воспроизведения. Таким образом, решения с вы-
соким уровнем годности не только автоматически сохраняются в населении, но и
активно участвуют в воспроизведении (reproduction).

Размер «элиты» r является динамическим параметром, который определяется
следующим образом. В первых поколениях значение этого параметра остаётся от-
носительно низким с тем, чтобы обеспечить большее разнообразие решений и не
дать более «сильным» решениям уподобить себе всё население. По мере сходимо-
сти поиска, значение r возрастает. В случае замедления сходимости значение r
резко снижается.

• Воспроизведение (reproduction).
В генетическом поиске происходит перекрёстный обмен информацией

(crossover). Специфически, в алгоритме используется так называемый «multi-cut
crossover», то есть хромосомы «разрезаются» на несколько частей, каждая из ко-
торых по очереди поставляет информацию воспроизводимым решениям.

Размер «числа разрезов» Nc является динамическим параметром, который оп-
ределяется следующим образом. В первых поколениях значение этого параметра
устанавливается равным 5 для того, чтобы обеспечить высокую степень «переме-
шивания» решений и тем самым обеспечить их большее разнообразие. По мере
сходимости поиска, значение r постепенно снижается до единицы.

• Мутация (mutation).
Мутация производится следующим образом: Если элемент vk решения v был

выбран для мутации, то результатом мутации является:
vk(mutated) = vk + ∆(t, Uk – vk)

(если случайным образом выбранный бит равняется 0),
vk(mutated) = vk + ∆(t, vk – Lk)

(если случайным образом выбранный бит равняется 1).
Функция ∆(t, y) возвращает случайную величину в диапазоне [0, y] таким обра-

зом, что вероятность того, что значение ∆(t, y) близко к нулю возрастает по мере
возрастания времени t (номера поколения). Специфически, мы используем функ-
цию

∆(t, y): ∆(t, y) = yr(1 – t/T)b,
где r – случайное число из отрезка [0, 1], t – номер поколения, T – максимальный
номер поколения и b – параметр.
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2. Результаты расчетов

Для проведения оптимального аэродинамического проектирования изолиро-
ванного трехмерного крыла беспилотного летательного аппарата среднего класса
использовался программный продукт OPTIMENGA_AERO. Прежде чем перейти
к анализу полученных результатов, приведем последовательность шагов,
которые были сделаны в рамках новой технологии проектирования на основе
OPTIMENGA_AERO:

1) Из исходного файла (в формате iges), описывающего начальную конфигу-
рацию летательного аппарата, были извлечены секционные сечения крыла в за-
данных значениях координаты Z по размаху крыла, включающие значения раз-
мерных координат X, Y, Z на поверхности профиля в каждом из заданных сечений

2) Для каждого сечения были определены значения хорды профиля (в метрах),
крутки профиля относительно задней кромки профиля (в градусах), значения вер-
тикального V задней кромки (в метрах) и размерные координаты X, Y, Z задней
кромки профиля (в метрах)

3) По определенным значениям хорд, координат X, Y, Z задней кромки профи-
ля и расстояниям между базовыми сечениями были определены углы скоса пе-
редней и задней кромки крыла между базовыми сечениями

4) По размерным координатам X, Y, Z на поверхности профиля в каждом из за-
данных сечений и значениям хорды каждого профиля были определены распреде-
ления безразмерных координат x = X/C, y = Y/C на их поверхности

5) По полученным распределениям безразмерных координат x = X/C, y = Y/C
на поверхности базовых профилей были определены относительная толщина ка-
ждого профиля

6) По полученным распределениям безразмерных координат x = X/C, y = Y/C
на поверхности базовых профилей были определены значения относительные
толщины каждого профиля в заданных двух значениях x = X/C, соответствующих
безразмерным координатам бака для топлива

7) По результатам аэродинамических расчетов начального крыла были опре-
делены приблизительные значение углов атаки, соответствующих выбранным
точкам проектирования, а также значения моментов тангажа в этих точках

Стартовой точкой для оптимизации служило описанное ранее базовое крыло.
Была проведена двухточечная оптимизация со следующими точками проектиро-
вания:

• СУ = 1.2, М = 0.20 (с весом 0.7),
• СУ = 1.8, М = 0.20 (с весом 0.3).
Первая (основная) точка проектирования соответствовала крейсерскому режи-

му полета БЛА, а вторая (вспомогательная) была нужна, чтобы обеспечить крылу
достаточно большое значение СУ max.

Двухточечная оптимизация позволила снизить коэффициент сопротивления
в точке оптимизации CУ = 1.20, M = 0.20 на 24.3 каунта по сравнению с базовым
крылом (с 400.7 до 376.4 каунта).

В точке CУ = 1.80, M = 0.20 значение коэффициента сопротивления снизилось
на 51.1 каунта по сравнению с базовым крылом (с 830.2 до 779.1 каунта).

Секционные аэродинамические профили крыла по результатам данной опти-
мизации в сравнении с профилями базового крыла приведены на рис. 1 – 2.
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Рис. 1. Сравнение профилей бортовой секции базового (1)
и оптимального (2) крыла

Fig. 1. Comparison of the root section profiles for the original (1)
and optimal (2) wings
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Рис. 2. Сравнение профилей 2-й промежуточной секции
базового (1) и оптимального (2) крыла

Fig. 2. Comparison of the 2nd crank section profiles
for the original (1) and optimal (2) wings

Дополнительная информация о локальных характеристиках течения около оп-
тимального крыла может быть получена из рис. 3 и 4, на которых приведены
сравнения секционных распределений коэффициента давления СР для начального
и опимального крыла для различных сечений в различных точках полета.

Из анализа сравнений соответствующих распределений давления между на-
чальным и оптимальным крылом видно, что изменение формы крыла привело к
благоприятному в аэродинамическом смысле перераспределению нагрузки по
всему размаху крыла и значительному улучшению интегральных аэродинамиче-
ских характеристик.

Это благоприятно отразилось на значении коэффициента сопротивления крыла
при значении CУ = 1.20, причем сопротивление понизилось для достаточно боль-
шой окрестности основной точки проектирования как по числу Маха, так и по ко-
эффициенту подъемной силы.
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Рис. 3. Сравнение распределений давления в бортовом
сечении Z = 0.0 м по размаху крыла при СУ = 1.20 для
М = 0.20 для базового (1) и оптимального (2) крыла
Fig. 3. Comparison of the pressure distributions in the
cross section Z = 0.0 m over the wingspan at СУ = 1.20
and М = 0.20 for the original (1) and optimal (2) wings
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Рис. 4. Сравнение распределений давления в сечении
Z = 2.15м по размаху крыла при СУ = 1.20 для М = 0.20
для базового (1) и оптимального (2) крыла
Fig. 4. Comparison of the pressure distributions in the
cross section Z = 2.15 m over the wingspan at СУ = 1.20
and М = 0.20 for the original (1) and optimal (2) wings
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Это означает, что улучшения, полученные при проектировании, носят не ло-
кальный характер и устойчивы к малым изменениям условий полета, что является
необходимым условием для практического использования этих результатов.

В заключение приведем сравнения поляр сопротивления между начальным и
оптимальным крылом (рис. 5), а также соответствующие сравнения зависимости
коэффициента подъемной силы от угла атаки (рис. 6).
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Рис. 5. Сравнение поляры сопротивления базового (1)
и оптимального (2) крыла БЛА для М = 0.20

Fig. 5. Comparison of the drag polars for the original (1)
and optimal (2) UAV wings at M = 0.20
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Рис. 6. Сравнение зависимости коэффициента подъемной силы
от угла атаки базового (1) и оптимального (2) крыла БЛА для М = 0.20

Fig. 6. Comparison of the dependence of lift coefficient on the angle of attack
for the original (1) and optimal (2) UAV wings at M = 0.20

Заключение

В заключение отметим, что детальный анализ полученных аэродинамических
характеристик оптимального крыла показывает, что двухточечная оптимизация по-
зволила успешно решить задачу оптимального проектирования крыла, поскольку:

• Оптимальное крыло обладает значительно меньшим сопротивлением в ос-
новной точке проектирования CУ = 1.20, M = 0.20 (СХ = 376.2 каунта) и может экс-
плуатироваться при крейсерском полете при М = 0.20 и его окрестностях;

• Оптимизация позволила улучшить планерное качество крыла на 7 %;
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• Оптимальное крыло обладает лучшими аэродинамическими характеристи-
ками в широкой окрестности точки проектирования по числам Маха и коэффици-
ента подъемной силы и устойчиво к малым изменениям условий полета;

• Оптимальное крыло отвечает всем заданным геометрическим и аэродинами-
ческим ограничениям.
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A new technology of the optimal design of aerodynamic configurations based on a new
generation software product is used for aerodynamic design of a three-dimensional wing of the
middle class unmanned aerial vehicle. The optimal shape of the wing, which is characterized by
minimum total drag at a fixed lift coefficient and corresponding to the specified geometric and
aerodynamic constraints, is determined on the basis of the global search method and numerical
solutions of the complete Navier – Stokes equations. It is shown that the proposed approach
provides reduction in a wing drag in the cruise flight zone and significantly reduces the material
and time costs for aerodynamic aircraft design. An optimal wing has a significantly lower drag at
the main design point, and it can be used during cruising and in its vicinity. Optimization allows
improving of the glider wing quality. An optimal wing is distinguished by better aerodynamic
characteristics in the wide vicinity of design point in terms of the Mach numbers and lift
coefficient. Such wing is resistant to small changes in the flight conditions and it meets all given
geometric and aerodynamic constraints.
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