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В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рассматривается одна задача оптимального управления, занимающая про-
межуточное положение между задачами оптимального управления система-
ми с сосредоточенными и с распределенными параметрами. Установлены
необходимые условия оптимальности особых управлений в смысле принци-
па максимума Понтрягина.
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Исследуется ряд задач оптимального управления [1, 2], занимающих промежу-
точное место между задачами оптимального управления системами с сосредото-
ченными и с распределенными параметрами.

Как отмечано в [1], эти задачи тесно связаны с задачами оптимального управ-
ления с сосреточечными параметрами, но вместе с тем могут быть интерпретиро-
ваны так же, как задачи оптимального управления для уравнений в частных про-
изводных, с управлением на границе (граничная задача оптимального управления
для одной системы с распределенными параметрами).

В [1, 2] для подобных задач получены необходимые условия оптимальности
типа принципа максимума Л.С. Понтрягина и достаточные условия оптимально-
сти типа В.Ф. Кротова.

В предлагаемой работе исследуется задача оптимального управления типа [1,
2] с несколько иным критерием качества. При помощи метода приращений снача-
ла установлены необходимые условия оптимальности первого порядка в форме
принципа максимума Понтрягина (см., напр., [3, 4]).

Заметим, что принцип максимума Понтрягина, являясь необходимым услови-
ем оптимальности первого порядка, нередко вырождается, становясь неэффеек-
тивным. Такие случаи называют особыми а соответствующие управления – осо-
быми управлениями. Для исследования на оптимальность особых управлений на-
до иметь новые необходимые условия оптимальности.

В работе, применяя методику, предложенную и развитую авторами [5−11] и
др., исследуются также особые случаи. Суть применяемой схемы заключается в
построении новых формул приращения второго порядка критерия качества, по-
зволяющие получить необходимые условия оптимальности первого и второго по-
рядков с единых позиций.

Для задачи, рассматриваемой в статье, особые управления исследуются впер-
вые.

Заметим,что особые управления возникают во многих прикладных задачах оп-
тимального управления (см., напр., [12−14]).
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2. Постановка задачи

Допустим, что управляемый процесс в области D T X= ×
[ ] [ ]( )0 1 0 1, , ,T t t X x x= =  описывается системой дифференциальных уравнений

( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,tz t x f t x z t x u t x=  ( ),t x D∈ , (1)

с начальным условием
( ) ( )0 , , .z t x y x x X= ∈  (2)

Здесь ( ), , ,f t x z u  – заданная n-мерная вектор-функция непрерывная по совокуп-
ности переменных вместе с частными производными по z до второго порядка
включительно, 0 1 0 1, , ,t t x x  – заданы, ( ),u t x  – r-мерная кусочно-непрерывная по t
(с конечным числом точек разрыва первого рода) при всех x X∈  и непрерывная
по x  при всех t T∈  управляющая вектор-функция со значениями из заданного
непустого и ограниченного множества rU R⊂ , т.е.

( ), ,ru t x U R∈ ⊂  ( ),t x D∈ . (3)

а ( )y x  – управляемая начальная вектор-функция, определяемая из уравнения

( ), , ,y g x y v=  x X∈ , (4)
с начальным условием

( )0 0y x y= , (5)

где ( ), ,g x y v  – заданная n-мерная вектор-функция непрерывная по совокупности
переменных вместе с частными производными по y  до второго порядка включи-
тельно, 0y  – заданный постоянный вектор, ( )v x  – q-мерный кусочно-непрерыв-
ный (с конечным числом точек разрыва первого рода) вектор управляющих воз-
действий со значениями из заданного непустого и ограниченного множества

qV R⊂ ,т.е.

( ) ,qv x V R∈ ⊂  x X∈ . (6)

Пару ( ) ( )( ), ,u t x v x  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым
управлением.

Под решением задачи (1), (2), (4), (5), соответствующем допустимому управ-
лению ( ) ( )( ), ,u t x v x , понимается пара ( ) ( )( ), ,z t x v x  функций ( ) ( ), ,z t x y x , не-
прерывных по совокупности переменных, при этом ( , )z t x и ( )y x  – кусочно глад-
кие по t  и x  (с конечным числом точек разрыва первого рода) соответственно и
удовлетворяющие соотношениям (1), (2), (4), (5).

На решениях задачи (1), (2), (4), (5), порожденных всевозможными допусти-
мыми управлениями, определим функционал

( ) ( )( ) ( )( )
1

0

1 1, , ,
x

x

S u v y x G x z t x dx= ϕ + ∫ . (7)

Здесь ( )yϕ , ( ),G x z  – заданные скалярные функции непрерывные по совокупно-
сти переменных вместе с частными производными по y, z соответственно до вто-
рого порядка включительно.
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Допустимое управление ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο , доставляющее минимум функцио-

налу (7) при ограничениях (1) – (6), назовем оптимальным управлением, а соот-
ветствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , ,u t x v x z t x y xο ο ο ο  – оптимальным процессом.

Нашей целью является вывод необходимых условий оптимальности.

3. Формула для приращения второго порядка критерия качества

Пусть ( ) ( )( ), ,u t x v x  – фиксированное, а ( ) ( ) ( )( , , , ,u t x u t x u t x= + ∆

( ) ( ) ( ))v x v x v x= + ∆  – произвольные допустимые управления.
Через ( ) ( )( ), ,z t x y t , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,z t x z t x z t x y t y t y t= + ∆ = + ∆  обозначим

соответствующие им решения задач (1), (2), (4), (5) и запишем приращение функ-
ционала (7), соответствующее этим допустимым управлениям

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

0

1 1 1 1

, , ,

, , , ,
x

x

S u v S u v S u v

y x y x G x z t x G x z t x dx

ο ο ο ο

ο ο

∆ = − =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ϕ −ϕ + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . (8)

Далее, ясно, что приращение ( ) ( )( ), ,z t x y x∆ ∆  состояния ( ) ( )( ), ,z t x y xο ο

является решением системы дифференциальных уравнений
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , , ,tz t x f t x z t x u t x f t x z t x u t xο ο∆ = − ; (9)

( ) ( )0 , ,z t x y x∆ = ∆  x X∈ ; (10)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , ,y x g x y x v x g x y x v xο ο∆ = − ; (11)

( )0 0y x∆ = . (12)

Предположим, что ( ),t xοψ  ( )( )p xο  – пока неизвестная n -мерная вектор-

функция, удовлетворяющая тем условиям гладкости, которые нужны для кор-
ректности дальнейших рассуждений.

Умножая обе части соотношения (9) ((11)) слева скалярно на ( ),t xοψ

( )( )p xο , а затем интегрируя обе части полученного соотношения по области D

(по t  от 0t -го до 1t ) и введя обозначения

( ) ( ), , , , , , ,H t x z u f t x z u′ο οψ = ψ ,   ( ) ( ), , , , ,M x y v p p g x y v′ο ο= ,

получим

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

0 0
1 1

0 0

, ,

, , , , , , , , , , , , , , ;

t x

t
t x

t x

t x

t x z t x dx dt

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dx dt

′ο

ο ο ο ο

ψ ∆ =

⎡ ⎤= ψ − ψ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫  (13)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

, , , , , ,
x x

x x

p x y x dx M x y x v x p x M x y x v x p x dx′ο ο ο ο ο⎡ ⎤∆ = −⎣ ⎦∫ ∫ . (14)
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Далее, с учетом (10) и (12) имеем

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 0

, ,

, , , , ;

t x

t
t x

x t x

t
x t x

t x z t x dx dt

t x z t x t x y x dx t x dx dt

′ο

′ ′ ′ο ο ο

ψ ∆ =

⎡ ⎤= ψ ∆ −ψ ∆ − ψ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫  (15)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 1

x x

x x

p x y x dx p x y x p x y x dx′ ′ ′ο ο ο∆ = ∆ − ∆∫ ∫ . (16)

С учетом тождеств (13) – (16) формула приращения (8) записывается в виде

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1

0
1 1

0 0
1 1 1

0 0 0

1 1 1 1

1 1 0

1 1

S u , v , , , ,

, , ,

, ,

, , , , , , , , , , , , , ,

x

x
x x

x x
t x x

t
t x x

x

y x y x G x z t x G x z t x dx

t x z t x dx t x y x dx

t x z t x dx dt p x y x p x y x dx

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dx dt

ο ο ο ο

′ ′ο ο

′ ′ ′ο ο ο

ο ο ο ο

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∆ = ϕ −ϕ + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ ψ ∆ − ψ ∆ −

− ψ ∆ + ∆ − ∆ −

⎡ ⎤− ψ − ψ⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

0 0
1

0

, , , , , , .

t x

t
x

x

M x y x v x p x M x y x v x p x dxο ο ο ο

−

⎡ ⎤− −⎣ ⎦

∫ ∫

∫

(17)

Для простоты изложений в дальнейшем будут использованы следующего типа
обозначения:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , , , , , , , , ,u t x H t x H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t xο ο ο ο ο∆ ≡ ψ − ψ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,v x M x M x y x v x p x M x y x v x p xο ο ο ο ο∆ ≡ − ,

( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,z zf t x f t x z t x u t xο ο≡

( ) ( ) ( )( ), ,y yg x g x y x v xο ο≡ .

По предположению ( ), , ,f t x z u , ( ), ,g x y v , ( )yϕ  и ( ),G x z  достаточно гладкие
функции. Поэтому используя формулу Тейлора из (17), получим

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1

,

, , , ,

, , , ,

, , ,

x

y z
x

x t x

t
x t x

x t x t x

zu t x
x t x t x

S u v y x y x G x z t x z t x dx

t x z t x dx p x y x t x z t x dx dt

p x y x dx H t x dx dt H t x z t x dx dt

ο ο ο ο

′ ′ ′ο ο ο

′ο

′ ′∆ = ϕ ∆ + ∆ +

+ ψ ∆ + ∆ − ψ ∆ −

′− ∆ − ∆ − ∆ −

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1

0 0 0

1

0

1

0

,

1 1 1

1 1 1 1

1, , , , ,
2

1 1
2 2

1 , , , , , ,
2

t x t x

z zzu t x
t x t x

x x x

y yv x v x
x x x

x

yy yy
x

x

zz
x

H t x z t x dx dt z t x H t x z t x dx dt

M x dx M x y x dx M x y x dx

y x M x y x dx y x y x y x

z t x G x z t x z t x dx u v

ο

ο

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ −

′ ′− ∆ − ∆ − ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ + ∆ ϕ ∆ +

′+ ∆ ∆ +η ∆ ∆

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫ (18)

где по определению ( )1 ,u vη ∆ ∆  остаток формулы приращения определяемая фор-
мулой

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

1

0

2 2 2
1 1 1 2 1 3

2
4 ,

, ,

1, , , ,
2

1 ,
2

x x

x x
t x t x

zzu t x
t x t x

x

yyv x
x

u v y x z t x dx y x dx

z t x dx dt z t x H t x z t x dx dt

y x M x y x dx

η ∆ ∆ = ο ∆ + ο ∆ − ο ∆ −

′− ο ∆ − ∆ ∆ ∆ −

′− ∆ ∆ ∆

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ (19)

а величины ( )iο ⋅ , 1,4i = , определяются из разложений

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
2y yyy x y x y x y x y x y x y x y xο ο ο′ ′ϕ −ϕ =ϕ ∆ + ∆ ϕ ∆ +ο ∆ ,

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0

1 1 1 1

2
1 1 1 2 1

, , , , , , ,

1 , , , , , ,
2

z
x

zz
x

G x z t x G x z t x G x z t x z t x

z t x G x z t x z t x dx z t x

ο ο

ο

′− = ∆ +

′+ ∆ ∆ + ο ∆∫

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
3

, , , , , , , , ,
1 , , , ,
2

y

yy

M x y x v x p x M x y x v x p x M x y x v x p x y x

y x M x y x v x p x y x y x

ο ο ο ο ο

ο ο

′− = ∆ +

′+ ∆ ∆ +ο ∆

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
4

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,
1 , , , , , , , , , , .
2

z

zz

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

H t x z t x u t x t x z t x

z t x H t x z t x u t x t x z t x z t x

ο ο ο

ο ο

ο ο

ψ − ψ =

= ψ ∆ +

′+ ∆ ψ ∆ + ο ∆

Здесь и в дальнейшем α  – норма вектора в nR , а ( )2
iο α  означает, что

( )2 2 0ο α α →  при 0α→ .
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Если предполагать, что ( ) ( )( ), ,t x p xο οψ  есть решение задачи

( ) ( ), ,t zt x H t xοψ = − ; (20)

( ) ( )( )1 1, , ,xt x G x z t xο οψ = − ; (21)

( ) ( ) ( )0 ,yp x M x t x′ο ο= − −ψ ; (22)

( ) ( )( )1 1yp x y xο ο= −ϕ , (23)

то формула приращения (18) примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0
1

0
1 1 1 1

0 0 0 0
1

0

,

1 1 1 1 1 1

,

, ,

1 1 , , , ,
2 2

1, , , , ,
2

1
2

t x x

u t x v x
t x x

x

yy zz
x

t x t x

z zzu t x
t x t x

x

y yyv x
x

S u v H t x dx dt M x dx

y x y x y x z t x G x z t x z t x dx

H t x z t x dx dt z t x H t x z t x dx dt

M x y x dx y x M x y x dx

ο ο

ο ο

∆ = − ∆ − ∆ +

′ ′+ ∆ ϕ ∆ + ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ( )
1

0

1 , .
x

x

u v+ η ∆ ∆∫  (24)

Далее, из (9) – (12) получаем, что ( ) ( )( ), ,z t x y x∆ ∆  является решением линеа-
ризованной задачи

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,, , , , , ,t z u t xz t x f t x f t x t x u∆ = − ∆ + η ∆  ( ),t x D∈ ; (25)

( ) ( )0 , ,z t x y x∆ = ∆  x X∈ ; (26)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 ,y v xy x g x g x x v∆ = + ∆ + η ∆ ; (27)

( )0 0y x∆ = , (28)
где по определению

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 5,, , , , ,zu t xt x u f t x z t x z t xη ∆ = ∆ ∆ + ο ∆ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 6, yv xx v g x y x y xη ∆ = ∆ ∆ + ο ∆ .

Здесь величины ( )iο ⋅ , 5,6i = , находятся из разложений

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )5

, , , , , , , , , ,
, , , , , , , ,

f t x z t x u t x f t x z t x u t x
f t x z t x u t x z t x z t x

− =
= ∆ + ο ∆

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )6

, , , ,

, , .y

g x y x v x g x y x v x

g x y x v x y x y x

ο

ο

− =

= ∆ + ο ∆

Интерпретируя уравнения (25), (27) как линейные дифференциальные уравне-
ния относительно ( ),z t x∆  и ( )y x∆  соответственно, на основе формулы Коши о
представлении решений линейных неоднородных дифференциальных уравнений
(см., напр., [15−17]) получаем, что решения задач (25) – (28) допускают соответ-
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ственно представления в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 4,, , , , , , , ;
t

u x
t

z t x F t t x y x F t x f x d t x uτ∆ = ∆ + τ ∆ τ τ + η ∆∫  (29)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

5, ,
x

v s
x

y x x s g s ds x v∆ = Φ ∆ +η ∆∫ . (30)

Здесь, по определению,

( ) ( ) ( )
0

4 2, , , , ,
t

t

t x u F t x x u dη ∆ = τ η τ ∆ τ∫ ,

( ) ( ) ( )
0

5 3, , ,
x

x

x v x s s v dsη ∆ = Φ η ∆∫ .

Далее, учитывая (30) в (29), получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0

6,

, , ,

, , , , , , ,

x

v s
x

t

u x
t

z t x F t t x x s g s ds

F t x f x d t x u vτ

∆ = Φ ∆ +

+ τ ∆ τ τ + η ∆ ∆

∫

∫  (31)

где по определению
( ) ( ) ( ) ( )6 4 0 5, , , , , , ,t x u v t x u F t t x x vη ∆ ∆ = η ∆ + η ∆ . (32)

Используя независимость и произвольность допустимых управлений ( ),u t x  и
( )v x , положим ( ), 0u t x∆ ≠ , а ( ) 0v x∆ = .
Тогда представление (31) примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

6,, , , , , , ,0
t

u x
t

z t x F t x f x d t x uτ∆ = τ ∆ τ τ + η ∆∫ , (33)

а из формулы приращения (24) критерия качества (7) будем иметь

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1,

1,

1, , , , , ,
2

1 , , , , , ,0 .
2

t x x

u zzu t x
t x x

t x t x

zz zu t x
t x t x

S u v H t x dxdt z t x G x z t x z t x dx

z t x H t x z t x dxdt H t x z t x dxdt u

ο ο ′∆ =− ∆ + ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ +η ∆

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫  (34)

Займемся преобразованием отдельных слагаемых в формуле (34), используя
представление (33).

Имеем

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

0
1 1

0 0 0

1 1 1

1 1 1, ,

, , , ,

, , , , , , , ,

x

zz
x

x t t

zzu x u s x
x t t

z t x G x z t x z t x dx

f x F t x G x z t x F t s x f s x d ds dx

ο

ο
τ

′∆ ∆ =

′ ′= ∆ τ τ ∆ τ +

∫

∫ ∫ ∫
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1

0 0

1

0

1 1 6 1,

6 1 1 1

, , , , , , , ,0

, , ,0 , , , ,

x t

zzu x
x t

x

zz
x

f x F t x G x z t x t x u d dx

t x u G x z t x z t x dx

ο
τ

ο

′ ′+ ∆ τ τ η ∆ τ +

′+ η ∆ ∆

∫ ∫

∫ (35)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

0 0 0 0

, , ,, , , , , ,
t x t x t

z zu t x u x u t x
t x t x t

H t x z t x dxdt H x F t x d f t x dxdtτ

⎡ ⎤
′ ′∆ ∆ = ∆ τ τ τ ∆ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

6, , , , ,0 .
t x

zu t x
t x

H t x t x u dx dt′+ ∆ η ∆∫ ∫  (36)

По аналогии с [5−11] и др. получаем, что

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1 1

0 0 0

1 1

0 0 0

, ,
max ,

6,

, , ,

, , , , , , ,

, , , , , , ,0

t x

zz
t x

t x t t

zzu x u s x
t x t s

t x t

zzu x
t x t

z t x H t x z t x dx dt

f x F t x H t x F t s x dt f s x dx dt

F t x f x d H t x t x u dx dt

τ
τ

τ

′∆ ∆ =

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′= ∆ τ τ ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ τ ∆ τ τ η ∆ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

6 , , ,0 , , .
t x

zz
t x

t x u H t x z t x dx dt+ η ∆ ∆∫ ∫ (37)

Положим по определению

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

1

max ,

1 1 1

, , , , , , ,

, , , , , , .

t

zz
s

zz

K x s F t x H t x F t s x dt

F t x G x z t x F t s x
τ

ο

′τ = τ −

′− τ

∫

(38)

Теперь, учитывая тождества (35) – (37), в формуле приращения (34) получим

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1 1

0 0 0

,

, ,

7, ,

, ,

1 , , , ,
2

, , , , .

t x

u u t x
t x

t t x

u x u s x
t t x

t x t

zu t x u t x
t x t

S u v H t x dx dt

f x K x s f s x d ds dx

H t x F t x d f t x ds dx u

ο ο

τ

∆ = − ∆ −

′− ∆ τ τ ∆ τ +

⎡ ⎤
′⎢ ⎥+ ∆ τ τ ∆ + η ∆

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  (39)
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Здесь по определению

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

1 1

0 0

1 1

0 0 0

7 1 6 1 1 1

1 1 6 1,

6,

6

1 , , ,0 , , ,
2

1 , , , , , , , ,0
2

1 , , , , , , ,0
2

1 , , ,0 , ,
2

x

zz
x

x t

zzu x
x t

t x t

zzu x
t x t

zz
x

u u t x u G x z t x z t x dx

f x F t x G x z t x t x u d dx

F t x f x d H t x t x u dx dt

t x u H t x z t x dx dt

ο

ο
τ

τ

η ∆ = η ∆ + η ∆ ∆ +

′ ′+ ∆ τ τ η ∆ τ −

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟− τ ∆ τ τ η ∆ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′− η ∆ ∆

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫
1 1

0 0

.
t x

t
∫ ∫

Если предполагать, что ( ), 0u t x∆ = , ( ) 0v x∆ ≠ , то представление (31) примет
вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 6, , , , , ,0,
x

v s
x

z t x F t t x x s g s ds t x v∆ = Φ ∆ +η ∆∫ , (40)

а из формулы приращения (34) получим

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 1

1 1 1

1

S u , v S u , v S u , v

1
2

1 1, , , ,
2 2

1 , , , 0, .
2

v
x

yyv x
x

x x

zz yy
x x

x t x

y zzv x
x t x

M x dx y x y x y x

z t x G x z t x z t x dx y x M x y x dx

M x y x dx z t x H t x z t x dx dt v

ο ο ο ο ο

ο

ο

∆ = − =

′= − ∆ + ∆ ϕ ∆ +

′ ′+ ∆ ∆ − ∆ ∆ −

′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ +η ∆

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫  (41)

При помощи представлений (30) доказывается справедливость соотношений

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1

0 0

1

0

1 1 1

1 1 1

1 1 5 1 5 1 1 1

, ,

, , , ,

yy
x x

yyv m v
x x

x

yy yyv m
x

y x y x y x

g m x m y x x g dmd

g m x m y x x v dx x v y x y x

ο

ο

ο ο

′∆ ϕ ∆ =

′ ′= ∆ Φ ϕ Φ ∆ +

′ ′ ′+ ∆ Φ ϕ η ∆ +η ∆ ϕ ∆

∫ ∫

∫ (42)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1 1

0 0 0

5, , ,

x

yv x
x

x x x

y yv m v x v x
x x x

M x y x dx

M m x m dm g x dx M x x v dx

′∆ ∆ =

′
⎡ ⎤

′⎢ ⎥= ∆ Φ ∆ + ∆ η ∆
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫ ∫ (43)
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0
1 1 1

0 0

1 1

0 0 0

max ,

5 5

, ,

, , , .

x

yy
x

x x x

yyv m v
x x m

x xx

yy yyv m
x x x

y x M x y x dx

g m x m M x x dx g dmd

x m g m dm M x x v dx x v M x y x dx

′∆ ∆ =

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′= ∆ Φ Φ ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟ ′+ Φ ∆ η ∆ + η ∆ ∆
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ (44)

Далее, используя представление (40), получим

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1

0 0 0
1

1

0 0

1 1 1

1 0 1 1 0
max ,

1 0 1 6 1

, , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , ,0,

x x x

zz v m
x x x

x

zz v
m
x x

zzv m
x x

z t x G x z t x z t x dx g m

x m F t t x G x z t x F t t x x dx g dm d

F t t x x m g m dm G x z t x t x v dx

ο

ο

ο

′ ′∆ ∆ = ∆ ×

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′× Φ Φ ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ Φ ∆ η ∆ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

( ) ( )( ) ( )
1

0

6 1 1 1, ,0, , , , ,
x

zz
x

t x v G x z t x z t x dxο+ η ∆ ∆∫  (45)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1

1 1

0 0 0

0 0
max ,

0 6

6

, , ,

, , , , , , ,

, , , , , ,0,

, ,0, ,

t x t x x

zz v m
t x t x x

x

zz v
m

t x x

zzv m
t x x

zz

z t x H t x z t x dx dt g m

x m F t t x H t x F t t x x dx g dm d

F t t x x m g m dm H t x t x v dx dt

t x v H t x z t

′ ′∆ ∆ = ∆ ×

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′× Φ Φ ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ Φ ∆ η ∆ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′+ η ∆ ∆

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

( )
1 1

0 0

, .
t x

t x

x dx dt∫ ∫  (46)

Полагая

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

1

1 1

0

1

1 0 1 1 0
max ,

max ,

0 0
max ,

, , ,

, , , , , , , ,

, ,

, , , , , , ,

yy
x

zz
m

x

yy
m

t x

zz
t m

J m x m y x x

x m F t t x G x z t x F t t x x dx

x m M x x dx

x m F t t x H t x F t t x x dxdt

ο

ο

′= −Φ ϕ Φ −

′ ′− Φ Φ +

′+ Φ Φ +

′ ′+ Φ Φ

∫

∫

∫ ∫ (47)
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и учитывая тождества (42) – (46) в (39), получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1, , , ,
2

x x

v x v m v
x x

S u v S u v S u v g m J m g dm dο ο ο ο ο ′∆ = − = − ∆ ∆ +∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0

8, ,
x x

yv m v x
x x

M m m x dm g x dx v
⎡ ⎤

′+ ∆ Φ ∆ +η ∆⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  (48)

где по определению

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

0

1 1

0 0

0

8 5 1 1 1

1 1 5 1 5

5 5

1 0 1 6

1 ,
2

1 , , ,
2

1 1, , ,
2 2

1 , , , , ,
2

yy
x x

yy yv m v x
x x

x x x

yy yyv m
x x x

x

zzv m
x

v x v y x y x

g m x m y x x v dm M x x v dx

x v M x y x dx x m g m dm M x x v dx

F t t x x m g m dm G x z t x t

ο

ο

ο

′η ∆ = η ∆ ϕ ∆ +

′ ′+ ∆ Φ ϕ η ∆ − ∆ η ∆ −

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟′− η ∆ ∆ − Φ ∆ η ∆ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ Φ ∆ η
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0
1 1 1

0 0 0

1 1

0 0 0

1

6 1 1 1 6 1

1 0 6 1

, ,0,

1 1, ,0, , , , , ,0, , ,
2 2

1 , , , , , ,0, .
2

x

x
x t x

zz zz
x t x

t x x

zzv m
t x x

x v dx

t x v G x z t x z t x dx t x v H t x z t x dxdt

F t t x x m g m dm H t x t x v dxdt

ο

∆ +

′ ′+ η ∆ ∆ − η ∆ ∆ −

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟− Φ ∆ η ∆
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
Как видно, главные члены в формулах приращения (39), (48) функционала ка-

чества явно от приращения ( ) ( )( ), ,z t x y x∆ ∆  состояния ( ) ( )( ), ,z t x y xο ο  не зави-

сят. А это, в свою очередь, позволяет получить как необходимое условие опти-
мальности первого порядка, так и исследовать случай его вырождения с единых
позиций.

Заметим, что матричные функции (38), (47) являются аналогами матричных
функций, впервые введенных в рассмотрение в работах [5−11] и др. для исследо-
вания особых режимов и вывода необходимых условий оптимальности второго
порядка.

4. Оценка нормы приращения состояния

Из (9), (11), переходя к эквивалентным интегральным уравнениями типа Воль-
терра, будем иметь

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

, , , , , , , , , , , , ,
t

t

z t x y x f x z x z x u x u x f x z x u x dο ο ο ο⎡ ⎤∆ =∆ + τ τ +∆ τ τ +∆ τ − τ τ τ τ⎣ ⎦∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

, , , ,
x

x

y x g s y s y s v s v z g s y s v s dsο ο ο ο⎡ ⎤∆ = + ∆ + ∆ −⎣ ⎦∫ .
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Отсюда, переходя к норме и используя условие Липшица, получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

1 1,, , , , , , , ;
t t

u x
t t

z t x y x L f x z x u x d L z x dο ο
τ∆ ≤ ∆ + ∆ τ τ τ τ + ∆ τ τ∫ ∫  (49)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

2 2, ,
x x

v s
x x

y x L g s y s v s ds L y s dsο ο∆ ≤ ∆ + ∆∫ ∫ , (50)

где 1 2, const 0L L = >  – некоторые постоянные.
Применяя к неравенству (50) аналог леммы Гронуолла – Беллмана из [18] при-

ходим к неравенству

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

3 , ,
x

v s
x

y x L g s y s v s dsο ο∆ ≤ ∆∫ , (51)

 ( )4 const 0L = > .
Учитывая оценку (51) в неравенстве (49), а затем применяя к полученному не-

равенству леммы Гронуолла – Беллмана, приходим к оценке

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

5 ,, , , , , , , , ,
x t

v s u x
x t

z t x L g s y s v s ds f x z x u x dο ο ο ο
τ

⎡ ⎤
⎢ ⎥∆ ≤ ∆ + ∆ τ τ τ τ
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  (52)

где 5 const 0L = >  некоторое постоянное.
Оценки (51), (52) в дальнейшем будут использованы при выводе необходимых

условий оптимальности.

5. Необходимые условия оптимальности

Специальное приращение управляющей функции ( ),u t xο  определим по фор-
муле

( ) ( ) [ )
[ )

, , , ,
,

0, \ , , .
u x t x X

u t x
t T x Xε

∈ θ θ+ ε ∈⎧∆ = ⎨ ∈ θ θ+ ε ∈⎩
 (53)

Здесь ( )u x U∈  – произвольная непрерывная функция, [ )0 1,t tθ∈  – произвольная

точка непрерывности управляющей функции ( ),u t xο  по t , а 0ε >  произвольное
малое число, такое, что 1tθ+ ε < .

Через ( ) ( )( ), ,z t x y xε ε∆ ∆  обозначим специальное приращение состояния

( ) ( )( ), ,z t x y xο ο , соответствующее приращению (53) управления ( ),u t xο .

Ясно, что ( ) 0y xε∆ = , а

( ) 6, ,z t x Lε∆ ≤ ε  ( ),t x D∈ . (54)
Учитывая (53), (54) в (39), получаем разложение

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

, ,
x

v x v x
x

S u v H x dxο ο∆ = −ε ∆ θ + ο ε∫ . (55)
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Теперь специальное приращение управляющей функции ( )v xο  определим по
формуле

( ) [ )
[ )

, , ,
0, \ , ,
v x

v x
x Xμ
∈ ξ ξ +μ⎧∆ = ⎨ ∈ ξ ξ +μ⎩

 (56)

где v V∈  – произвольный вектор, [ )0 1,x xξ∈  – произвольная точка непрерывно-

сти ( )v xο , а 0μ >  – произвольное достаточно малое число, такое, что 1xξ +μ < .

Через ( ) ( )( ), ,z t x y xμ μ∆ ∆  обозначим специальное приращение состояния

( ) ( )( ), ,z t x y xο ο , отвечающее приращению (56) управляющей функции

( ) ( )( ), ,u t x v xο ο .

Из оценок (51), (52) следует, что
( ) ( )
( )

7

8

, , , ,
, .

z t x L t x D
y x L x X
μ

μ

∆ ≤ μ ∈

∆ ≤ μ ∈
 (57)

Принимая во внимания (56), (57) в (48) приходим к разложению

( ) ( ) ( ) ( ), vv x S u v Mο ο∆ = −μ∆ ξ + ο μ . (58)

Из разложений (55), (58) следует справедливость утверждения.
Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο  не-

обходимо, чтобы выполнялись соотношения

( ) ( )
1

0

, 0
x

w x
x

H x dx∆ θ ≤∫  (59)

для всех ( )u x U∈ , x X∈ , [ )0 1,t tθ∈ ,

( ) 0vM∆ ξ ≤  для всех [ )0 1,x xξ∈ . (60)
Соотношения (59), (60) назовем принципом максимума Понтрягина для рас-

сматриваемой задачи.
Изучим случай вырождения условия максимума Понтрягина.
Определение. Допустимое управление ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο  назовем особым в

смысле принципа максимума Понтрягина, если выполняются соотношения

( ) ( )
1

0

, 0
x

w x
x

H x dx∆ θ =∫ , для всех [ )0 1,t tθ∈  и ( )u x U∈ , x X∈ ; (61)

( ) 0vM∆ ξ ≡ , для всех [ )0 1,x xξ∈  и v V∈ . (62)
Случай выполнения тождеств (61), (62) назовем особым.
Из определения ясно, что в особом случае условие максимума (59), (60) Пон-

трягина, вырождаясь, становится неэффективным [14].
Поэтому надо иметь новые необходимые условия оптимальности позволяю-

щие распознать неоптимальность особых управлений.
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Построенные формулы приращения (39), (48) позволяют получить такие необ-
ходимые условия оптимальности.

Предположим, что допустимое управление ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο  является особым в

смысле принципа максимума Понтрягина управлением. Тогда из формул прира-
щения (39), (48) с учетом оценок для ( ),z t xε∆ , ( )y xμ∆ , ( ),z t xμ∆ , а также со-
отношений (56), (57), (61), (62) получаем справедливость разложений

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1

0

2

2

, , , , ,
2

, , ,

x

u x u x u x
x

x

zu x u x
x

S u v f x K x f x dx

H x f x dx

ο ο
⎡ε ′⎢∆ = − ∆ θ θ θ ∆ θ +
⎢⎣

⎤
′ ⎥+ ∆ θ ∆ θ + ο ε

⎥⎦

∫

∫  (63)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2, ,
2v v v v y vS u v g J g M gο ο ε ′ ′⎡ ⎤∆ = − ∆ ξ ξ ξ ∆ ξ + ∆ ξ ∆ ξ + ο μ⎣ ⎦ . (64)

Из разложений (63), (64) в силу произвольности и достаточной малости ξ  и μ
следует

Теорема 2. Для оптимальности особого в смысле принципа максимума
Понтрягина управления ( ) ( )( ), ,u t x v xο ο  необходимо, чтобы выполнялись соот-

ношения

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

, , , , , , 0
x x

xu x u x u x u x
x x

f x K x f x dx H x f x dx′ ′∆ θ θ θ ∆ θ + ∆ θ ∆ θ ≤∫ ∫ , (65)

для всех [ )0 1,t tθ∈ , ( )u x U∈ , x X∈ ;

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0v v v y vg J g M g′ ′∆ ξ ξ ξ ∆ ξ + ∆ ξ ∆ ξ ≤ , (66)

для всех [ )0 1,x xξ∈ , v V∈ .
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In this paper, a Moskalenko type optimal control problem is considered.
We consider the optimal control problem of minimizing the terminal type functional

( ) ( )( ) ( )( )
1

0

1 1S u,v , , ,
x

x

y x G x z t x dx= ϕ + ∫

under constraints

( ), ,ru t x U R∈ ⊂  [ ] [ ]0 1 0 1( , ) , , ,t x D t t x x∈ = ×

( ) ,qv x V R∈ ⊂  0 1[ , ],x X x x∈ =

( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,tz t x f t x z t x u t x= ( ), ,t x D∈

( ) ( )0, , ,z t x y x x X= ∈

( )0 0.y x y=

Here, ( ), , ,f t x z u  ( )( ), ,g x y v  is an n-dimensional vector function which is continuous on

the set of variables, together with partial derivatives with respect to z  ( )y  up to second order,
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0 1 0 1 0 1 0 1, , , ( , )t t x x t t x x< <  are given, ( )yϕ  ( )( ),G x z  is a given twice continuously
differentiable with respect to y (z) scalar function, U  ( )V  is a given nonempty bounded set, and
( ),u t x  is an r-dimensional control vector function piecewise continuous with respect to t and

continuous with respect to x , ( )v x  is a q-dimensional piecewise continuous vector of control
actions.

The necessary optimality conditions for singular controls in the sense of the Pontryagin
maximum principle have been obtained.
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