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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ
ПРИ НАРУШЕНИИ УСТОЙЧИВОСТИ ТОЧКИ ПОКОЯ

В ПЛОСКОСТИ «БЫСТРЫХ ДВИЖЕНИЙ»

Получена асимптотическая оценка для решения сингулярно возмущенной
задачи Коши при нарушении устойчивости точки покоя в плоскости «быст-
рых движений». Построен главный член асимптотического разложения ре-
шения, который имеет отрицательную дробную степень по малому парамет-
ру, что свойственно бисингулярно возмущенным уравнениям или уравнени-
ям с точками поворота.

Ключевые слова: асимптотическое разложение решения, бисингулярная
задача, сингулярное возмущение, задача Коши, малый параметр, метод
стационарной фазы, система обыкновенных дифференциальных уравнений
с малым параметром при производной.

Одним из основных результатов в теории сингулярно возмущенных уравнений
является теорема А.Н. Тихонова о предельном переходе [1, 2]. Он сформулировал
достаточные условия, при выполнении которых решение возмущенной задачи и
решение невозмущенной системы асимптотически близки. Далее эти достаточные
условия стали называть условиями устойчивости.

Первой работой, когда нарушаются условия устойчивости на некотором отрез-
ке, но выполняется предельный переход, является работа М.А. Шишковой [3],
ученицы Л.С. Понтрягина. Вслед за этой работой появились работы [4−15]. В ра-
ботах [6, 7] приведено приложение для маятника Циглера [8].

В данной работе, применяя методы стационарной фазы, перевала, последова-
тельных приближений и идеи [3, 5], обобщаются ранее полученные результаты.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу Коши
εx′(t,ε) = A(t)x(t,ε)+f(t), t0 < t ≤ T; (1)

x(t0,ε) = x0,  (2)
где 0 < ε – малый параметр, A(t) – квадратная матрица-функция второго порядка с
элементами аjk(t), f(t) = colon(f1(t), f2(t)), аjk(t), fk(t) – аналитические функций в рас-
сматриваемой области, x0 = colon(x1

0, x2
0) – постоянный вектор.

Пусть выполняются условия:
Условие 1. Матрица-функция A(t) имеет комплексно-сопряженные собствен-

ные значения: λ1(t) = α(t)+iβ(t), λ2(t) = α(t)–iβ(t), причем α(t) < 0, при t0 ≤ t < 0;
α(t) > 0, при 0 < t ≤ T; α(0) = 0, но β(0) ≠ 0.

Условие 2. Пусть Re(u1( * *
1 2,t t )–u1(t0,0)) = 0, т.е. граница области D является

критической линией уровня (линией Стокса [6]), где ( * *
1 2,t t ) – единственный про-
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стой корень собственного значения λ1(t) = α(t)+iβ(t) в области D, где
D = {t = t1+it2: Re(uk(t)–uk(t0)) ≤ 0, k = 1,2}, 1i = − , uk(t) = ∫λk(t)dt, k = 1,2.

Систему (1) можно рассматривать как возмущенную по отношению к вырож-
денной системе

A(t) x (t)+f(t) = 0.
Вырожденная система имеет единственное решение:

1( ) ( ) ( )x t A t f t−= .

Это решение в области D, а именно в точках * *
1 2t t t= ± , имеет особенность, так как

собственные значения матрицы-функции А(t) в этих точках обращаются в нуль,
т.е. решение вырожденной системы не является гладкой функцией в D. Задачу
(1), (2) можно назвать бисингулярной [16].

Например, если собственные значения λ1(t) = α(t)+iβ(t), λ2(t) = α(t)–iβ(t) имеют
простые нули в рассматриваемой области, то нарастающая особенность имеет вид

( ) ( )( )( )( )1 2* * k
kg t O t t t t

− −
= − + , k = 0,1,2,…, (λ1(t*) = 0, λ2(–t*) = 0).

А если собственные значения λ1(t) и λ2(t) имеют n-кратный нуль в рассматри-
ваемой области, то нарастающую особенность можно записать как

( ) ( )( )( ) ( )( )1* * n n k
kg t O t t t t

− − +
= − + , k = 0,1,2,… .

Когда собственные значения λ1(t) и λ2(t) не имеют нулей в рассматриваемой
области, то решение вырожденной системы является регулярной (гладкой) функ-
цией, асимптотика решения задачи (1) – (2) получается проще. Этот случай авто-
ром рассмотрены в работе [10].

Как нам известно, существует такая неособенная матрица-функция B0(t), с по-
мощью которой A(t) можно привести к диагональному виду

1
0 0( ) ( ) ( ) ( )B t A t B t t− = Λ , Λ(t) = diag(λ1(t), λ2(t)).

Пусть в области D выполняется неравенство detВ0(t)≠0.

С помощь замены x(t,ε) = B0(t)у(t,ε) задачу (1), (2) приведем к виду
εу'(t,ε) = Λ(t)у(t,ε)+εB(t)у(t,ε)+h(t),  t0 < t ≤ T,   у(t0, ε) = у0, (3)

где ( ) ( ) ( )1
0 0B t B t B t− ′= − , ( )0 1 0

0 0y B t x−= , ( ) ( ) ( )1
0h t B t f t−= .

Далее, задачу (3) заменим интегральным уравнением

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
0

1, , , , , ,
t

t
y t E t t y E t B y h d⎛ ⎞ε = ε + τ ε τ τ ε + τ τ⎜ ⎟ε⎝ ⎠∫ ,  (4)

где ( ) ( )( ), , exp / .
t

E t s ds
τ

τ ε = Λ ε∫
Если ввести обозначение у(t,ε) = z(t,ε)/ε, то (4) примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0
0, , , , , , .

t

t

z t E t t y E t B z h dε = ε ε + τ ε τ τ ε + τ τ∫  (5)

Для начала вычислим асимптотику интегралов

( ) ( ) ( )
0 0

1, exp , 1,2.
t t

j j jt t
E t d h d j⎛ ⎞ε = λ τ τ τ τ =⎜ ⎟ε⎝ ⎠∫ ∫ , при ε→0.
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При выполнении условий 1 и 2, имеем ( ) ( ) ( )*
1 1 1' , 0u tτ = λ τ λ ≡ , ( )*

1' 0tλ ≠ ,
* * *

1 2t t it= + . Точка τ = t* является простой точкой перевала функции u1(τ). В окре-
стности точки перевала τ = t* критические линии уровня Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) = 0
делят плоскость на четыре равных сектора. В двух из них выполняется условие
Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) < 0, а в остальных Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) > 0 [17]. Так как соб-
ственные значения комплексно-сопряженные:

( ) ( )21 t tλ = λ  и ( ) ( ) ( )*
2 2 2' , 0u tτ = λ τ λ ≡ , ( )*

1' 0tλ ≠ , * * *
1 2t t it= − ,

то точка *tτ =  является простой точкой перевала для функции u2(τ). Аналогично,

в окрестности точки перевала *tτ =  критические линии уровня Re(u2(τ1, τ2) –
− u2(t0,0)) = 0 делят плоскость на четыре равных сектора. В двух из них выполня-
ется неравенство Re(u2(τ1,τ2) – u2(t0,0)) < 0, а в остальных двух Re(u2(τ1,τ2) −
− u2(t0,0)) > 0. При τ2 = 0 имеем Re(u1(τ1,0) – u1(t0,0)) ≤ 0, Re(u2(τ1,0) – u2(t0,0)) ≤ 0,
причем знак равенства выполняется только при τ1 = t0 и τ1 = T. Пересечение мно-
жеств {t: Re(u1(t1,t2) – u1(t0,0)) ≤ 0} и {t: Re(u2(t1,t2) – u2(t0,0)) ≤ 0} содержащее дей-
ствительную ось обозначим через D, т.е.

D = { t = t1+it2: Re(uk(t1,t2)–uk(t0,0))≤0, |t2|≤ *
2t , k = 1,2}.

В общем случае D – криволинейный четырехугольник с вершинами A(t0,0),
B( * *

1 2,t t ), A1(T,0), B1( * *
1 2,t t− ).

Из теории аналитических функций известно, что область D покрывается ли-
ниями уровня Re(uk(t1,t2)–uk(t0,0)) = –c, c>0 – const, k = 1, 2. Локальную и глобаль-
ную структуру линии уровней можно найти в [17]. Эти линии соединяют устой-
чивый и неустойчивый интервалы.

Пусть u1(t1,t2) = u11(t1,t2) + iu12(t1,t2), u2(t1,t2) = u21(t1,t2) + iu22(t1,t2), где uk1(t1,t2) =
= Re(uk(t1,t2) – uk(t0,0)), uk2(t1,t2) = Im(uk(t1,t2) – uk(t0,0)), k = 1, 2.

Для определения более точной асимптотики интегралов E1(t,ε), E2(t,ε) в D об-
ласть D разобьем на подобласти:

( ) ( ){ }* * * *
00 11 1 2 21 1 2 2 2 1 2 1 2: ln , 0, , 0, | | , , ( / )Н t u t t u t t t t t t t t t t= ε ε ≤ ≤ ≤ ≤ − ≥ δ < ,

( ) ( ){ }* *
01 11 1 2 21 1 2 2 2: , ln , , 0, | | ,Н t u t t u t t t t t t= ≤ ε ε ≤ ≤ − ≥ δ ,

( ){ }* 0 1 *
10 11 1 2 1 1 1 2 2: , , 0, ,| |Н t t t u t t t t t t tγ= − = ε δ ≤ ≤ ≤ ≤ ,

( ) ( ) ( ){ }1 *
11 11 1 2 21 1 2 1 1 2 2: , 1/ 2 ln , , 0, , | |Н t u t t u t t t t t t= = − γ ε ε ≤ ≤ ≤ ,

( ){ }* *
20 11 1 2 2 2: , , 0,| |Н t t t u t t t t= − ≤ εδ ≤ ≤ ,

( ) ( ){ }* *
21 11 1 2 21 1 2 2 2: , 0, , 0, ,Н t c u t t u t t t t c t t= − ε ≤ ≤ ≤ − ≥ ε ≤ ,

где H0 = H00∪H01, H1 = H10∪H11, H2 = H20∪H21, D = H0∪H1∪H2, δ>0 – достаточно

малое число, 0≤γ<1/2, 0
1t  находим, решая систему 

( )11 1 2
*

, 0,
.

u t t
t t γ

=⎧⎪
⎨ − = ε δ⎪⎩

 Эта система,
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при *
2 2t t≥ , имеет два корня ( )1 1

1 2,t t , ( )2 2
1 2,t t , и здесь определяем { }0 1 2

1 1 1min ,t t t= .

Аналогично, 1
1t  находим, решая систему 

( ) ( )11 1 2
*

, 1/ 2 ln ,
,

u t t
t t γ

= − γ ε ε⎧⎪
⎨ − = ε δ⎪⎩

 при *
2 2t t≥

система имеет два корня ( )3 3
1 2,t t , ( )4 4

1 2,t t , и 1 3 4
1 1 1max{ , }t t t= .

Исследуем интегралы

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1 1 2 2 1 2
1 1( , , )

1 2 1 2, , , 1, 2k k k

k

u t u iu
k k

L

E t e e h d i k
− τ τ + τ τ

ε εε = τ τ τ + τ =∫ .

В комплексной плоскости (t = t1+it2, τ = τ1+iτ2) определим пути интегрирова-
ния L1 и L2. По теореме Коши можно деформировать путь интегрирования наибо-
лее оптимально для получения асимптотических оценок в D. Пути интегрирова-
ния L1, L2 симметричны относительно действительной оси. Поэтому достаточно
определить только одну из них, мы определим L1.

Путь интегрирования L1. Если (t1,t2)∈H00, то L1 – отрезок прямой, соединяю-
щий точки (t0,0) и (t1,t2), уравнение которой имеет вид τ2 = (τ1–t0)(t1–t0)/t2,
t0 ≤ τ1 ≤ t1; а если (t1,t2)∈H01∪Н1∪Н2, то L1 = L11∪L12, где L11 – τ2 = ϕ1(τ1) –
часть критической линии уровня, определяемая из равенства u11(τ1,τ2) = 0, при
этом t0 ≤ τ1 ≤ *

1t  ( *
1t ≤ τ1 ≤ t0); L12 – отрезок прямой τ1 = ψ(τ2), где ψ(τ2) = 

= ( )( ) ( )* * * *
1 1 2 2 2 2 1/t t t t t t− τ − − + , *

2t ≤ τ2 ≤ t2.

Оценки интегралов в подобластях. Пусть t∈H00, тогда

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
1

1 1 1

0

1 1

1 1 0 2 1 1 1, 1 /
tu t u

t

E t i t t t e e h d
− τ

ε εε = + − τ τ∫ ,

где ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 11 1 1 0 2 1 0 12 1 1 0 2 1 0, / , /u u t t t t iu t t t tτ = τ τ − − + τ τ − − ,

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 0 2 1 0, /h h t t t tτ = τ τ − − .
Интеграл Е1(t,ε) интегрируем по частям:

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

1
1 1 1

0

1
1 1 1

0

1 1

1 1 1
1 1

'1 1
1 1

1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1

,

.

tu t u

t
tu t u

t

E t e h de

h
h t h t e e d

t t

− τ
ε ε

− τ
ε ε

ε
ε = τ =

−λ τ

⎛ ⎞τε ε
= − − ε τ⎜ ⎟−λ −λ λ τ⎝ ⎠

∫

∫

Учитывая, что в H00: Reλ1(t1,t2) < 0, имеем

( )
( ) ( ) ( )

2

1 3 2 1
1 1 1 1 1 1

, ...
n

nE t c c c
t t t −
ε ε ε

ε ≤ + + +
λ λ λ

.

Так как *t t− ≥ δ , т.е. ( ) ( )2 2* * 2
1 1 2 2t t t t− + + ≥ δ , то

( )
( ) ( ) ( )

( )
2

1 3 2 1
1 1 1 1 1 1

, ...
n

n
c c cE t O
t t t −

ε ε ε
ε ≤ + + + = ε

λ λ λ
.
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Следствие 1. Если |t–t*| = εγδ, то в этом случае

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1 3 2 1
1 1 1 1 1 1

21 1 1 1

, ...

... .

n

n

n

E t c c c
t t t

c c c O

−

−γ −γ −γ −γ

ε ε ε
ε ≤ + + + =

λ λ λ

= ε + ε + + ε = ε

Следовательно, в Н00 для Е1(t,ε) справедлива оценка
|E1(t,ε)| ≤ cε.  (6)

Пусть (t1,t2)∈H00∪Н1∪Н2, тогда E1(t,ε) = E11(t,ε)+ E12(t,ε), где

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1 11 1 2 12 1 2

1

1 1( , , )
1 1 1 2 1 2, , , 1,2

k

u t u iu
k

L

E t e e h d i k
− τ τ + τ τ

ε εε = τ τ τ + τ =∫ .

Асимптотическая оценка E11(t,ε). Так как ( )( )* *
12 1 1 1' , 0u t tϕ = , поэтому инте-

грал делим на две части. Пусть ( )
( )

( )1
1

11 11, ,
u t

E t e E tεε = ε , тогда

( )
( )

( )( )
*
1

12 1 1 2

0

1( , ( ) )
11 1 1 1 1 1 1 1, , ( ) 1 ' ( )

t iu

t

E t e h i d
− τ ϕ τ
εε = τ ϕ τ + ϕ τ τ∫  = j1(ε)+j2(ε),

где ( )
( )( )

( )( )
*
1

12 1 1 1

0

1( , )
1 1 1 1 1 1 1 1, ( ) 1 ' ( )

t iu

t

j e h i d
−δ

− τ ϕ τ
εε = τ ϕ τ + ϕ τ τ∫ ,

( )
( )( )

( )( )
*
1

12 1 1 1

*
1

,
2 1 1 1 1 1 1 1, ( ) 1 ' ( )

it u

t

j e h i d
− τ ϕ τ
ε

−δ

ε = τ ϕ τ + ϕ τ τ∫ .

Интеграл j1(ε) не имеет особенностей, поэтому его интегрируем по частям:

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
* *
1 1

12 1 12 1

0 0

1 1
1 1 1 1

12 1'

i it tu u

t t

h
j e h d i d e

u

−δ −δ
− τ − τ
ε ε

⎛ ⎞τ
ε = τ τ = ε =⎜ ⎟⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

∫ ∫

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

*
* 1

12 1 12 0 12 1

0

* '
1 1 21 0 1 1

*
12 0 12 1 12 112 1

1 .
' ' ''

ti i iu t u t u

t

h t h t h
i e e i d e

u t u uu t

−δ
− −δ − − τ
ε ε ε

⎛ ⎞−δ ⎛ ⎞⎛ ⎞τ⎜ ⎟= ε − − ε ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ τ τ−δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫

( ) 2
1 3 .c cj cε ≤ ε + ε

δ δ
Интегрируя по частям n раз можно получить оценку

( ) ( )
3 2 1

1 ...
n

j c c c O
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε ε ε⎜ ⎟ε ≤ ε + + + = ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟δ δ δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.

Отметим, что если δ = сεγ, 0<γ≤1/2, то имеем

( ) ( ) ( )1 1 2 (1 2 ) 1
1 ... , 0nj c c c O−γ − γ − γ −γε ≤ ε + ε + + ε = ε ε → .

Оценка следующего интеграла покажет, что γ не может быть больше 1/2

( )
( )( )

( )( )
*
1

12 1 1 1

*
1

1( , )
2 1 1 1 1 1 1 1, ( ) 1 ' ( )

t iu

t

j e h i d
− τ ϕ τ
ε

−δ

ε = τ ϕ τ + ϕ τ τ∫ .
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В δ (0 < δ << 1) окрестности точки *
1t  функцию ( )( )12 1 1 1,u τ ϕ τ  можно записать

в виде ( )( ) ( ) ( )1

2* *
12 1 1 1 1 12 1, ~ , / 2u c t c u t′′τ ϕ τ τ − = , тогда

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

* 21
1 1

*
1

( ) / 4*
2 1 1 1 1 1 , 0

2

ict t i sign c

t

j e h d h t e O
c

− τ − π −ε

−δ

πε
ε = τ τ = + ε ε→∫ .

Отсюда получим

( ) ( )
( )11

1

11 01, ,
u t

E t c t eεε ≤ Ω ε ,  (7)

где ( )
0 1

1
01 0 1

*
0 1 1

, при , 0 1,
, , при , 0 1/ 2,

, при ,

t t
t t t c

t t t

−γ γ

ε ≤ ≤ −δ < δ <<⎧
⎪Ω ε = ε ≤ ≤ − ε ≤ γ <⎨
⎪ ε ≤ ≤⎩

или |E11(t,ε)|≤ cεn, ∀n∈N, при (t1,t2)∈H01,
|E11(t,ε)|≤ cε1–γ, при (t1,t2)∈Н1,
|E11(t,ε)|≤ cε1/2, при (t1,t2)∈Н2.

Асимптотическая оценка интеграла E12(t,ε). Интеграл делим на две части:
δ(ε) = ε -окрестность точки ( )* *

1 2,t t   и остальная часть отрезка, т.е.

( )
( ) ( )( )

( )( )
*
2 2

1 1 2 1 2 2

* *
2 2

1 1, ) , )
12 1 2 2 2 2, ( ), '( )

t tu t t u

t t

E t e e h i d
ε+

− ψ τ τ
ε ε

ε+

⎛ ⎞
⎜ ⎟ε = + ψ τ τ +ψ τ τ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ .

Для первого интеграла, в δ(ε) = ε -окрестности точки перевала ( )* *
1 2,t t  спра-

ведливо неравенство
|Е12(t,ε)| ≤ ε1/2c(|h10| + О(ε1/2)).

Действительно, в интеграле

( )
( ) ( )( )

( )( )
*
2

1 1 2 1 2 2

*
2

1 1, ,
12 1 2 2 2 2, ( ), '( )

tu t t u

t

E t e e h i d
ε+

− ψ τ τ
ε εε = ψ τ τ +ψ τ τ∫

функцию u1(ψ(τ2), τ2) можно записать в виде

( )( ) ( ) ( )2* * *
1 2 2 2 2 1 1 2, ~ , , / 2u c t c u t t′′ψ τ τ τ − = .

Отсюда получим

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

*
* 22

1 1 2 2 2

*
2

1 , ) ( )
12 1 2 2

/ 4
10 11

, 1

1 ...,
2

t icu t t t

t

i sign c

E t O e e h d

O h e O h
c

+δ
− τ −

ε ε

π −

ε = τ τ =

πε
= + ε +

∫
.

где ( )* *
10 1 1 2,h h t t= , ( ) ( )* *

1 1 21 , / !k
kh h t t k= .

Тем самым |Е12(t,ε)| ≤ ε1/2c(|h10 + O(ε1/2)), ε→0.
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Второй интеграл не имеет особенностей, кроме того, когда мы поднимаемся по
прямой ψ(τ2) = ( )( ) ( )* * * *

1 1 2 2 2 2 1/t t t t t t− τ − − + , *
2t ≤τ2≤t2, функция u11(ψ(τ2),τ2) моно-

тонно убывает (значения линии уровней убывают) при *
2 2 2t t− + ε ≤ τ ≤ . Отме-

тим, что здесь не требуем условия 40 [9], условия монотонности по вертикали.
Интегрируя по частям интеграл E12(t,ε), получим

( )
( ) ( )( )

( )( )
2

1 1 2 1 2 2

*
2

1 1, ) , )
12 1 2 2 2 2, ( ), '( )

tu t t u

t

E t e e h i d
− ψ τ τ

ε ε

− + ε

ε = ψ τ τ +ψ τ τ =∫

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )1 1 2
1 ,10 111 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2

, ,
1

, 1 ,
u t th h Oh t t h t t

e O
t t O t t

ε
ε + ε + εε ε

= + +
−λ λ

.

Отсюда ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )11 1 2

1 ,1 1 2
12 10

1 1 2

,
,

,
u t th t t

E t c h O e
t t

εε ≤ ε + ε + ε
−λ

.

Поэтому, если ( )* *
1 1 2, 0h t t = , то |E12(t,ε)| ≤ cε, а если ( )* *

1 1 2, 0h t t ≠ , то

( )
( )

( )11 1 2
1 ,

12
1 1 2

,
,

u t tcE t c e
t t

εε
ε ≤ + ε

λ
.

Отсюда вытекает справедливость неравенства
|E12(t,ε)| ≤ cΩ02(t,ε),  (8)

где ( )
01

1
02 1

2

, при ,
, , при ,

, при .

t H
t t H

t H

−γ

ε ∈⎧
⎪Ω ε = ε ∈⎨
⎪ ε ∈⎩

Объединяя асимптотические оценки (6) – (8) и следствие 1, получим асимпто-
тику для E1(t, ε) в области D при ε→0.

Нами доказана
Теорема 1. Пусть h1( * *

1 2,t t ) ≠ 0, тогда для E1(t,ε) в области D справедлива
оценка

|E1(t,ε)| ≤ cΩ1(t,ε),

где ( )
0

1
1 1

2

, при ,
, , при ,

, при ,0 1/ 2.

t H
t t H

t H

−γ

ε ∈⎧
⎪Ω ε = ε ∈⎨
⎪ ε ∈ ≤ γ <⎩

Аналогично, вычисляя интеграл E2(t,ε) по пути L2 (L2 симметрично к L1 отно-
сительно действительной оси), получим асимптотику для E2(t,ε) в D, т.е. справед-
лива

Теорема 2. Пусть h2( * *
1 2,t t− ) ≠ 0, тогда для E2(t,ε) в области D справедлива

оценка
( ) ( )2 1, ,E t c tε ≤ Ω ε ,

где ( )
0

1
1 1

2

, при ,
, , при ,

, при ,0 1/ 2.

t H
t t H

t H

−γ

ε ∈⎧
⎪Ω ε = ε ∈⎨
⎪ ε ∈ ≤ γ <⎩
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Тем самым, если h1( * *
1 2,t t ) ≠ 0 или h2( * *

1 2,t t− ) ≠ 0, то справедлива оценка

( ) ( ) ( )
0

2, , ,
t

t

E t h d c tτ ε τ τ ≤ Ω ε∫ , или ( ) ( )
0

, , ,
t

t

E t h d c t Dτ ε τ τ ≤ ε ∈∫ ,

где ( ) ( )
0 0

1
2 1 1 1

2 2

, при ,
, , при , 1/ 2 ln ,

, при ,0 1/ 2.

t H H
t t H H t T

t H H

−γ

ε ∈ ∩⎧
⎪Ω ε = ε ∈ ∪ ≤ + − γ ε ε⎨
⎪ ε ∈ ∪ ≤ γ <⎩

Докажем следующую теорему.
Теорема 3. Пусть в области D справедливы оценки ||B(t)|| ≤ c и

( ) ( ) ( )( )
0

, , ~ O , 0
t

t

E t h dτ ε τ τ δ ε ε →∫ , где ε ≤ δ(ε) ≤ εγ, 0 < γ < 1,

то для решения систем интегральных уравнений (8) справедлива оценка
z(t,ε) ~ O(δ(ε)), ε→0.

Доказательство. Воспользуемся методом последовательных приближений.
Пусть z0(t,ε) ≡ 0,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0
0 1, , , , , ,

t

n n
t

z t E t t y E t B z h d−ε = ε ε + τ ε τ τ ε + τ τ∫ ,

тогда ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
1 0, , , , ,

t

t

z t E t t y E t h dε = ε ε + τ ε τ τ∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1, , , , ,
t

n n
t

z t z t E t B z d−ε = ε + τ ε τ τ ε τ∫ , n = 1,2,... .

По условию теоремы имеем

( ) ( ) ( )( )
0

, , ~ , 0
t

t

E t h d Oτ ε τ τ δ ε ε →∫ , и ε ≤ δ(ε) ≤ εγ,

поэтому

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0
1 0, ~ , , , , ~ , 0,

t

t

z t E t t y E t h d O t Dε ε ε + τ ε τ τ δ ε ε → ∈∫ .

Оценим второе приближение:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

2
2 1 1, , , , , ~ , 0,

t

t

z t z t E t B z d O O t Dε = ε + τ ε τ τ ε τ δ ε + δ ε ε → ∈∫ .

Аналогично, получаем

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0

2 3
3 1 2, , , , , ~ ,

0, .

t

t

z t z t E t B z d O O O

t D

ε = ε + τ ε τ τ ε τ δ ε + δ ε + δ ε

ε → ∈

∫
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Для n-го приближения справедливо соотношение

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2, ~ O ... , 0,n
nz t O O t Dε δ ε + δ ε + + δ ε ε → ∈ .

Это можно доказать, применяя метод математической индукции.
Последовательные приближения zn(t,ε) равномерно ограничены:

∀n∈N  ||zn(t,ε)|| ≤ cδ(ε),  0 < с – const.
Рассмотрим ряд

zn(t,ε) = z1(t,ε)+(z2(t,ε)–z1(t,ε))+(z3(t,ε)–z2(t,ε))+…+(zn(t,ε)–zn–1(t,ε)),
отсюда

||zn(t,ε)|| ≤||z1(t,ε)||+||z2(t,ε)–z1(t,ε)||+||z3(t,ε)–z2(t,ε)||+…+||zn(t,ε)–zn–1(t,ε)||.
Так как

z1(t,ε)~O(δ(ε)), zk(t,ε)–zk–1(t,ε)~O(δk(ε)), k = 2,3,…,n,
то в области D последовательность {zn(t,ε)} является сходящейся и имеет предел
z(t,ε) = O(δ(ε)), ε→0. Теорема 3 доказана.

А если h1( * *
1 2,t t ) = 0 и h2( * *

1 2,t t− ) = 0, то в области D справедлива оценка

( ) ( )
0

, ,
t

t

E t h d cτ ε τ τ ≤ ε∫ .

Поэтому, в этом случае, z(t,ε)~ε, ε→0.
Справедливы теоремы:
Теорема 4. Пусть выполняются условия 1, 2 и f( * *

1 2,t t )≠0, f( * *
1 2,t t− )≠0, тогда за-

дача (1), (2) имеет единственное решение, для которого справедлива асимптоти-
ческая оценка

||x(t,ε)|| ≤ cΩ3(t,ε),

где ( ) ( )
0 0

3 1 1 1

2 2

1, при ,
, 1/ , при , 1 2 ln ,

1/ , при , 0 1/ 2.

t H H
t t H H t T

t H H

γ

∈ ∩⎧
⎪Ω ε = ε ∈ ∪ ≤ + − γ ε ε⎨
⎪ ε ∈ ∪ ≤ γ <⎩

Теорема 5. Пусть выполняются условия 1, 2, f( * *
1 2,t t ) = 0 и f( * *

1 2,t t− ) = 0, тогда
задача (1), (2) имеет единственное решение и для решения справедливо неравен-
ство: ||х(t, ε)|| ≤ c, ε→0.

Замечание. Мы рассматривали общий случаи простой точки перевала. Этот
результат можно обобщить для n-кратной точки перевала, т.е. когда собственные
значения λ1(t) = α(t)+iβ(t), λ2(t) = α(t)–iβ(t) в области D имеют единственный
n-кратный нуль:

( ) ( )*
1 0k tλ ≡ , ( ) ( )*

2 0k tλ ≡ , k = 0, 1,..., n–1; ( ) ( )*
1 0n tλ ≠ , ( ) ( )*

2 0n tλ ≠ ,

где * * *
1 2t t it= + , t* – принадлежит границе D.

В данном случае асимптотика интегралов Ej(t,ε), j = 1,2 при ε→0, вычисляется
аналогично. Но надо иметь ввиду, что точка τ = t* ( *tτ = ) является точкой перева-

ла порядка n функций u1(τ) (u2(τ)). В окрестности точки перевала τ = t* ( *tτ = ) ли-
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нии Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) = 0 (Re(u2(τ1, τ2) – u2(t0,0)) = 0) делят плоскость на 2(n+1)
равных секторов с углами π/(n+1) при вершине, τ = t* ( *tτ = ). В соседних секто-
рах знаки Re(u1(τ1,τ2) – u1(t0,0)) (Re(u2(τ1, τ2) – u2(t0,0))) различные [17].

Следствие 2. Пусть собственные значения λ1(t) = α(t) + iβ(t), λ2(t) = α(t) – iβ(t)
на границе области D имеют единственный n-кратный нуль и f( * *

1 2,t t ) ≠ 0,

f( * *
1 2,t t− ) ≠ 0. Тогда задача (1), (2) имеет единственное решение и для него спра-

ведлива оценка
||x(t,ε)|| ≤ cε–n/(n+1), ε→0.
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In this paper, the Cauchy problem for a normal system of two linear inhomogeneous ordinary
differential equations with a small parameter at the derivative is considered. The coefficient
matrix of the linear part of the system has complex conjugate eigenvalues. The real parts of the
complex conjugate eigenvalues in the considered interval change signs from negative to positive
ones. A singularly perturbed Cauchy problem is investigated in the case of instability, i.e., when
the asymptotic stability condition is violated. Moreover, the singularly perturbed Cauchy problem
has an additional singularity, namely, the corresponding unperturbed equation has a non-smooth
solution in the investigated extended domain. More exactly, the solution of the corresponding
unperturbed equation has poles in the complex plane. Therefore, the Cauchy problem under
consideration can be called bisingular in the terminology introduced by Academician A.M. Il’in.

The aim of the research is to construct the principal term of the asymptotic behavior of the
Cauchy problem solution when the asymptotic stability condition is violated.

In the study, methods of the stationary phase, saddle point, successive approximations, and
L.S. Pontryagin’s idea—the transition to a complex plane—are applied.

An asymptotic estimate is obtained for the solution of a bisingularly perturbed Cauchy
problem in the case of a change in the stability of a stationary point in the plane of “rapid
motions” is violated. The principal term of the asymptotic expansion of the solution is
constructed. It has a negative fractional power with respect to a small parameter, which is
characteristic of bisingularly perturbed equations or equations with turning points.

The obtained results can find applications in chemical kinetics, in the study of Ziegler's
pendulum, etc.
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