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ПРОГНОЗИРУЮЩЕЕ УПРАВЛЕНИЕ СИСТЕМАМИ С МАРКОВСКИМИ СКАЧКАМИ  

И АВТОРЕГРЕССИОННЫМ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ ШУМОМ  

С МАРКОВСКИМ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЕМ РЕЖИМОВ 

 
Рассматривается задача управления с прогнозированием по квадратичному критерию для класса дискретных 

стохастических систем с марковскими скачками и мультипликативным шумом, описываемым векторной авто-

регрессионной моделью с марковским переключением режимов, при ограничениях на управляющие воздей-

ствия. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии сводится к решению последовательности задач квадра-

тичного программирования. 

Ключевые слова: стохастические системы; марковские скачки; авторегрессионый мультипликативный шум; 

прогнозирующее управление; ограничения. 

 

Системы с марковскими скачкообразными параметрами нашли широкое признание и примене-

ние в практике управления многими реальными процессами [1]. Примерами могут служить сложные 

производственно-технологические, энергетические и технические системы. Эффективным подходом к 

решению задач управления такими системами при ограничениях на состояния и / или управления яв-

ляется метод управления с прогнозирующей моделью [2]. Прогнозирующее управление дискретными 

линейными системами с марковскими переключениями режимов рассматривалось в работах [3–8]. Ме-

тод управления с прогнозированием нелинейными системами с марковским переключением режимов, 

основанный на генерации сценариев, рассматривался в [9]. Отметим, что сценарный подход требует 

значительных вычислительных затрат. В работе [10] рассматривается задача управления с прогнози-

рованием для класса нелинейных систем с марковскими скачками при ограничениях на управления.  

В [10] предполагается, что нелинейное слагаемое зависит от состояния, управления и последователь-

ности независимых шумов и описывается статистическими характеристиками. 

В данной работе рассматривается класс дискретных стохастических систем с марковскими скач-

ками и мультипликативным шумом, описываемым векторной авторегрессионной моделью с марков-

ским переключением режимов (MSVAR, [11]). Синтезированы стратегии управления с прогнозирова-

нием по квадратичному критерию при ограничениях на управляющие переменные. Алгоритм синтеза 

сводится к решению последовательности задач квадратического программирования. 

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть объект управления описывается уравнениями 

 1 1 1 1[ ] [ , ] ,k k k k k kx A x B y u         (1) 

 1 1 1 1 1[ ] [ ] [ ] ,k k k k k ky y w            (2) 

 ,
1

[ ] , ,x xi i
k i k

n n

i

A A A





     (3) 

 , , ,
1 1 1

[ ] , [ ] , [ ] ; , , ,i i i i i i
k i k k i k k i k

i i

q

i

q q
  

  

                      (4) 
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  1 1 , 1 1
1

[ , ] [ ] [ ] [ ] ,, u ui i i i i n ni i
k k i k k k

i

B y B y B B w B


   



           (5) 

где xn
kx   – вектор состояния, un

ku   – вектор управления, 
q

ky   – последовательность  случай-

ных векторов, 
q

kw   – вектор белых шумов с нулевым средним и единичной матрицей ковариации, 

, 1, 1,i k i    – компонента вектора θk+1, θk = [δ(τk,1), …, δ(τk,ν)]T, где δ(τk,j) – функция Кронекера,  

τk (k = 0, 1, 2, ..., ν) – однородная дискретная марковская цепь с конечным множеством состояний  

{1, 2, …, ν}, известной матрицей переходных вероятностей P = [Pi,j] и известным начальным распреде-

лением. Матрица B зависит от yk линейно. Предполагается, что векторы xk, yk, а также состояние мар-

ковской цепи в момент времени k доступны наблюдению. Последовательности wk и θk независимы. 

Дискретная марковская цепь с конечным множеством состояний {1, 2, …, ν} и матрицей пере-

ходных вероятностей P допускает следующее представление в пространстве состояний [12]:  

 1 1,k k kP        (6) 

где {υk} – последовательность мартингал-разностей с условными моментами 

 1{ | } 0,k kE      (7) 

T
1 1{ | } diag{ } diag{ }.k k k k kE P P         

На управляющие воздействия наложены ограничения: 

 min max ,k k k ku S u u    (8) 

где up n
kS


 , min max, p

k ku u  . 

Для решения сформулированной задачи используем методологию управления с прогнозирую-

щей моделью. Данный подход позволяет получить стратегии управления с обратной связью с учетом 

явных ограничений на управляющие воздействия. Стратегии управления с прогнозированием опреде-

ляются по следующему правилу. На каждом шаге k минимизируем функционал со скользящим гори-

зонтом управления 

 T 1 T
| 1| 1 1|

1

{ | , , }
m

k m k k i k i k i k i k k i k i k k k k
i

J E x R x u R u x y         


     (9) 

на траекториях системы (1)–(6) по последовательности прогнозирующих управлений uk|k, ..., uk+m-1|k, 

зависящих от состояния системы в момент времени k, при ограничениях (8), где m – горизонт прогноза, 

k – текущий момент времени, 1
10, 0k i k iR R     – весовые матрицы соответствующих размерностей. 

В качестве управления в момент времени k берем uk = uk|k. Тем самым получаем управление uk как функ-

цию векторов xk, yk и состояния марковской цепи θk, т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить 

управление uk+1 на следующем шаге, процедура повторяется для следующего момента k + 1 и т.д. 

 

2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 

 

Рассмотрим задачу минимизации критерия (9) по последовательности прогнозирующих управ-

лений uk|k, ..., uk+m-1|k, при ограничениях (8).  

Теорема. Вектор прогнозирующих управлений 
T T T
| 1|,...[ ],k k k k m kU u u   , минимизирующий крите-

рий (9) при ограничениях вида (8), на каждом шаге k определяется из решения задачи квадратичного 

программирования с критерием вида: 
T T

| 2k m k k k k k k kY x G U U H U   , 

при ограничениях 

 
min max .k kkk UU S U    (10) 

Оптимальное управление равно 

0 ... 0
u u un n nk kUIu     , 
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где  

1diag( ,..., )k k mkS S S   , 

   
T T

min min min
1,...,k k k mU u u  

 

  

,     
T T

max max max
1,...,k k k mU u u  

 

  

, 

unI  – единичная матрица размерности nu, 0
un  – квадратная нулевая матрица размерности nu, Hk, Gk – 

блочные матрицы, блоки которых равны: 

 

111 1

1

min( , )1 1

min( , )

( ,..., )T
, 1

1 1 1

( ,..., )T

1 1 1 1

... [ ... ] [ ... ] 2 [ ... ]

... [ ... ] [ ... ]

j jtt t t t t t

t

j l tj jt t t t l l

j l t

t i ii ii i i i i ii i
tt k k t k kk

i i j

t t i ii ii i i i i i
k

j l i i

H R B y Q B y B

B Q B



 

 

 
  

 

   

 
             

 

          

 1 1( ,..., )T

1 1 1

... [ ... ] [ ... ] ,j tj j j jt t t t

j t

t i ii i i ii i i i
k j k jk

j i i

E B w Q B w 
 

 
  

        

  (11) 

     1 111 1

1

TT ( ,..., )T
,

1 1 1

... [ ... ] ... [ ... ] [ ... ]ff f f j jt t t t t

f

fi ii i i i ii i i i ii i
tf k k kk

i i j

H B y A A Q B y B 
 

  

 
            

 
 (12) 

   

   

11 1 1

1

min( , )1 1 1

min( , )

TT ( ,..., )T

1 1 1

TT ( ,..., )T

1 1 1 1

... [ ... ] ... [ ... ]

... [ ... ] ... [ ... ]

... [

fj j f f ft t t

f

j l fj j f f ft t t l l

j l f

t

t i ii i i i ii i i i
kk

j i i

ft i ii i i i ii i i i i
k

j l i i

i

B A A Q B y

B A A Q B

E B

 

  

 

  

 

   

        

          

     1 11

TT ( ,..., )T

1 1 1

... ] ... [ ... ] ,j fj j f f f j jt t

j f

t i ii i i i i i ii i
k j k jk

j i i

w A A Q B w 
 

 
  

 
        

 

 

 

   

   

11 1

1

111

1

TT ( ,..., )
,

1 1

TT ( ,..., )

1 1 1

... ... [ ... ]

... ... [ ... ].

tt t t

t

j jtt t t

t

i ii i ii i
t k kk

i i

t i ii ii i ii
k

j i i

G A A Q B y

A A Q B 

 

 

 

  

    

     

  (13) 

Последовательность матриц 
( ,..., )t fi i

kQ ( , 1, )t f m  определяется рекуррентными уравнениями 

   11 1

1

T( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )1

1

, 1, 2, ,t f t f t ff f

f

i i i i i ii i

k fk k k
i

Q R A Q A t m f t 








       (14) 

   11 1

1

T( ) ( , )1

1

, 1, 1,t t tt t

t

t

i i ii it
i k k tk k

i

Q L P R A Q A t m 








      (15) 

 
( ) 1m

m

i m
i k k mkQ L P R   , (16) 

c граничными условиями: 

 
( ,..., ) ( ,..., ) 1 , 1, 1,t m t mi i i i

k mk kQ R t m    (17) 

где 

 
1 1 2 1

( ,..., )

, , , ,( | )... , 1, 1, ,t f

f f f f t t t

i i

i i i i i i i k t kk P P P t m f t
           (18) 

,( | )ti k t k  – компонента вектора | ,t
k t k kP    

1
0,...,0,1,0,...,0 , 1, ; 1, .

ti tL i t m


     

Доказательство. Критерий (9) можно записать следующим образом: 
T 1 T T 1 T

| 1 1 1 | | 2 2 2 1| 1 1|

T 1 T
1| 1 1| 1 1 1 1 1 1

{ {

... { | , , }... | , , } | , , }.

k m k k k k k k k k k k k k k k k k k

k m k m k m k m k k m k m k k m k m k m k k k k k k

J E x R x u R u E x R x u R u

E x R x u R u x y x y x y

         

                 

    

     
 (19) 

Выражая xk+m через xk+m-1 с использованием (1)–(5), получим: 

  , 1 1 1 1 1
1

[ ] [ ] [ ] .m m m m m m m

m

m

i i i i i i i
k m i k m k m k m k m k m k m k m

i

x A x B y u B u B w u


            


         (20) 
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Вычисляя последовательно операторы математического ожидания в выражении (19) с использо-

ванием уравнений (20) и (6), получим  

       111 1 1 1

1 1

TT T ( ,..., )( )T T
| 1|

1 1 1 1

2 ... ... [ ... ]tt t t

t

m
i ii i i ii i i i

k m k k k k k k t kk k
i t i i

J x A Q A x x A A Q B y u
  

  
   

          (21) 

    111

1

TT ( ,..., )T
1|

1 1 1 1

2 ... ... [ ... ]j jtt t t

t

m t i ii ii i ii
k k t kk

t j i i

x A A Q B u
 

 
   

         

11 1

1

( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1

... [ ... ] [ ... ]tt t t t

t

m
i ii i i ii i

k t k k k k t kk
t i i

u B y Q B y u
 

   
  

         

min( , )1 1

min( , )

( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1 1

... [ ... ] [ ... ]j l tj jt t t t l l

j l t

m t t i ii ii i i i i i
k t k k t kk

t j l i i

u B Q B u 
 

   
    

             

111

1

( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1

2 ... [ ... ] [ ... ]j jtt t t t

t

m t i ii ii i i ii
k t k k k t kk

t j i i

u B y Q B u
 

   
   

           

 1 1( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1

... [ ... ] [ ... ]j tj j j jt t t t

j t

m t i ii i i ii i i i
k t k k j k j k t kk

t j i i

u E B w Q B w u 
 

     
   

            

    111 1

1

T1 T ( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1

2 ... [ ... ] ... ( ) [ ... ]f f f ft t t

f

m m i i i i ii i ii i
k t k k k k f k

t f t i i

u B y A A Q k B y u
  

   
    

        

    1 111

1

T1 T ( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1 1

2 ... [ ... ] ... [ ... ]ff f f j jt t t

f

fm m i ii i i i ii i ii
k t k k k f kk

t f t j i i

u B y A A Q B u
  

   
     

          

    11 1 1

1

T1 T ( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1 1

2 ... [ ... ] ... [ ... ]fj j f f ft t t

f

m m t i ii i i i ii i i i
k t k k k f kk

t f t j i i

u B A A Q B y u 
  

   
     

            

    min( , )1 1 1

min( , )

T1 T ( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1 1 1

2 ... [ ... ] ... [ ... ]j l fj j f f ft t t l l

j l f

fm m t i ii i i i ii i i i i
k t k k f kk

t f t j l i i

u B A A Q B u  
  

   
      

            

    



1 1

1

T1 T
T T

1|
1 1 1 1 1

( ,..., ) T
1| 1| 1 1|

1

2 ... [ ... ] ...

[ ... ] .

j j ft t t

j f

j f f f j j

m m t i i ii i i
k t k k j

t f t j i i

mi i i i i i

k j k f k k t k k t k t kk
t

u E B w A A

Q B w u u R u

 



  

  
     

        


        

     

 

Последовательности матриц 
( ,..., )

, ( , 1, )t fi i

kQ t f m  определяются рекуррентными уравнениями (14)

–(18). 

Выражение (21) можно записать в матричной форме: 

   11 1

1

T
( )T T T

|
1

2 ,
ii i

k m k k k k k k k k kk
i

J x A Q A x x G U U H U





    (22) 

где Gk, Hk имеют вид (11)–(13). 

Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (22) при ограничениях (10), которая экви-

валентна задаче квадратичного программирования с критерием (9) при ограничениях (8). 

 

Заключение 

 

В работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадратичному 

критерию для класса дискретных систем с марковскими скачками и авторегрессионным мультиплика-

тивным шумом с переключающимися режимами. Данный подход позволяет в явном виде учесть огра-

ничения на управления. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии включает решение последова-

тельности задач квадратичного программирования. 
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Assume that the plant to be controlled can be described by the following model 

 1 1 1 1[ ] [ , ] ,k k k k k kx A x B y u         (1) 

 1 1 1 1 1[ ] [ ] [ ] ,k k k k k ky y w              (2) 

 ,
1

[ ] , ,x xi i
k i k

n n

i

A A A





    (3) 

 , , ,
1 1 1

[ ] , [ ] , [ ] ; , , ,i i i i i i
k i k k i k k i k

i i

q

i

q q
  

  

                     (4) 

  1 1 , 1 1
1

[ , ] [ ] [ ] [ ] ,, , , u u
i ii ii i i i i

k k i k k k
n

i

n
B y B y B B w B B B



  





          (5) 

where xn

kx   is the vector of states, un

ku  is the vector of control inputs, q

ky   is a sequence of stochastic vectors, q

kw   is 

a zero mean independent random sequence; θi,k+1 (i = 1, ) are the components of the vector θk+1, θk = [δ(τk, 1), …, δ(τk, ν)]T, δ(τk, j) is  

a Kronecker function; {τk; k = 0, 1, 2, …} is a finite-state discrete-time homogeneous Markov chain taking values in {1, 2, …, ν} with 

transition probability matrix P = [Pij]. All of the elements of matrix B are assumed to be linear functions of vector y.  

We impose the following inequality constraints on the control inputs (element-wise inequality): 

                                                   
min max ,k k k ku S u u                                                         (6) 

where up n
kS


 , 

min max, p
k ku u  . 

For control of system (1)–(5) we synthesize the strategies with a predictive control model. At each step k we minimize the quadratic 

criterion with a receding horizon 

T 1 T
| 1| 1 1|

1

{ | , , },
m

k m k k i k i k i k i k k i k i k k k k
i

J E x R x u R u x y         


    

on trajectories of system (1) over the sequence of predictive controls uk|k, ..., uk+m–1|k dependent on information up to time k, under 

constraints (6), where
1

10, 0k i k iR R    are given symmetric weight matrices of corresponding dimensions; m is the prediction  

horizon, k is the current moment. The synthesis of predictive control strategies is reduced to the sequence of quadratic programming 

tasks. 
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К ОПТИМАЛЬНОСТИ ОСОБЫХ В КЛАССИЧЕСКОМ СМЫСЛЕ УПРАВЛЕНИЙ  

В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

СИСТЕМАМИ С ПЕРЕМЕННОЙ СТРУКТУРОЙ 

 

Рассматривается одна задача оптимального управления с переменной структурой для системы, описываемой 

уравнением Гурса–Дарбу. При предположении открытости области управления выведены необходимые усло-

вия оптимальности первого и второго порядков. Исследованы на оптимальность особые, в классическом 

смысле, управления. 

Ключевые слова: система Гурса–Дарбу; особые в классическом смысле управления; необходимые условия 

оптимальности; вариация функционала; уравнения в вариациях. 

 

К настоящему времени различные аспекты задач оптимального управления для систем, описы-

ваемых уравнениями Гурса–Дарбу, изучены в работах многих авторов, начиная с работы А.И. Егорова [1]. 

Довольно подробный обзор соответствующих результатов имеется, например, в [2–10] и др. 

При предположении открытости области управления установлен аналог уравнения Эйлера [11–14]. 

Далее, применяя модифицированный вариант метода приращений, предложенный и развитый в рабо-

тах [1–10, 15–21] и др., для систем Гурса–Дарбу выведено довольно общее необходимое условие опти-

мальности второго порядка. Отдельно изучен случай вырождения аналога условия Лежандра–Клебша 

(в классическом смысле особый случай [10, 13, 15, 20, 21]). 

В отличие от работ [1–10], предлагаемая работа посвящена исследованию задачи оптимального 

управления с переменной структурой для систем, описываемых уравнениями Гурса–Дарбу. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

        1 1 2 2, , ,S u v z t X y t X    (1) 

при ограничениях 

 
       

       

1 0 1 0

2 1 2 0

, , , , , ,

, , , , , ,

r

q

u t x U R t x D t t x X

v t x V R t x D t t x X

    

    
 (2) 

  ,,,, uzxtfztx        1, Dxt  , (3) 

 
     

     
0 0

0 1 0 1

, , , ,

, , , ,

z t x a x x x X

z t x b t t t t

 

 
 (4) 

  , , , ,txy g t x y v       2,t x D , (5) 

 
      

     

1 1 0

0 2 1 2

, , , , ,

, , , ,

y t x G z t x x x X

y t x b t t t t

 

 
 (6) 

    1 0 2 1,G z t x b t . 

Здесь  , , ,f t x z u ,   , , ,g t x y v  – заданная n (m)-мерная вектор-функция, непрерывная в 1

n rD R R   

 2

m qD R R   вместе с частными производными по  ,z u    ,y v  до второго порядка включительно, 
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 G z  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая в nR  m-мерная вектор-функция,  a x ,  

 ib t , 1,2i   – заданные вектор-функции соответствующих размерностей, удовлетворяющие условию 

Липшица с некоторыми константами, ,,, 210 ttt  Xx ,0  – заданы, причем 210 ttt  , Xx 0
, управля-

ющие вектор-функции  ,u t x    ,v t x  всюду в дальнейшем считаются измеримыми по Лебегу на пря-

моугольнике 1D   2D , U   V  – заданное непустое, открытое и ограниченное множество. 

Пару     , , ,u t x v t x  таких управляющих воздействий назовем допустимой. 

Предполагается, что при заданном допустимом управлении     , , ,u t x v t x   краевые задачи 

(3)–(4) и (5)–(6) имеют единственное абсолютно непрерывное (в смысле [2, 3]) решение  ,z t x  и 

 ,y t x
 соответственно. 

Допустимое управление     , , ,u t x v t x  , доставляющее минимум функционалу (1), при  

ограничениях (2)–(6) назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 

        , , , , , , ,u t x v t x z t x y t x     – оптимальным процессом. 

 

2. Вычисление вариаций функционала качества 

 

Пусть         , , , , , , ,u t x v t x z t x y t x     есть фиксированный допустимый процесс. Через 

                     , , , , , , , , , , , , , ,u t x u t x u t x v t x v t x v t x z t x z t x z t x y t x y t x               

 ,y t x  обозначим произвольный допустимый процесс. 

Тогда ясно, что приращение     , , ,z t x y t x   состояния     , , ,z t x y t x   будет решением кра-

евой задачи 

    ,,,,,,,  uzxtfuzxtfztx        1Dx,t  , (7) 

 
   
   ,,,0,

,,,0,

210

00

tttxtz

Xxxxtz




 (8) 

     ,,,,,,,  vyxtgvyxtgytx        2Dx,t  , (9) 

 
          

   

1 1 1 1

0 1 2

, , , , ,

, 0, , ,

y t x G z t x G z t x G z t x

y t x t t t

     

  
 (10) 

    1 0 2 1,G z t x b t  . 

Через  ψ ,i t x
, 1,2i   обозначим пока неизвестные n и m-мерные вектор-функции соответ-

ственно. Умножая обе части соотношения (7) ((9)) слева скалярно на  1ψ ,t x
   2ψ ,t x , а затем инте-

грируя по области 1D   2D  и вводя обозначения 

   1 1, , , ,ψ ψ , , ,H t x z u f t x z u
   ,     2 2, , , ,ψ ψ , , ,M t x y v g t x y v

   , 

получим 

 

   

             

1

0 0

1

0 0

1

1 1

ψ , ,

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ , ,

t X

tx

t x

t X

t x

t x z t x dxdt

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dxdt



   

 

  
 

 

 

 (11) 
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   

             

2

1 0

2

1 0

2

2 2

ψ , ,

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ , .

t X

tx

t x

t X

t x

t x y t x dxdt

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x dxdt



   

 

  
 

 

 

 (12) 

Считая  ψ ,i t x
, 1,2i   достаточно гладкими вектор-функциями и учитывая краевые условия (8), 

можно убедиться в (10) в справедливости тождеств 

       
 

 

 
 

 
 

1

0 0 0

1 1

0 0 0

1 1

1 1 1 1 1

2

1 1

ψ ,
ψ , , ψ , , ,

ψ , ψ ,
, , ,

t X X

tx

t x x

t t X

t t x

t x
t x z t x dxdt t X z t X z t x dx

x

t X t x
z t X dt z t x dxdt

t t x



  

  


     



 
   

  

  

  

 

       
 

     

 
 

 
 

 
 

2

1 0 0

2 2

0 1 1 0

2 2

2 2 2 2 2 2 1 1

2

2 1 2 2

1

ψ ,
ψ , , ψ , , , ψ , ,

ψ , ψ , ψ ,
, , , .

t X X

tx

t x x

t tX X

x t t x

t x
t x y t x dxdt t X y t X y t x dx t X y t X

x

t x t X t x
y t x dx y t X dt y t x dxdt

x t t x



    

    


       



  
     

   

  

   

 

Поэтому с учетом тождеств (11), (12), а также того, что 

       1 1 1, , , ,y t x G z t x G z t x    

формула для приращения критерия качества (1) записывается в виде: 

                 

   
 

 
 

 

 
     

 
 

1

0 0

1

0 0 0

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1

2

1 2 2

2 2 2 2 2

, , , , , , ,

, ψ ,
ψ , , , ,

ψ , ,
, ψ , , , ψ

tX

x t

t X X

t x x

S u v S u v S u v z t X z t X y t X y t X

t x t X
t X z t X z t x dx z t X dt

x t

t x t x
z t x dxdt t X y t X y t x dx

t x x

     

  



  

 

            
   

 
      

 

 
      

  

 

      1 1, ,t X y t X  

 

 

 
 

 
 

 
 

             

             

2 2

0 1 1 0

1

0 0

0

2

2 1 2 2

1

1 1

2 2

ψ , ψ , ψ ,
, , ,

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ ,

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ ,

t tX X

x t t x

t X

t x

x

t x t X t x
y t x dx y t X dt y t x dxdt

x t t x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dxdt

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x dxdt

    

   

   

  
      

   

   
 

  
 

   

 

2

1

.

t X

t

 

 (13) 

Полагая 

 
 

 
 

  2 1 2 12
1 1 1

ψ , ψ ,ψ
, , , , ,

t x t x
N x z t x y t x G z t x

x x x

     
  

   
, 

       2 1 2 1 1ψ , , ψ , ,Q z t X t X G z t X
   

и используя формулу Тейлора из (13), получим 

 
  

   
  

    
  

   
  

    

2
21 1 1 1

1 1 1 1 12

2
22 2 2 2

2 2 2 2 22

, ,1
, , , , ,

2

, ,1
, , , ,

2

z t X z t X
S u v z t X z t X z t X z t X

z z

y t X y t X
y t X y t X y t X y t X

z y

 

 

 

  
         

 

  
        

 
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   
 

 
 

 
 

 

   
 

 
  

 

1 1

0 0 0 0

0

2

1 1 1 1

1 1 1 1

2 12 2

2 2 2 2 1

, , ,
, , , , ,

, ,,
, , , ,

t tX X

x t t x

X

x

t x t X t x
t X z t X z t x dx z t X dt z t x dxdt

x t t x

Q z t Xt X
t X y t x y t x dx z t X

x z

    



 



   
        

   

 
      

 

   



 

 
  

    
 

 
0

2
2 1

22 1

1 1 3 1 12

, , ,
, ,1

, , , ,
2

X

x

N x z t x
Q z t X x

z t X z t X z t X z t x dx
z z





 
             

   

 
 

    
0 0

2 2
1

2

1 1 4 12

, , ,
1

, , ,
2

X X

x x

N x z t x
x

z t x z t x dx z t x dx
z

 
  

       
   

 
 

 
 

                 

                 

2 2

1 1 0

1

0 0

2

2 2

1 1

2 2

, ,
, ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

t t X

t t x

t X

u z

t x

v y

t X t x
y t X dt y t X dxdt

t t x

H t x z t x u t x t x u t x H t x z t x u t x t x z t x dxdt

M t x y t x v t x t x v t x M t x y t x v t x t x y t x

  

     

     

  
    

  

        
 

       


  

 

2

1 0

t X

t x

dxdt 
 

 (14) 

            

                   

            

1

0 0

2

1 0

1

1 1

2

1
, , , , , , , , , 2 ,

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

1
, , , , , , , , , 2 ,

2

,

t X

zz

t x

uz uu

t X

yy

t x

vy

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

y t x M t x y t x v t x t x y t x v t x

M t x

  

     

  

        


      


        




 

 

                   

         
1 2

0 0 1 0

2 2

2 2

5 6

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , .

vv

t tX X

t x t x

y t x v t x t x y t x v t x M t x y t x v t x t x v t x dxdt

z t x u t x dxdt y t x v t x dxdt

            


                  

 

Если предполагать, что  ,i t x , 1,2i   удовлетворяют соотношениям  

 
        2

11
, , , , , , ,, H t x z t x u t x t xt x

t x z

     


  
, (15) 

 
 2

1

1 1

, , ,
,

N x z t x
t x x

x z






 
  

  
 

 
,   

 1 ,
0

t X

t





, 

  
     1 1 2 1

1 1

, , ,
,

z t X Q z t X
t X

z z

 


  

   
 

, (16) 

 
        2

22
, , , , , , ,, M t x y t x v t x t xt x

t x y

     


  
, (17) 

 2 2 ,
0

t x

x





,  

 2 ,
0

t X

t





, 
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  
  2 2

2 2

,
,

y t X
t X

y






  


, (18) 

то формула приращения (14) примет вид: 

 

          

        

1

0 0

2

1 0

1

2

, , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

t X

u

t x

t X

v

t x

S u v H t x z t x u t x t x u t x dxdt

M t x y t x v t x t x v t x dxdt

    

  

     

   

 

 

 (19) 

 
  

   
  

 
2

1 1 2 2

1 1 2 22

, ,1 1
, , , ,

2 2

z t X y t X
z t X z t X y t X y t X

z z

   
       

 
 

 
  

   
 

 

            

              

0

1

0 0

2 2
2 1

2 1

1 1 1 12 2

1

1 1

, , ,
, ,1 1

, , , ,
2 2

1
, , , , , , , , , 2 ,

2

, , , , , , , , , , , , , , ,

X

x

t X

zz

t x

uz uu

N x z t x
Q z t X x

z t X z t x z t x z t x dx
z z

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x



 

  

     

 
            

 

        


    



 

    , ,t x u t x dxdt 


 

            

                   

           

    

2

1 0

0

2

2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 3 1 4 1

2

5

1
, , , , , , , , , 2 ,

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , ,

, ,

t X

yy

t x

vy vv

X

x

y t x M t x y t x v t x t x y t x v t x

M t x y t x v t x t x y t x v t x M t x y t x v t x t x v t x dxdt

z t X y t X z t X z t x dx

z t x u t x

  

     

        


       


           

      

 



    
1 2

0 0 1 0

2

6 , , .

t tX X

t x t x

dxdt y t x v t x dxdt         

 

Краевую задачу (15)–(18) назовем сопряженной системой в задаче оптимального управления (1)–(6). 

Поскольку множества U  и V  открытые, то специальное приращение допустимого управления 

    , , ,u t x v t x   можно определить по формуле: 

 
   

   

, , ,

, , .

u t x u t x

v t x v t x





  

  
 (20) 

Здесь   достаточно малое по абсолютной величине произвольное число, а  ,u t x  и  ,v t x  произ-

вольные измеримые и ограниченные соответственно r и q-мерные вектор-функции со значениями из 
rR  и qR  соответственно. 

Такие  ,u t x  и  ,v t x  назовем допустимыми вариациями управляющих функций  xtu ,
 и 

 xtv ,
 соответственно. 

Через     , ; , , ;z t x y t x      обозначим специальное приращение состояния     , , , ,z t x y t x   

отвечающее приращению (20) управления     , , ,u t x v t x  . 

Из оценок, установленных, например, в [1–3], следует, что 

    
1

0 0

1, ,

t X

t x

z t x L u s ds d      , (21) 



К оптимальности особых в классическом смысле управлений в одной задаче оптимального управления 

15 

      
2

1 0

2 1, , ,

t X

t x

y t x L v s dsd z t x
 

       
  
  , (22) 

где const 0iL   , 1,2i   – некоторое постоянное. 

Из (22) с учетом (21) получаем, что 

      
2 1

1 0 0 0

3, , ,

t tX X

t x t x

y t x L v s dsd u s d ds
 

         
  
    , (23) 

где 
3 const 0L    – некоторое постоянное. 

Из оценок (21), (23) следует, что  , ;z t x   и  , ;y t x   имеют порядок малости ε . 

А из краевых задач (7)–(10) получаем, что     , , ,z t x y t x    является решением линеаризованной 

краевой задачи 

                  , ; , , , , , , ; , , , , , , ; , ,tx z uz t x f t x z t x u t x z t x f t x z t x u t x u t x t x                (24) 

    0 0, ; 0, , ; 0,z t x z t x       (25) 

                  , ; , , , , , , ; , , , , , , ; , ,tx y vy t x g t x y t x v t x y t x g t x y t x v t x v t x t x                (26) 

 
        

 

1 1 1

0

, ; , , ; ; ,

, ; 0.

zy t x G z t x z t x x

y t x

       

  
                                       (27) 

При помощи (24)–(27) по схеме, аналогичной, например, схеме из [13], доказывается 

Теорема 1. Для специального приращения     , ; , , ;z t x y t x     состояния     , , ,z t x y t x   

имеют место разложения 

 
     

     

, ; , ; , ,

, ; , ; , .

z t x z t x t x

y t x y t x t x

      

      
 (28) 

Здесь     , , ,z t x y t x   – вариация вектора состояния     , , ,z t x y t x  , являющаяся решением урав-

нения в вариациях 

              , , , , , , , , , , , ,z utx
z f t x z t x u t x z f t x z t x u t x u t x         (29) 

 
   

   
0 0

0 0 1

, 0, , ,

, 0, , ,

z t x x x X

z t x t t t

  

  
 (30) 

              , , , , , , , , , , , ,y vtx
y g t x y t x v t x y g t x y t x v t x v t x         (31) 

 
      

 

1 1 1

0

, , , ,

, 0.

zy t x G z t x z t x

y t x

  

 
 (32) 

Используя разложения (28) и (20) из формулы приращения (19) получаем справедливость соот-

ношения 

 

     

        

        

1

0 0

2

1 0

1

2

, , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

t X

u

t x

t X

v

t x

S u v S u u v v S u v

H t x z t x u t x t x u t x dxdt

M t x y t x v t x t x v t x dxdt

     

  

  

  

       


    




   



 

 

 (33) 
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 
  

   
  

 

 
 

   
  

 

            

0

1
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2 22
1 1 2 1

1 1 1 12 2

2 2
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, , , ,

2

, , ,
,

, , , ,

, , , , , , , , , 2 ,

X

x

t X
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t x

z t X Q z t X
z t X z t X z t X z t X

z z

N x z t x
y t Xx

z t x z t x dx y t X y t X
z y

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x

  






  

     
       

 

 
            

 

        




 

 

                   

                   

            

2

1 0

1 1

2 2

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , 2 , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

uz uu

t X

yy vy

t x

vv

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

y t x M t x y t x v t x t x y t x v t x M t x y t x v t x t x

y t x v t x M t x y t x v t x t x v t x

     

     

  

      


         


    

 

  2 .dxdt   


 

Из разложения (33) следует, что первая и вторая вариации (в классическом смысле) функционала ка-

чества (1) имеют вид: 

 

          

        

1

0 0

2

1 0

1

1

2

, ; , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

t X

u

t x

t X

v

t x

S u v u v H t x z t x u t x t x u t x dxdt

M t x y t x v t x t x v t x dxdt

    

  


       




   



 

 

 (34) 

 

   
  

   
  

 

 
 

   
  

 

            

0

0

2 2

1 1 2 12

1 1 1 12 2

2 2
21

2 2

1 1 2 22 2

1

, , ,
, ; , , , , ,

, , ,
,

, , , ,

, , , , , , , , , 2 ,

X

x

X

zz

t x

z t X Q z t X
S u v u v z t X z t X z t X z t X

z z

N x z t x
y t Xx

z t x z t x dx y t X y t X
z y

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x

  

 








  

   
          

 

 
           

 

        





1

0

t



 (35) 

                   

                   

            

2

1 0

1 1

2 2

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , 2 , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

uz uu

t X

yy vy

t x

vv

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

y t x M t x y t x v t x t x y t x v t x M t x y t x v t x t x

y t x v t x M t x y t x v t x t x v t x

     

     

  

      


         


    

 

.dxdt


 

 

3. Необходимые условия оптимальности 

 

Из результатов классического вариационного исчисления (см. напр.: [11–14]) следует, что вдоль 

оптимального управления     , , ,u t x v t x   первая вариация функционала качества равна нулю, а вто-

рая неотрицательна, т.е. для всех     , , ,u t x v t x   

  1 , ; , 0S u v u v     , (36) 

  2 , ; , 0S u v u v     . (37) 
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При помощи (36) по схеме, например, из [13, 22] доказывается справедливость утверждения 

Теорема 2. Для оптимальности допустимого  управления     , , ,u t x v t x   необходимо, чтобы 

соотношения 

       1, , , , 0uH x u          , (38) 

       2, , , , , , , 0vM y v             (39) 

выполнялись для всех      0 1 0, , ,t t x X     и      1 2 0, , ,t t x X     соответственно. 

Здесь и в дальнейшем      0 1 0, , ,t t x X           1 2 0, , ,t t x X     – произвольная правильная 

точка (точка Лебега) [2, 3] управления  ,u t x    ,v t x . 

Соотношения (38), (39) представляют собой аналог уравнения Эйлера [11–14] для рассматрива-

емой задачи и являются необходимым условием оптимальности первого порядка. 

Каждое допустимое управление     , , ,u t x v t x  , удовлетворяющее уравнению Эйлера, назо-

вем классической экстремалью для рассматриваемой задачи. 

Неравенство (37) есть необходимое условие для оптимальности классических экстремалей, за-

данное в неявном виде. С его помощью получим необходимые условия оптимальности, явно выражен-

ные через параметры задачи (1)–(6). 

Через  , ; ,iR t x s , 1,2i   – обозначим решения матричных интегральных уравнений 

        1 1 1, ; , , ; , , , , , ,

t x

z

s

R t x s E R t x f z u d d 



              ,     1,t x D , 

        2 2 2, ; , , ; , , , , , ,

t x

y

s

R t x s E R t x g y v d d 



              ,     2,t x D . 

Уравнения в вариациях (29), (31) являются линейными неоднородными дифференциальными 

уравнениями гиперболического типа с краевыми условиями Гурса (30), (32) соответственно. Решения 

краевых задач (29)–(30) и (31)–(32) допускают в соответствии с представлением [23] 

           
0 0

1, , ; , , , , , , ,

t x

u

t x

z t x R t x s f s z s u s u s dsd           , (40) 

             
 

1 0 0

1

2 2 1

,
, , ; , , , , , , , , ; ,

t x x

v

t x x

y t s
y t x R t x s g s y s v s v s dsd R t x t s ds

s

 


         
   . (41) 

Из (41) получим 

     
 

 

        

0

1 0

2 1

2 1 1 1

2

, ; ,
, , ; , , ,

, ; , , , , , , , .

x

x

t x

v

t x

R t x t s
y t x R t x t x y t x y t s ds

s

R t x s g s y s v s v s ds d 


     



       



 

 

Поскольку  

      1 1 1, , , ,zy t s G z t s z t s    

то из (41) получаем, что 

 

        
 

    

        

0

1 0

2 1

2 1 1 1 1 1

2

, ; ,
, , ; , , , , ,

, ; , , , , , , , .

x

z z

x

t x

v

t x

R t x t s
y t x R t x t x G z t x z t x G z t s z t s ds

s

R t x s g s y s v s v s ds d

 

 


     



       



 

 (42) 
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Введя обозначения 

      , , , , , ,u uf t x f t x z t x u t x  ,         , , , , , ,v vg t x g t x y t x v t x   

и принимая во внимания представление (40), формулу (42) представим в виде: 

            

 
        

     

0 0

1

0 0 0

0 0

2 1 1 1 1

2 1

1 1 1

2

, , ; , , , ; , , ,

, ; ,
, , ; , , ,

, ; , , , .

t x

z u

t x

tx s

z u

x t x

t x

v

t x

y t x R t x t x G z t x R t x s f s u s ds d

R t x t s
G z t s R t x f u d d ds

s

R t x s g s v s ds d





       

 
           

  

     

 

  

 

 

Используя формулу Дирихле, получим 

             
0 0

2 1 1 1 1, , ; , , , ; , , ,

t x

z u

t x

y t x R t x t x G z t x R t x s f s u s dsd          (43) 

 
        

     

1

0 0

0 0

2 1

1 1 1

2

, ; ,
, , ; , , ,

, ; , , , .

tx x

z u

x t s

t x

v

t x

R t x t
G z t R t x s d f s u s d ds

s

R t x s g s v s ds d


  

         
 

     

  

 

  

Полагая 

        
 

    2 1

2 1 1 1 1 1 1 1

, ; ,
, ; , , ; , , , ; , , , ; ,

x

z z

s

R t x t
Q t x s R t x t x G z t x R t x s G z t R t x s d

s

 
 

      
 , 

формула (43) записывается в виде: 

              
1

0 0 1 0

2, , ; , , , , ; , , , .

t x t x

u v

t x t x

y t x Q t x s f s u s dsd R t x s g s v s dsd                 (44) 

Представления (40), (44) позволяют вывести необходимые условия оптимальности второго по-

рядка, явно выраженные через параметры задачи (1)–(6). 

Используя произвольность  ,u t x  и  , ,v t x  предположим, что  , 0v t x  . Тогда неравенство 

(37) с учетом (35) примет вид: 

 
  

   
  

 
2 2

1 1 2 1

1 1 1 12 2

, , ,
, , , ,

z t X Q z t X
z t X z t X z t X z t X

z z

    
     

 
 

 
 

 
   

  
 

            

0

1

0 0

2 2
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1 1 2 22 2

1

, , ,
,

, , , ,

, , , , , , , , , 2 ,

X

x

t X

zz

t x

N x z t x
y t Xx

z t x z t x dx y t X y t X
z y

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x






  

 
           

 

        




 

 (45) 

                   

          
2

1 0

1 1

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , 0,

uz uu

t X

yy

t x

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

y t x M t x y t x v t x t x y t x dxdt

     

  

      


     
 

При этом представление (44) примет вид: 

        
1

0 0

, , ; , , ,

t x

u

t x

y t x Q t x s f s u s dsd        . (46) 
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Используя представления (40), (45), доказывается справедливость тождеств 

 

 
     

       

     
     

1 1

0 0 0 0

2 2

1 1 2 1

1 1 12 2

2 2

1 1 2 1

1 12 2

, , ,
, , , , , ; ,

, , ,
, ; , , , ,

t tX X

u

t x t x

u

z t X Q z t X
z t X z t X u s f s R t x s

z z

z t X Q z t X
R t X f u dsd d d

z z

  

  

    
            

   

    
            

   

   
 (47) 

  
 

       
1 1

0 0 0 0 0 0

2 2
1

1 1 1 12

, , ,

, , , , , ; ,

t tX X x x

u

x x t x t x

N x z t x
x

z t x z t x dx u s f s R t x s
z


 

              
 

       (48) 

 
     

     
 

 
 

   

1 1

0 0 0 0

2 2
1

1 12

2 2
1

1 1 1 12

max ,

, , ,

, ; , , ,

, , ,

, , , ; , , ; ,

, , ,

u

t t X X X

u

t t x x s

u

N x z t x
x

R t x f u d ds d d dx
z

N x z t x
x

u s f s R t x s R t x dx
z

f u d ds d d








 
  

             




  
  

           
 
 
  

        

      

 

              

          
  

   

1 1 1

0 0 0 0 0 0

1

1

1 1 1 1 1

max , max ,

, , , , , , , , , , ,

, ; , , , , , , , , , ; ,

, , ,

t t tX X X

zz u

t x t x t x

t X

zz

s

u

z t x H t x z t x u t x t x z t x dxdt u s f s

R t x s H t x z t x u t x t x R t x dxdt

f u d ds d d

  

  

  

         

 
      

  

        

     

   (49) 

          

              

1

0 0

1 1

0 0

1

1 1

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ; , , , ,

t X

uz

t x

t tX X

uz u

t x t x

u t x H t x z t x u t x t x z t x dxdt

u s H s z s u s s R s t x d ds f t x u t x dxdt

  

  

   

 
            

  

 

   

 

 
 

  
       

  

     

1 1

0 0 0 0

2 2

2 2 2 2

2 2 22 2

2

, ,
, , , , , ; ,

, ; , , , ,

t tX X

u

t x t x

u

y t X y t X
y t X y t X u s f s Q t X s

y y

Q t X f u ds d d d

    
          

 

          

     (50) 

              

          
 

   

2 1 1

1 0 0 0 0 0

2

1

2

2

max ,

, , , , , , , , , , ,

, ; , , , , , , , , , ; , , , .

t t tX X X

yy u

t x t t x x

t X

yy u

t s

y t x M t x y t x v t x t x y t x dxdt u s f s

Q t x s M t x y t x v t x t x Q t x dxdt f u ds d d d

  

  



         

 
             

  

     

 

 

Введя обозначение 

 
     2 2

1 1 2 1

2 2

, , ,
, ; ,

z t X Q z t X
K s

z z

      
       

   
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 
 

 
 

 
  

 

          
  

1

2 2
1

1 1 1 12

max ,

2

2 2

2 22

1 1 1

max , max ,

, , ,

, ; , , ; ,

,
, ; , , ; ,

, ; , , , , , , , , , ; ,

X

s

t X

zz

s

N x z t x
x

R t x s R t x dx
z

y t X
Q t X s Q t X

y

R t x s H t x z t x u t x t x R t x dxdt







  

  

 
  

     


 
    



     



 

 

          
 

2

1

2

max ,

, ; , , , , , , , , , ; , ,

t X

yy

t s

Q t x s M t x y t x v t x t x Q t x dxdt  



       

и учитывая тождества (47)–(50), из неравенства (45) получим 

          
1 1

, , , ; , , ,u u

D D

u s f s K s f u dsd d d                 (51) 

              

          

1

1

1

1 1

1

2 , , , , , , , , , ; , , ,

, , , , , , , , , 0.

t X

uz u

D t x

uu

D

u s H s z s u s s R s t x d ds f t x u t x dxdt

u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

  

  

 
            

  

    

  



 

Теперь предположим, что  , 0u t x  ,  , 0v t x  . При этом предположении неравенство (37) 

примет вид: 

 

 
  

            

          

          

2

1 0

2

2 2

2 2 22

2

2

,
, , , , , , , , , , ,

2 , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , 0.

t X

yy

t x

vy

vv

y t X
y t X y t X y t x M t x y t x v t x t x y t x

y

v t x M t x y t x v t x t x y t x

v t x M t x y t x v t x t x v t x dxdt



  

  

  

 
       


    

   


 

 (52) 

Используя представление (44) (с учетом того, что  , 0u t x  ), получим 

 
  

 

     
  

     
2 2

1 0 1 0

2

2 2

2 22

2

2 2

2 2 2 22

,
, ,

,
, , , ; , , ; , , , ,

t tX X

v v

t x t x

y t X
y t X y t X

y

y t X
v s g s R t X s R t X g v s dsd d d

y





 
  



 
               

   

(53) 

 

          

              

2

1 0

2 2

1 0 0

2

2 2

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ; , , , .

t X

vy

t x

t tX X

vy v

t x t x

v t x M t x y t x v t x t x y t x dxdt

v s M s y s v s s R s t x ds d g t x v t x dxdt

  

  

   

 
           

  

 

   

 (54) 

Далее имеет место тождество 

           
2

1 0

2, , , , , , , , ,

t X

yy

t x

y t x M t x y t x v t x t x y t x dxdt        (55) 

              
  

   

2

1 2

2 2 2

max , max ,

, , , ; , , , , , , , , , ; ,

, , .

t X

v yy

D D t x x s

v

v s g s R t x s M s y s v s s R t x dxdt

g v d d

  

   

 
               

  

       

   
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Введя обозначение  

            
  

 
  

 

2

2 2 2

max , max ,

2

2 2

2 2 2 22

, ; , , ; , , , , , , , , , ; ,

,
, ; , , ; ,

t X

yy

t x x s

N s R t x s M t x y t x v t x t x R t x dxdt

y t X
R t x s R t x

y

  

   



        

 
   



 
 

и учитывая тождества (53)–(55), из неравенства (52) получим 

          
1 1

, , , ; , , ,v v

D D

v s g s N s g v d dsd d                  (56) 

              

          

2

2

2

2 2

2

2 , , , , , , , , , ; , , ,

, , , , , , , , , 0.

t X

vy v

D t x

vv

D

v s M s y s v s s R s t x d ds g t x v t x dt dx

v t x M t x y t x v t x t x v t x dxdt

  

  

 
            

  

    

  



 

Таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема 3. Для оптимальности классической экстремали     , , ,u t x v t x   в задаче (1)–(6) необ-

ходимо, чтобы неравенства (51), (56) выполнялись для всех  , ru t x R  ,   1,t x D  и  , qv t x R  , 

  2,t x D  соответственно. 

Неравенства (51) и (56) являются довольно общими необходимыми условиями оптимальности 

второго порядка. Из них можно получить ряд более легко проверяемых необходимых условий опти-

мальности, и в частности аналог условия Лежандра–Клебша. 

Теорема 4. (Аналог условия Лежандра–Клебша) Для оптимальности классической экстремали 

    , , ,u t x v t x   необходимо, чтобы выполнялись соотношения 

       1, , , , 0uuu H x u u           , (57) 

для всех ru R ,      0 1 0, , ,t t x X    ,  

       2, , , , , , , 0vvv M y v v             , (58) 

для всех qv R ,      1 2 0, , ,t t x X    .  

Неравенства (57), (58) являются аналогом условия Лежандра–Клебша. 

Рассмотрим случай вырождения аналога условия Лежандра–Клебша. 

Определение. Классическую экстремаль назовем особым, в классическом смысле, управлением, 

если для всех      0 1 0, , ,t t x X     и ru R  

       1, , , , 0uuu H x u u           , (59) 

а для всех      1 2 0, , ,t t x X     и qv R  

       2, , , , , , , 0vvv M y v v             . (60) 

Имеет место 

Теорема 5. Для оптимальности особого в классическом смысле, управления     , , ,u t x v t x   

необходимо, чтобы выполнялись соотношения 

               1, , ; , , 0,5 , , , , , , , , 0u u uz uu f K f H z u f u                         
 

, (61) 

для всех      0 1 0, , ,t t x X    , ru R , 

               2, , ; , , 0,5 , , , , , , , , 0v v vy vv g N g M y v g v                        
 

, (62) 

для всех      1 2 0, , ,t t x X     и qv R . 
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Докажем, например, соотношение (61). Неравенство (62) доказывается симметричными рассуж-

дениями. Считая     , , ,u t x v t x   классически особым оптимальным управлением, вариацию  ,u t x  

управляющей функции  ,u t x  определим по формуле 

  
   

   1

, , , , ,
,

0, , \ , , ,

u t x
u t x

t x D


           
 

  
            

 (63) 

где 0   достаточно малое произвольное число, такое что 
1t   , X    , а ru R  произволь-

ный вектор. 

Принимая во внимание (63) в неравенстве (51) и учитывая (59), после некоторых преобразований 

получим 

                 2 2

1, , ; , , 0,5 , , , , , , , , 0u u uz uu f K f H z u f u                            
 

. 

Отсюда в силу произвольности 0   следует неравенство (61). Этим теорема 5 доказана. 

 

Заключение 

 

В статье рассматривается одна задача оптимального управления, описываемая системой гипер-

болических уравнений с краевыми условиями Гурса. При предположении открытости областей управ-

ления установлены необходимые условия оптимальности первого и второго порядков. Отдельно изу-

чен случай вырождения аналога условия Лежандра–Клебша. Выведено необходимое условие опти-

мальности (в классическом смысле особых управлений). 
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The paper deals with the problem of the minimization the functional 

       1 1 2 2, , ,S u v z t X y t X    , 

under constraints 

       

       

1 0 1 0

2 1 2 0

, , , , , ,

, , , , , ,

r

q

u t x U R t x D t t x X

v t x V R t x D t t x X

    

    
 

 , , , ,txz f t x z u    1,t x D , 

     

     
0 0

0 1 0 1

, , , ,

, , , ,

z t x a x x x X

z t x b t t t t

 

 
 

 , , , ,txy g t x y v    2,t x D , 

      

     

1 1 0

0 2 1 2

, , , , ,

, , , ,

y t x G z t x x x X

y t x b t t t t

 

 
 

    1 0 2 1,G z t x b t . 

Here  , , ,f t x z u ,   , , ,g t x y v  is a given n  (m)-dimensional vector-function continuous in 
1

n rD R R    2

m qD R R   together 

with their partial derivatives with respect to
 
 ,z u    ,y v  up to the second order inclusive,  G z  is a given twice continuously 

differentiable in nR  m-dimensional vector-function,  a x ,  ib t , 1,2i  , are given vector-functions of the corresponding dimensions 

satisfying a Lipschitz condition with some constants, 0 1 2, , ,t t t  0 ,x X  are given, so that 0 1 2t t t  , 0x X , control vector-function 

 ,u t x    ,v t x  everywhere is Lebesgue measurable on a rectangle 1D   2D , U  V  is a given non-empty, open, and bounded set. 

When the control domain is open, the first and second orders necessary optimality conditions are derived. Optimal singular controls 

in the classical sense are studied. 

 

Keywords: Goursat–Darboux system; singular control the classical sense; necessary optimality conditions; variation of the functional; 

equations in variations. 
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УПРАВЛЕНИЕ СПЕКТРОМ СИСТЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

C ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ ПО УСКОРЕНИЮ 
 

Решается задача управления спектром системы второго порядка с обратной связью по вектору ускорения. Уста-

новлены ограничения, накладываемые на спектр замкнутой системы. Описан алгоритм расчета матрицы об-

ратной связи, который сводится к последовательному решению квадратного уравнения и системы линейных  

алгебраических уравнений. Приводится пример решения задачи управления спектром механической системы. 

Ключевые слова: система второго порядка; управление спектром; обратная связь по ускорению. 

 

Задача управления спектром линейной стационарной динамической системы в случае статиче-

ской обратной связи по выходу относится к трудно решаемым задачам математической теории управ-

ления [1]. Эту задачу можно рассматривать как обратную проблему собственных значений [2]. Подоб-

ного рода задачи встречаются не только в теории автоматического управления, но и в механике, фи-

зике, обработке сигналов, вычислительной математике.   

Обратная проблема собственных значений, как правило, сводится к решению систем нелиней-

ных алгебраических уравнений. В отличие от систем линейных алгебраических уравнений системы 

нелинейных алгебраических уравнений могут не иметь действительных решений или иметь конечное 

число таких решений. Поиск всех действительных решений системы нелинейных алгебраических урав-

нений в общем случае является достаточно сложной вычислительной задачей. 

В данной работе решается задача управления спектром системы второго порядка с двумя пере-

менными входа и двумя переменными выхода. Предполагается, что измерению доступны вторые про-

изводные переменных выхода. Управление строится в виде статической обратной связи по вектору 

измерений. Такого вида обратную связь принято называть обратной связью по ускорению.  

В работе рассматриваются условия существования решения задачи управления спектром и огра-

ничения, накладываемые на спектр замкнутой системы. Описывается алгоритм расчета матрицы  

обратной связи, который сводится к последовательному решению квадратного уравнения и системы 

линейных алгебраических уравнений.  

Аналогичный метод синтеза обратной связи по выходу для системы, заданной передаточной 

функцией, описан в работе [3]. Необходимо также отметить работы [4–6], в которых представлено ре-

шение задачи управления спектром для систем второго порядка с обратной связью по скорости и уско-

рению. В этом случае синтез обратной связи может быть осуществлен на основе решения линейных 

матричных уравнений или линейных матричных неравенств.  Для систем со статической обратной свя-

зью по ускорению этот подход неприменим. 

Данная статья дополняет работу [7], в которой получено решение задачи управление спектром 

системы второго порядка в случае статической обратной связи по выходу.  
 

1. Постановка задачи 
 

Рассмотрим линейную динамическую систему, поведение которой описывается уравнением 

BuyAyAyA  210  , 

где u , y  – 2-векторы входа и выхода, 0A , 1A , 2A , B  – (2 × 2)-матрицы с вещественными элементами. 

Управление будем искать в виде обратной связи по вектору вторых производных 

yFu  , 
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где F – (2 × 2)-матрица обратной связи с вещественными элементами. Замкнутая обратной связью  

система описывается уравнением 

0)( 210  yAyAyBFA  . 

Под спектром разомкнутой системы будем понимать корни характеристического многочлена 

разомкнутой системы 

 )(det)( sAsa  ,      21
2

0)( AsAsAsA  . 

Под спектром замкнутой системы будем понимать корни характеристического многочлена  

замкнутой системы 

 2)(det)( BFssAsb  . 

Будем считать, что 0det 0 A , и будем рассматривать только те матрицы обратной связи, при 

которых 0)det( 0  BFA . В этом случае спектры разомкнутой и замкнутой систем состоят из четырех 

чисел, 4)(deg)(deg  sbsa . 

Задача управления спектром заключается в выборе матрицы обратной связи F, при которой 

корни многочлена )(sb  совпадают с заданным набором комплексных чисел };;;{ 4321 ssssS  . Коэф-

фициенты многочлена )(sb  действительные, поэтому комплексные числа is  должны входить в набор 

S  комплексно сопряженными парами. Для обеспечения асимптотической устойчивости замкнутой си-

стемы необходимо также, чтобы  числа is  находились в левой части комплексной плоскости. 

 

2. Алгоритм синтеза обратной связи 

 

Запишем матрицы A, B, F поэлементно: 











)()(

)()(
)(

2221

1211

sasa

sasa
sA ,     










2221

1211

bb

bb
B ,     










2221

1211

ff

ff
F . 

Тогда 

))(()()()()()()( 122122115224213122111 ffffscfscfscfscfscsasb  , 

где 

)()()()()( 12212211 sasasasasa  ,     2
211211221 ))()(()( sbsabsasc  , 

2
112121112 ))()(()( sbsabsasc  ,     2

221212223 ))()(()( sbsabsasc  , 

2
122122114 ))()(()( sbsabsasc  ,     4

122122115 )()( sbbbbsc  . 

Обозначим 

43
2

2
3

1
4

0)( asasasasasa  ,     2
12

3
11

4
101 )( scscscsc  , 

2
22

3
21

4
202 )( scscscsc  ,     2

32
3

31
4

303 )( scscscsc  , 

2
42

3
41

4
404 )( scscscsc  ,     

4
505 )( scsc  . 

Следовательно, коэффициенты характеристического многочлена замкнутой системы 

43
2

2
3

1
4

0)( bsbsbsbsbsb   

равны 

)( 1221221150224021301220111000 ffffcfcfcfcfcab  , 

224121311221111111 fcfcfcfcab  , 

224221321222111222 fcfcfcfcab  , 

33 ab  ,     44 ab  . 

Составим многочлен 

)())()()(()( 43
2

2
3

1
4

043210 bsbsbsbsbssssssssbsb  , 

где 1s , 2s , 3s , 4s  – желаемый спектр замкнутой системы. Приравняем коэффициенты многочленов 

)(sb  и )(sb . Получим систему уравнений 
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 110 bbb  ,     220 bbb  ,     330 abb  ,     440 abb  . (1) 

Система уравнений (1) является системой нелинейных алгебраических уравнений относительно 

неизвестных коэффициентов обратной связи 
11f , 

12f , 
21f , 

22f .  

Будем считать, что 0det 24  Aa . Это означает, что спектр разомкнутой системы не содержит 

нулевых чисел. Из равенств (1) следует, что корни многочлена )(sb  связаны соотношением 

 
4

3

4321

1111

a

a

ssss
 .                               (2) 

Соотношение (2) накладывает ограничение на спектр замкнутой системы. Пусть соотношение 

(2) выполняется. Тогда в системе уравнений (1) можно оставить первые три уравнения. Запишем эту 

систему уравнений в матричном виде: 

 qgpCf  . (3)  

Здесь 























340330320310

42240322302222012210

41140311302112011110

bcbcbcbc

cbccbccbccbc

cbccbccbccbc

C ,     





















22

21

12

11

f

f

f

f

f , 

























303

202

101

baa

baa

baa

p ,     

























350

250

150

bc

bc

bc

q ,     12212211 ffffg  . 

Пусть строки матрицы C  линейно независимы, 3rank C . Тогда при заданном значении g  

система уравнений (3) имеет бесконечно много решений. Частное решение, обладающее минимальной 

нормой, можно построить с помощью псевдообратной матрицы 

 )( qgpCf   ,       1  TT CCCC . (4) 

Введем матрицу 






















0000

0000

0100

1000

G . 

Неизвестную переменную g  можно записать в виде квадратичной формы: 

 Gffg T . (5) 

Подставим (4) в (5). Получим уравнение 

 021
2

0  rgrgr , (6) 

где 

  qGCCqr
TT 0 ,         11   pGCCqqGCCpr

TTTT
, 

  pGCCpr
TT 2 . 

Пусть 04 20
2

1  rrr . Тогда существует одно или два действительных решений g  уравнения (6), 

для которых мы можем получить вещественные решения уравнения (3) 

)( qgpCf   , 

и, соответственно, матрицы обратной связи, при которых корни характеристического многочлена за-

мкнутой системы совпадают с заданным набором комплексных чисел S.  
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3. Пример 

 

Рассмотрим двухмассовую механическую систему с активным демпфированием, движение ко-

торой в окрестности положения равновесия подчиняется уравнениям 

21122122111111 )()( uuyydyykydykym   , 

212212222 )()( uyydyykym   , 

где 1y , 2y  – отклонения масс от положения равновесия (м); 1u , 2u  – управляющие силы; 1m , 2m  – 

значения масс (кг); 1k , 2k  – коэффициенты жесткости (Н/м); 1d , 2d  – коэффициенты демпфирования (Нс/м). 

Матрицы системы равны 











2

1
0

0

0

m

m
A ,    














22

221
1
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ddd
A , 















22

221
2

kk

kkk
A ,     







 


10

11
B . 

Характеристический многочлен разомкнутой системы: 

 2
2112221

3
12221

4
21 ))(())(()( sddmkmkksmdmddsmmsa  

211221 )( kksdkdk  . 

Характеристический многочлен замкнутой системы: 

 4
2121122211212221112 )()( smmfffffmfmfmsb  

 3
12221221122112 ))(( smdmddfdfdfd  

   2
211222122112112 )()( sddmkmkkfkffk  

211221 )( kksdkdk  . 

Ограничение (2) принимает вид: 

 
21

1221

4321

1111

kk

dkdk

ssss


 . (7) 

Пусть 21 m , 32 m , 21 k , 42 k , 31 d , 52 d . Спектр разомкнутой системы равен 

242,41 s ;     94,02 s ;     is 53,024,03  ;     is 53,024,04  .  

Зададим желаемый спектр замкнутой системы в виде 

wivs 1 ;     wivs 2 ;     13 ss  ;     24 ss  . 

Из соотношения (7) следует 

2

1221

212 4
vv

dkdk

kk
w 


 . 

Например, при 1v  получим 67,0w . Составим многочлен, корнями которого являются числа 

is 67,011  ;     is 67,012  ;     13 ss  ;     24 ss  . 

Ранг матрицы C  равен 3, уравнение (6) имеет вещественные решения 28,81 g ; 1,62 g . Соответ-

ственно находим две матрицы обратной связи: 















563,074,2

09,3348,0
F ,     














563,026,2

85,259,0
F , 

при которых спектр замкнутой системы совпадает с заданными числами. 

 

Заключение 

 

В работе показано, что спектр системы второго порядка с обратной связью по ускорению нельзя 

назначить произвольно. При выборе допустимого спектра матрицу обратной связи можно найти, решая 
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последовательно две алгебраические задачи – квадратное уравнение и систему линейных алгебраиче-

ских уравнений. В результате при определенных условиях можно получить две матрицы обратной 

связи, которые обеспечивают заданный спектр замкнутой системы.  

Результаты работы могут найти применение при решении задач управления колебаниями меха-

нических систем на основе сигналов датчиков ускорений, что подтверждается рассмотренным в статье 

примером решения задачи управления спектром двухмассовой механической системы.  
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Pole assignment problem for a linear stationary dynamical system with static output feedback belongs to the hard-to-solve problems 

of mathematical control theory. In general case this problem is reduced to solving systems of nonlinear algebraic equations. 

In this paper pole assignment problem for a second-order system with acceleration feedback is solved. The system, the behavior of 

which is described by the equation 

0 1 2A y A y A y Bu   , 

is considered, where u, y are 2-vectors of input and output, 0A , 1A , 2 ,A B  are 2 × 2-matrices with real elements. It is proposed to 

construct control law in the form of feedback with respect to the second derivative vector, acceleration vector: 

u F y  , 

where F is a feedback 2 × 2-matrix with real elements. 

The spectrum of open-loop system is the roots of the polynomial 

 2 4 3 2

0 1 2 0 1 2 3 4( ) deta s A s As A a s a s a s a s a        .
 

The spectrum of closed-loop system is the roots of the polynomial 

 2

0 1 2( ) det ( )b s A BF s As A    . 

Pole assignment problem is to selecting a feedback matrix F under which the roots of the polynomial b(s) coincide with a given set 

of complex numbers 1 2 3 4{ ; ; ; }S s s s s . 

It is shown that the spectrum of a closed-loop system have to satisfy the relation 

3

1 2 3 4 4

1 1 1 1 a

s s s s a
     . 

If this relation is satisfied, then the solution of pole assignment problem reduces to the sequential solution of the square equation 

and the system of linear algebraic equations. The conditions under which there exist real feedback matrices providing a given spectrum 

of a closed-loop system are determined. 

The results of the paer can be applied in solving the problems of vibration control of mechanical systems based on the signals of 

acceleration senso that is confirmed by the example of solving pole assignment problem of a two-mass mechanical system. 

 

Keywords: second-order system; pole assignment; acceleration feedback. 
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РОБАСТНАЯ ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ В ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ 

СКАЧКООБРАЗНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ И НЕИЗВЕСТНЫМ ВХОДОМ 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке фонда РФФИ № 17-08-00920. 

 

Рассматривается алгоритм синтеза робастного экстраполятора, определяющего оценку вектора состояния дис-

кретной линейной системы со случайными скачкообразными параметрами, описываемыми цепью Маркова с 

конечным числом состояний. Коэффициенты передачи экстраполятора предлагается выбирать из условия ми-

нимума суммы квадратичных форм ошибок экстраполяции, осуществляя при этом усреднение по вероятностям 

состояния скачкообразного параметра, с использованием алгоритмов рекуррентного оценивания с неизвест-

ным входом. 

Ключевые слова: дискретная модель; квадратичный критерий; робастная экстраполяция; скачкообразные па-

раметры; неизвестный вход. 

 

Задачи построения оценок и синтеза управлений для объектов с непрерывным временем и пара-

метрами со скачками рассматривались в работах [1–4]. Подобные проблемы изучались для дискретных 

систем в работах [5–9]. В настоящей работе рассмотрена задача синтеза робастного экстраполятора для 

дискретного объекта со случайными скачкообразными параметрами с конечным числом состояний. 

Решены задачи синтеза стационарного экстраполятора, а также синтеза нестационарного экстраполя-

тора для конечного интервала при точной диагностике скачкообразного параметра и при диагностике 

с ошибками. 

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть модель объекта описывается разностным уравнением: 

 γ γ γ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),x k A x k U k f k q k    
0(0) ,x x  (1) 

где ( ) Rmx k   – вектор состояния,      γ   – марковская цепь с n состояниями 1 2γ , γ ,..., γn ; γ ( )U k  – из-

вестный вход; f(k) – неизвестный вход; x0 – случайный вектор (предполагаются известными дисперсии 
T

0, 0 0 0 0M{( )( ) / γ γ },i iN x x x x   
 

1,i n  и       математическое      ожидание 0 0M{ }x x );  

γA – заданная матрица; γ ( )q k
 
– вектор случайных возмущений со следующими характеристиками: 

γM{ ( )} 0q k  , T

γ γ γM{ ( ) ( )} kjq k q k Q   ( M{} – математическое ожидание, δ kj  – символ Кронекера). 

Канал наблюдений имеет вид: 

 γ γ( ) ( ) ( ),y k S x k v k   (2) 

где γ ( )v k  – вектор случайных ошибок наблюдений, независимый от γ ( ),q k  с характеристиками: 

γM{ ( )} 0v k  , T

γ γ γM{ ( ) ( )} kjv k v k V  . 

Вероятность ( ) {γ( ) }ip k P k i  , 1,i n  удовлетворяет уравнению 



К.С. Ким, В.И. Смагин 

32 

 
1

( 1) ( ),
n

i ij j

j

p k p p k


   ,0(0) ,i ip p  (3) 

где ijp  – вероятность перехода из состояния i в состояние j за один такт времени, ,0ip – начальная 

вероятность i-го состояния. 

По информации, поступившей в момент k, требуется найти оценку состояния прогноза ˆ( 1)x k   

на основе минимизации следующего критерия: 

 
T T

0

0 1 1

[0; ] {[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] /γ(0) γ },
fT n n

f i i i f f i f f

k i i

J T M p k e k R k e k p T e T L T e T
  

     (4) 

где ˆ( ) ( ) ( )e k x k x k  , ( ) 0iR k   и ( ) 0i fL T 
 
– весовые матрицы, 

0γ – начальное значение переменной γ.  

Задача экстраполяции рассматривается, когда значение γ  идентифицируется точно и с ошибками. 

 

2. Синтез оптимального экстраполятора для конечного интервала  

 

Для построения оценки будем использовать экстраполятор Калмана 

 γ γ
ˆˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )),x k A x k U k f k K k y k S x k     

0
ˆ(0) ,x x  (5) 

где K(k) – матрица коэффициентов передачи экстраполятора, зависящая от k и не зависящая от γ( ).k  

Введем обозначения для матриц γ γ γ γ γ γ γ, , , , , ,Q V R N L A S  при γ = γi
: , , , ,i i i iQ V R N , , ,i i iL A S  со-

ответственно ( 1,i n ).  

Теорема. Пусть существуют положительно определенные матрицы 
iN  и 

iL , являющиеся 

решением двухточечной краевой задачи: 

 T T

, j 0

1

( 1) ( ( ) )( ( ))( ( ) ) ( ) ( ) , (0) .
n

i i i i j i i i i i

j

N k A K k S p N k A K k S Q K k V K k N N


        (6) 

 , j ,

1

( ) ( ( ) ) ( ( 1))( ( ) ) , ( ) .
n

T

i i i i j i i i i f T i

j

L k A K k S p L k A K k S R L T L


       (7) 

Тогда вектор ct( ( ))K k , составленный из строк матрицы K(k), определится по формуле 

 

T 1

, j

1 1

T

, j

1 1

ct( ( )) ( ( 1)[ ( 1) ( ( )) ( 1) ])

ct( ( 1) ( 1) ( ( )) ).

n n

i i i i j i i i

i j

n n

i i i i j i

i j

K k p k L k S p N k S L k V

p k L k A p N k S



 

 

       

  

 

 

 (8) 

В (8)   – операция кронекеровского произведения. 

Доказательство. Представим критерий (3) в виде суммы  

 
1

[0; ] [ ; ], 0, .
n

f i f f

i

J T J k T k T


   (9) 

В (9) [ ; ]i fJ k T  определятся по формуле 

 

1

ξ

[ ; ] tr (ξ) (ξ) (ξ) tr ( ) ( ) ( ),
fT

i f i i i i f i f i f

k

J k T p N R p T N T L T





   (10) 

где tr – след матрицы. 

Введем функцию Ляпунова следующего вида: 

 ( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
fT

i i i i i i

t k

W k N k tr p k N R k tr p t t L t


    (11) 

где ( )iL t  – удовлетворяет (7),
 

T( ) ( ) ( ) ( )i i i it Q K t V K t t    (здесь
 ( )i t – некоторая положительно 

определенная матрица).  
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Просуммируем по , 1fk t T   конечные разности функции ( , ( ))iW k N k , учитывая формулу (7): 

 

1 1

1

( , ( )) [ ( 1, ( 1)) ( , ( ))]

tr[ ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )Ψ ( ) ( )].

f f

f

T T

i i i

k t k t

T

i i i i i i i i i

k t

W k N k W k N k W k N k

p k N k L k p k N k L k p k k L k

 

 





     

     

 



 (12) 

С другой стороны, данное выражение можно представить в следующем виде: 

 

1

1

ξ

( , ( )) ( 1, ( 1)) ( , ( )) ... ( , ( )) ( 1, ( 1))

tr ( ) ( ) ( ) tr ( ) ( ) ( ) tr (ξ)Ψ (ξ) (ξ).

f

f

T

i i i f i f f i f

k t

T

i f i f i f i i i i i i

t

W k N k W t N t W t N t W T N T W T N T

p T N T L T p t N t L t p L









          

  





 (13) 

Подставим в формулу (10) разность (12) и, учитывая (13), получим: 
1 1

ξ ξ

1

ξ

[ ; ] tr (ξ) (ξ) (ξ) tr ( ) ( ) ( ) tr[ (ξ 1) (ξ 1) (ξ 1)

(ξ) (ξ) (ξ) (ξ)Ψ (ξ) (ξ)] [tr ( ) ( ) ( ) tr ( ) ( ) ( )

tr (ξ)Ψ (ξ) (ξ)] tr (ξ)

f f

f

T T

i f i i i i f i f i f i i i

k k

i i i i i i i f i f i f i i i

T

i i i i i

k

J k T p N R p T N T L T p N L

p N L p L p T N T L T p k N k L k

p L p N

 

 





      

    

 

 


1 1 1

ξ ξ ξ 1

(ξ) (ξ) tr (ξ 1) (ξ 1) (ξ 1) tr (ξ) (ξ) (ξ).
f f fT T T

i i i i i i i

k k k

R p N L p N L

  

   

      

 (14) 

Критерий (10), с учетом (14) и (6), представим в виде:  

 

1 1 1

1 ξ ξ 1 ξ

T T

, j

1

[0; ] { tr (ξ) (ξ) (ξ) tr (ξ) (ξ) (ξ) tr (ξ 1)

[( (ξ) )( (ξ))( (ξ) ) (ξ) (ξ) ] (ξ 1)}.

f f fT T Tn

f i i i i i i i

i k k k

n

i i i j i i i i i

j

J T p N R p N L p

A K S p N A K S Q K V K L

  

    



    

     

   



 (15) 

Используя правила дифференцирования функции след tr от произведения матриц: 

 
T T

T Ttr tr
, ,

AXB A XB
A B BA

X X

 
 

 
  

вычислим производную по K(k): 

 

1

T T

, j

ξ 1 1 1

T T

, j , j

1 1

[ (ξ 1) (ξ 1) ( (ξ)) (ξ 1) (ξ 1) ( (ξ))
( )

(ξ 1) (ξ 1) (ξ) ( (ξ)) (ξ 1) (ξ 1) (ξ) ( (ξ))

(ξ 1) (ξ 1) (ξ) (

fT nn n

i i i i j i i i i ij j i

k i j j

n n

i i i j i i i i i j i

j j

i i i i

J
L p A p N S p L A p N S

K k

p L K S p N S L p K S p N S

p L K V L



   

 


       



       

   

  

 

ξ 1) (ξ 1) (ξ) ].i ip K V 

 (16) 

Приравняв эту производную нулю и полагая, что каждое слагаемое суммирования по i равно нулю, 

получим уравнения для определения матрицы K(k): 

 

T

, j

1

T T

, j , j

1 1

T

, j

1

(ξ 1) (ξ 1) (ξ) ( (ξ)) (ξ 1) (ξ 1) (ξ) (ξ 1) (ξ 1) (ξ)

( (ξ)) (ξ 1) (ξ 1) (ξ) (ξ 1) (ξ 1) ( (ξ))

(ξ 1) (ξ 1) ( (ξ)) .

n

i i i i j i i i i i i i

j

n n

i j i i i i i i i i j i

j j

n

i i i i j i

j

p L K S p N S p L K V L p K S

p N S L p K V L p A p N S

p L A p N S



 



        

       

  



 



 (17) 

Запишем аналитическое решение линейного матричного уравнения (17)  для вектора ct( ( ))K k  с 

использованием операции кронекеровского произведения [11], заменив при этом ξ  на k: 
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T 1

, j

1 1

T

, j

1 1

ct( ( )) ( ( 1)[ ( 1) ( ( )) ( 1) ])

ct( ( 1) ( 1) ( ( )) ).

n n

i i i i j i i i

i j

n n

i i i i j i

i j

K k p k L k S p N k S L k V

p k L k A p N k S



 

 

       

  

 

 

 (18) 

Для нахождения матрицы  необходимо решить с учетом уравнения (18) двухточечную кра-

евую задачу (6) и (7).  

Вычислим конечную разность функции Ляпунова: 

 
1

( , ( )) ( 1, ( 1)) ( , ( ))

tr ( 1) ( ) ( 1) tr ( )[ ( ) ( ) ( )] ( )

tr ( ) ( ) ( ) tr ( )[ ( ) ( ) ( )] ( )

tr ( 1) ( ) ( 1) tr ( ) ( )

f

f

i i i

T

i i i i i i i

t k

T

i i i i i i i

t k

i i i i

W k N k W k N k W k N k

p k N k R k p t Q K t V K t t L t

p k N k R k p t Q K t V K t t L t

p k N k R k p k N k R



 





     

      

    

   









 ( ) tr ( )[ ( ) ( ) ( )] ( ).i i i i ik p k Q K k V K k k L k  

 (19) 

В силу того, что матрицы 
iN , 

iL  положительно определены по условию теоремы, а матрица

( ) 0i t   задается произвольно, то очевидно, что ее можно подобрать такой, чтобы конечная разность (19) 

стала отрицательной. Это условие гарантирует устойчивость динамики экстраполятора по Ляпунову. 

В качестве алгоритма оценивания неизвестного входа можно использовать различные алгоритмы 

[12–16]. В частности, при использовании метода МНК оценка ˆ ( )f k  может быть построена на основе 

минимизации следующего критерия: 

  2 2

1

ˆ( ( )) ( ) ( ) ( 1) ,
k

t WW
t

J f k y t S x t f t


     (20) 

где 0, 0W W   – весовые матрицы. Тогда оптимальная оценка неизвестного входа примет вид: 

 
1ˆ ˆ( ) [ ] { ( 1) ( ( ) ( ))}.k k k k jf k S WS W S W y k S A x k U k        (21) 

 

3. Синтез стационарного экстраполятора 

 

Рассмотрим задачу синтеза стационарного экстраполятора. В этом случае матрица коэффициен-

тов передачи K будет постоянной, а критерий примет вид: 

 
1 ξ

[0; ] tr .
n

i i i

i k

J p N R


 

   (22) 

Двухточечная краевая задача преобразуется в следующую систему матричных уравнений: 

 T T

, j

1

( )( )( ) ,
n

i i i i j i i i i

j

N A KS p N A KS Q KV K


      (23) 

 
, j

1

( ) ( )( ) ,
n

T

i i i i j i i i

j

L A KS p L A KS R


     (24) 

 T 1 T

, j , j

1 1 1 1

ct( ) ( [ ( ) ]) ct( ( ) ),
n n n n

i i i i j i i i i i i i j i

i j i j

K p L S p N S L V p L A p N S

   

        (25) 

где 
ip  – установившиеся вероятности  (предполагается, что марковская цепь  γ   является  эргодичес­    

кой).  

Таким образом, для синтеза стационарного экстраполятора необходимо решить систему матрич-

ных уравнений (23)–(25).  

( )K k
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Отметим, что если существуют положительно определенные решения 
iN , 

iL  ( 1, )i n  матрич-

ных уравнений (23)–(25), то из уравнения (24) и условия 0iR   следует справедливость теоремы 1.6 [17], 

а это означает выполнение условия стохастической устойчивости стационарного экстраполятора со 

скачкообразными параметрами. 

Для стационарного экстраполятора  

 γ γ
ˆˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )),x k A x k U k f k K y k S x k     

0
ˆ(0) ,x x  (26) 

где K определяется из (25), оценка неизвестного входа может быть определена по формуле (21). 

 

4. Экстраполяция при ошибках диагностики состояния параметра   

 

Задачу экстраполяции при ошибках в диагностике параметра  рассмотрим для частного случая, 

когда матрицы γ γ γ, ,Q V S  не зависят от скачкообразно изменяющегося параметра  и в модели отсут-

ствует неизвестный вход: 

 γ γ( 1) ( ) ( ) ( ),x k A x k U k q k   
0(0) .x x  (27)

 

Так как в модели (27) отсутствует неизвестный вход, то для оценки ˆ( 1)x k   используем экстра-

полятор: 

 γ γ γ
ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )),x k A x k U k K k y k S x k    

0
ˆ(0) ,x x  (28) 

При ошибках в диагностике, если система (27) находится в i-м состоянии ( γ γi ), а это состояние 

идентифицировано ошибочно как j-е ( j i ), будем представлять модель (27) как модель с неизвестным 

входом: 

 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),j jx k A x k U k f k q k      (29) 

где ( ) ( ) ( ) ( )i j i jf k A A x k U U     является вектором неизвестного входа, так как i-е истинное состо-

яние системы неизвестно. Для определения оценки в этом случае воспользуемся экстраполятором: 

 ˆˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )).j jx k A x k U k f k K k y k Sx k       (30) 

В (28) и (30) матрица K(k) вычисляется так же, как и в разделе 3. Здесь может быть использован 

также постоянный коэффициент передачи K в соответствии с уравнениями (23)–(25), оценка ˆ ( )f k
 
в (30) 

может быть вычислена по формуле (21). 

 

5. Результаты моделирования 

 

Оценку экстраполяции при ошибке в диагностике параметра  рассмотрим для модели, в которой 

марковская цепь имеет два состояния. Моделирование выполнялось для случая, когда матрицы 

γ γ γ, ,Q V S  не зависели от скачкообразно изменяющегося параметра  и коэффициент передачи экстра-

полятора определялся из решения системы матричных уравнений (23)–(25). 

Исходные данные, используемые при моделировании:  

1

1,075 0,1
,

0,05 0,94
A

 
  

 
 2

1,15 0,75
,

0,02 0,725
A

 
  

   

1 0
,

0 1
Q

 
  
 

1 0
,

0 1
V

 
  
 
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На рис. 1 приведены графики значений параметра γ и его оценки.   

 

 
 

Рис. 1. Значения скачкообразного параметра  (сплошная линия – истинные значения параметра ,  

пунктирная линия – оценки параметра ) 
 

На рис. 2 приводятся результаты работы предложенных экстраполяторов, вычисляющих оценки 

прогноза с ошибками в диагностике параметра  (рис. 2, а – для первой компоненты вектора состояния, 

рис. 2, б – для второй).  
 

 
 

Рис. 2. Оценки прогноза с ошибками в диагностике параметра γ  (сплошная линия – значения состояния 

объекта, пунктирная линия – оценка прогноза на интервале [35;64]k , штрихпунктирная линия –  

оценка прогноза с использованием экстраполятора (26)) 
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На рисунках видно, что на участке от 35 до 64 при ошибке идентификации алгоритм прогнози-

рования, не использующий оценки неизвестного входа, дает существенные ошибки.  

Значения среднеквадратических ошибок для соответствующих временных интервалов приве-

дены в табл. 1 и 2. Результаты получены путем усреднения по 50 реализациям. Сравнения выполнены 

для алгоритмов А и Б: 

– алгоритм А – прогнозирование с ошибкой в определении параметра  без использования 

оценки неизвестного входа (экстраполятор (28)); 

– алгоритм Б – прогнозирование с ошибкой в определении параметра  с использованием оценки 

неизвестного входа (экстраполятор (30)). 
Т а б л и ц а  1  

Среднеквадратические ошибки экстраполяции для x1  

№ Интервал Алгоритм А Алгоритм Б 

1 1–15  0,862 0,983 

2 15–35  0,332 0,261 

3 35–64  15,603 1,526 

4 64–83  6,981 3,706 

5 83–100  0,352 0,243 
 

Т а б л и ц а  2  

Среднеквадратические ошибки экстраполяции для x2 

№ Интервал Алгоритм А Алгоритм Б 

1 1–15  0,613 0,676 

2 15–35  0,568 0,435 

3 35–64  9,215 0,88 

4 64–83  3,682 2,074 

5 83–100  0,301 0,211 
 

Как видно из графиков и таблиц, применение алгоритма оценивания неизвестного входа позво-

ляет при ошибках в диагностике параметра  повысить точность оценок прогноза вектора состояния 

для дискретных моделей со скачкообразно изменяющимися параметрами. 

 

Заключение 

 

Получено решение задачи синтеза стационарного и нестационарного робастного экстраполятора 

для линейной дискретной модели с неизвестным входом и со случайными марковскими скачкообраз-

ными параметрами . Результаты математического моделирования показали, что применение разрабо-

танного алгоритма к задаче прогнозирования при ошибках в диагностике параметра  позволяет повы-

сить точность прогнозирования. 
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We consider the model of an object that is described by a discrete equation 

γ γ γ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),x k A x k U k f k q k     0(0) ,x x  

where ( ) R mx k   is the state vector, γ( )k  is a Markov chain with n states
1 2 γγ , γ ,...,γ ; ( )n U k  is known input; f(k) is the unknown input; 

x0 is a random vector (the variances are assumed to be known 
T

0, 0 0 0 0M{( )( ) / γ γ },i iN x x x x     1, ,i n 0 0M{ }x x ); γA  is given 

matrix; γ ( )q k  is random disturbance with the following characteristics γM{ ( )} 0q k  , 
T

γ γ γM{ ( ) ( )} kjq k q k Q  . 

The observation channel has the form γ γ( ) ( ) ( ),y k S x k v k   where γ ( )v k  is random errors of observations independent of the 

γ ( )q k  with 
γM{ ( )} 0v k  , 

T

γ γ γM{ ( ) ( )} .kjv k v k V   

According to the information obtained at time k, it is required to find an estimate of the state of the forecast ˆ( 1)x k   by minimizing 

the following criterion: 

T T

0

0 1 1

[0; ] {[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] /γ(0) γ },
fT n n

f i i i f f i f f

k i i

J T M p k e k R k e k p T e T L T e T
  

     

where ˆ( ) ( ) ( )e k x k x k  , ( ) 0iR k   and ( ) 0i fL T   are weight matrices, 0γ  is the initial value of the variable γ.  

The structure of the extrapolator is defined by the equation 

γ γ
ˆˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )),x k A x k U k f k K k y k S x k      0

ˆ(0) ,x x  

where ( )K k  is the matrix of transmission coefficients to be determined. 

Theorem. Assume that there exist positive definite matrices iN  and iL  being solutions of the two-point boundary problem: 

T T

, j 0

1

( 1) ( ( ) )( ( ))( ( ) ) ( ) ( ) , (0) .
n

i i i i j i i i i i

j

N k A K k S p N k A K k S Q K k V K k N N


        

, j ,

1

( ) ( ( ) ) ( ( 1))( ( ) ) , ( ) .
n

T

i i i i j i i i i f T i

j

L k A K k S p L k A K k S R L T L


       

Then the vector ct( ( ))K k , composed with using of rows of the matrix K(k), is determined by the formula: 

T 1

, j

1 1

T

, j

1 1

ct( ( )) ( ( 1)[ ( 1) ( ( )) ( 1) ])

ct( ( 1) ( 1) ( ( )) ).

n n

i i i i j i i i

i j

n n

i i i i j i

i j

K k p k L k S p N k S L k V

p k L k A p N k S



 

 

       

  

 

 
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Thus, the synthesis algorithm robust extrapolator is developed that allows to define estimate of the state vector for discrete linear 

system with random jump parameter described by a Markov chain with a finite number of states. The filter transmission coefficients 

are proposed to be chosen by minimizing the sum of the quadratic forms of extrapolation errors, while averaging over the probabilities of 

the state of the jump parameter using recursive estimation algorithms with an unknown input. The extrapolation problem is considered 

when the value γ  is identified both accurately and with errors. 

 

Keywords: discrete model; quadratic criterion; robust extrapolation; jump parameters; unknown input. 
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Рассмотрены методы построения оценок при анализе больших данных (Big Data). Демонстрируется влияние 

на результаты выводов по критерию 2 Пирсона выбора числа интервалов и способа группирования. Показы-

вается, как влияет на распределения статистик непараметрических критериев согласия ограниченная точность 

представления данных в больших выборках. Даются рекомендации по применению критериев для анализа 

больших выборок. 

Ключевые слова: Big Data; оценивание параметров; проверка гипотез; критерии согласия. 

 

Вопросы применения статистических методов к анализу больших массивов данных (Big Data)  

в последнее время вызывают все больший интерес.  

Вполне естественно, что для анализа больших данных пытаются применять методы и критерии 

из обширного арсенала классической математической статистики, используя, в том числе, популярные 

программные системы статистического анализа. И тут сталкиваются с тем, что хорошо зарекомендо-

вавшие себя методы и алгоритмы становятся неэффективными из-за «проклятия размерности». Попу-

лярные критерии проверки гипотез оказываются неприспособленными для анализа выборок даже по-

рядка тысячи наблюдений. Критерии, которые формально можно использовать при объемах выборок 

n , на практике приводят к отклонению даже справедливой проверяемой гипотезы 0H . 

В данном случае мы будем касаться только методов и критериев, связанных с анализом одно-

мерных случайных величин, с областью, которая нам наиболее знакома. Можно рассмотреть по край-

ней мере три ситуации, при которых рост размерности выборок вызывает проблемы в применении ме-

тодов или критериев. 

1. Первая ситуация связана с вычислением оценок параметров. При использовании методов оце-

нивания, оперирующих негруппированными данными, с ростом размерности анализируемых выборок 

кардинально растут вычислительные затраты, ухудшается сходимость итерационных алгоритмов, ис-

пользуемых при нахождении оценок. Существенным фактором оказывается неробастность оценок. 

Естественным выходом является использование методов оценивания, предусматривающих группиро-

вание данных. 

2. Основная причина, исключающая возможность применения к большим выборкам многих кри-

териев проверки статистических гипотез, заключается в зависимости распределений статистик этих 

критериев от объемов выборок, в результате чего вся информация о распределениях статистик пред-

ставлена лишь краткими таблицами критических значений для некоторых объемов n. Отметим, что 

возможность применения такого рода критерия при «разумных» величинах n  легко разрешается ин-

терактивным моделированием распределений статистик при данном n  и справедливости проверяемой 

гипотезы 0H  [1] с последующим использованием построенного эмпирического распределения 

0( )N nG S H  статистики S  для оценки достигнутого уровня значимости valuep  по значению статистики 

*S , вычисленному по анализируемой выборке. Здесь N  – количество имитационных экспериментов 

при статистическом моделировании 0( )N nG S H . 
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3. Существование предельных распределений статистик критериев не гарантирует корректности 

статистических выводов при использовании последних для анализа больших выборок. Например, при-

менение к выборкам очень большого объема непараметрических критериев согласия, как правило, при-

водит к отклонению проверяемой гипотезы, даже когда она справедлива. Причина этого кроется в том, 

что объемы накапливаемых данных практически не ограничены, а исследуемые показатели зафикси-

рованы с ограниченной точностью.  

4. Соглашаясь с наличием проблем в применении непараметрических критериев согласия для 

больших выборок, специалисты рекомендуют использовать критерий 2 Пирсона. Однако результаты 

проверки гипотезы по критериям типа 2 бывают неоднозначны, существенно зависят от выбираемого 

числа интервалов и способа группирования. 

В данной работе мы затронем проблемы применения к анализу Big Data некоторых критериев 

согласия и вопросы, связанные с оцениванием параметров моделей законов распределения. 
 

1. Об оценивании параметров 
 

Для нахождения оценок параметров законов могут использоваться различные методы.  

Наилучшими асимптотическим свойствами обладают оценки максимального правдоподобия 

(ОМП), вычисляемые в результате максимизации функции правдоподобия  

 
1

ˆ arg max ( , )
n

j
j

f x
 

   , (1) 

или ее логарифма, где   – неизвестный параметр (в общем случае векторный), ( , )f x   – функция плот-

ности закона распределения, 1 2, ,..., nx x x  – выборка, по которой вычисляется оценка ̂ . Для некоторых 

законов распределения ОМП параметров получаются в виде просто вычисляемых статистик от элемен-

тов выборок, но в большинстве случаев находятся в результате использования некоторого итерацион-

ного метода. 

При вычислении MD-оценок (оценок минимального расстояния) по   минимизируется некото-

рая мера близости (расстояние) ( ( , ), ( ))nF x F x   между теоретическим ( , )F x   и эмпирическим ( )nF x  

распределениями. MD-оценки находятся в процессе решения задачи 

 ˆ arg min ( ( , ), ( ))nF x F x


    .  (2) 

В качестве мер близости можно использовать, например, статистики непараметрических критериев 

согласия (Колмогорова, Крамера–Мизеса–Смирнова, Андерсона–Дарлинга, Купера, Ватсона и др. [1]). 

При относительно малых объемах выборок могут использоваться L-оценки параметров, пред-

ставляющие собой некоторые линейные комбинации порядковых статистик (элементов вариационного 

ряда (1) (2) ( )... nX X X   , построенного по выборке 1 2, ,..., nx x x ). 

ОМП параметров законов распределения, как правило, не являются робастными. Наличие ано-

мальных наблюдений или ошибочность предположения о виде закона приводят к построению моделей 

с функциями распределения, неприемлемо отклоняющимися от эмпирических распределений.  

MD-оценки обладают большей устойчивостью.  

Очевидно, что при очень больших выборках вычисление оценок (1) и (2) связано с серьезными 

вычислительными трудностями. 

В случае группированной выборки имеющаяся в нашем распоряжении информация связана с 

множеством непересекающихся интервалов, которые делят область определения случайной величины 

на k  непересекающихся интервалов граничными точками 

(0) (1) ( 1) ( )k kx x x x    , 

где (0)x  – нижняя грань области определения случайной величины X ; ( )kx  – верхняя грань области 

определения случайной величины X . 
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ОМП по группированной выборке вычисляется в результате максимизации функции правдопо-

добия  

 
1

ˆ argmax ( )i
k

n

i

P
 

   , (3) 

где 
( )

( 1)

( ) ( , )
i

i

x

i

x

P f x dx



    – вероятность попадания наблюдения в i-й интервал значений, in  – количе-

ство наблюдений, попавших в i-й интервал, 
1

k

i
i

n n


 . 

Оценки по группированным данным можно получать в результате минимизации статистики 2 

 
 

2

1

/ ( )
ˆ argmin

( )

k
i i

ii

n n P
n

P 

 
 


 , (4) 

а также ряда других статистик. В [2] на основании анализа рассмотренной совокупности методов оце-

нивания параметров по группированным данным показано, что все они при соответствующих условиях 

регулярности дают состоятельные и асимптотически эффективные оценки, но наиболее предпочти-

тельными оценками являются ОМП. Важным достоинством оценок по группированным данным явля-

ется робастность [3].  

При наличии негруппированных данных к оценкам по группированным данным обращаются 

редко. Связано это с большей трудоемкостью вычислительного процесса, часто с необходимостью 

многократного использования численного интегрирования при вычислении ( )iP  , и требует соответ-

ствующей программной поддержки.  

В случае больших объемов выборок ситуация меняется. При фиксированном числе интервалов 

группирования с ростом объемов выборок вычислительные затраты не меняются, а возрастают только 

с увеличением количества интервалов k . Это значит, что в условиях Big Data целесообразно исполь-

зовать ОМП по группированным выборкам. Это робастные и асимптотически эффективные оценки. 

При малом k  качество оценок можно улучшать, используя асимптотически оптимальное группирова-

ние (АОГ) [4–6], при котором минимизируются потери в информации Фишера, связанные с группиро-

ванием. 
 

2. О применении критерия 2 Пирсона 

 

Статистику критерия согласия 2 Пирсона вычисляют по формуле 

 

2
2

1

( / ( ))

( )

k
i i

n
ii

n n P
X n

P

 



 . (5) 

В случае проверки простой гипотезы при n  эта статистика подчиняется 2
r -распределению 

с 1r k   степенями свободы, если верна нулевая гипотеза. 

При проверке сложной гипотезы и оценивании по выборке m  параметров закона статистика (5) 

в случае справедливости 0H  подчиняется 2
r -распределению с 1r k m    степенями свободы, если 

оценки получаются минимизацией этой статистики (4) или используются ОМП (3) или другие асимп-

тотически эффективные оценки по группированным данным. 

При оценивании параметров по негруппированным данным распределение статистики (5) не 

подчиняется 2
1k m  -распределению. При использовании ОМП по негруппированным данным реко-

мендуется применять критерий Никулина–Рао–Робсона [7, 8]. 

Принципиальные проблемы, препятствующие применению критерия 2 Пирсона для анализа Big 

Data, отсутствуют: возможны только вычислительные трудности.  
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Проиллюстрируем результаты применения критерия 2 Пирсона на примере достаточно большой 

выборки, принадлежащей нормальному закону с плотностью 

2
0
2

1 1

( )1
( , ) exp

2 2

x
f x

  
   

    

. 

Выборка объёмом 
710n   смоделирована по стандартному нормальному закону (0,1)  ( 0 0, 

1 1  ).  

В табл. 1 представлены результаты применения критерия при проверке простой гипотезы о при-

надлежности выборки закону (0,1)  при различном числе интервалов в случае равночастотного груп-

пирования (РЧГ) и в случае (АОГ) при 15k  . При АОГ максимизируется мощность критерия 2 Пир-

сона относительно близких конкурирующих законов [9–11]. В таблице приведены значения 2*
nX  ста-

тистики (5), вычисленные по выборке, и соответствующие значения достигнутого уровня значимости 
2 2*

0{ }value n np P X X H  . Как можно видеть, результаты зависят как от способа разбиения, так и от 

числа интервалов. От этого же зависит и мощность критерия [12]. 

В табл. 2 приведены результаты проверки сложных гипотез. Представлены ОМП 0̂  и 1̂  по 

группированным данным, полученные при соответствующем числе интервалов k , значения статистик 

2*
nX  и valuep . 

Т а б л и ц а  1  

Результаты проверки простой гипотезы о согласии с (0,1)  

 
АОГ РЧГ 

15k   15k   50k   75k   100k   500k   1000k   2000k   

2*Xn  7,75162 9,18380 56,8942 79,4904 96,5701 493,995 1044,57 2099,91 

pvalue  0,90186 0,81910 0,20475 0,31026 0,55038 0,55482 0,15403 0,05702 

 

Т а б л и ц а  2  

Результаты проверки сложной гипотезы 

 АОГ РЧГ 

k  15 15 50 75 100 500 1000 2000 

ˆ
0  0,000276 0,000301 0,0002440 0,000270 0,000268 0,000277 0,000273 0,000274 

ˆ
1  1,007150 1,002629 1,001730 1,001338 1,001123 1,000399 1,000305 1,000236 

2*Xn  927,9202 99,99627 101,7669 104,5111 112,1514 493,7161 1043,471 2098,605 

value
p  0,0 5,58e-16 6,50e-06 0,007396 0,139377 0,533166 0,149218 0,055723 

 

ОМП параметров по полной негруппированной выборке 0
ˆ 0,000274  , 1

ˆ 1,000177  . В [13, 14] 

построены модели распределений статистики (5) для случая проверки сложной гипотезы относительно 

нормального закона с использованием ОМП по негруппированным данным и применением АОГ. Вы-

численное по выборке значение статистики 2* 6,600521nX   при 15k  , а полученная в соответствии с 

приведенной в [13, 14] моделью предельного распределения оценка 0,886707valuep  , что свидетель-

ствует о хорошем согласии полной выборки с нормальным законом (0,000274;1,000177) . 

Можно заметить, что и при проверке сложных гипотез результат существенно зависит от числа 

интервалов k . 
 

3. О применении непараметрических критериев согласия 
 

Если опустить рост вычислительных трудностей, то основной причиной возможной некоррект-

ности выводов при анализе больших данных с использованием непараметрических критериев согласия 
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является ограниченная точность представления этих данных. Результаты исследований, демонстриру-

ющих влияние точности регистрации данных на распределения статистик, покажем на трех классиче-

ских критериях согласия. 

В критерии Колмогорова рекомендуется использовать статистику с поправкой Большева [15]: 

 
6 11

6 6

n
K n

nD
S nD

n n


   ,  (6) 

где  max ,n n nD D D  , 
1
max ( , )n i

i n

i
D F x

n



 

 
   

 
, 

1

1
max ( , )n i

i n

i
D F x

n



 

 
   

 
; n  – объем выборки; 

1 2, , , nx x x  здесь и далее – упорядоченные по возрастанию выборочные значения; ( , )F x   – функция 

закона распределения, согласие с которым проверяют. Распределение величины KS  при простой ги-

потезе в пределе подчиняется закону Колмогорова с функцией распределения ( )K S  [15].  

Статистика критерия Крамера–Мизеса–Смирнова имеет вид: 

 

2

1

1 2 1
( , )

12 2

n

i
i

i
S F x

n n




 
    

 
 , (7) 

и при простой гипотезе в пределе подчиняется закону с функцией распределения 1( )a s  [15]. 

Статистика критерия Андерсона–Дарлинга задается выражением [16]: 

 
1

2 1 2 1
2 ln ( , ) 1 ln(1 ( , ))

2 2

n

i i
i

i i
S n F x F x

n n




   
         

  
 . (8) 

При проверке простой гипотезы эта статистика в пределе подчиняется закону с функцией распределе-

ния 2( )a s  [15]. 

Распределения статистик (6)–(8) непараметрических критериев согласия исследовались в зави-

симости от точности регистрации наблюдаемых значений случайных величин. Задавалось число зна-

чимых десятичных разрядов, до которых округлялись наблюдаемые величины. Это определяло число 

уникальных значений, которые могли оказаться в генерируемых выборках. Как правило, число имита-

ционных экспериментов, осуществляемых для моделирования эмпирических распределений стати-

стик, составляло величину 
610N  . 

Отклонение реального (эмпирического) распределения статистики от предельного распределе-

ния отслеживалось при оценке медианы nS  эмпирического распределения статистики, полученного в 

результате моделирования. Если реальное распределение статистики при объемах выборок n  не от-

клоняется от предельного, то вероятность  nP S S , вычисляемая по соответствующему предельному 

распределению, равна 0,5. При сдвиге реального распределения статистики в область больших значе-

ний (вправо от предельного) оценки  ˆv np P S S   будут уменьшаться. По величине отклонения оце-

нок ˆvp  от 0,5 можно судить о величине погрешности оценки достигнутого уровня значимости valuep , 

вычисляемой по предельному распределению статистики (в случае проверки простых гипотез, соот-

ветственно, по ( )K S , 1( )a S  и 2( )a S ). 

В табл. 3 представлены оценки медиан nS эмпирических распределений статистик и соответству-

ющие вероятности  ˆv np P S S  , вычисляемые по предельным распределениям статистик критериев 

при проверке простой гипотезы о принадлежности выборок стандартному нормальному закону в зави-

симости от объемов выборок n  при регистрации наблюдений с округлением до заданного числа знаков 

после десятичной точки. В первой колонке таблицы приведены значения nS  и  v np P S S   для 

предельных распределений статистик. 
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Т а б л и ц а  3  

Оценки медиан эмпирических распределений статистик и вероятностей p̂v  

Критерий Колмогорова 


=

0
,1

 

 ( )K S  10n   20n   30n   40n   50n   100n   

Sn  0,827574 0,8261 0,8389 0,8480 0,8618 0,8721 0,9149 

p̂v  0,5 0,5023 0,4897 0,4663 0,4597 0,4235 0,3724 


=

0
,0

1
  ( )K S  50n   100n   200n   300n   500n   1 000n   

Sn  0,827574 0,8289 0,8309 0,8311 0,8348 0,8385 0,85233 

p̂v  0,5 0,4994 0,4962 0,4937 0,4882 0,4840 0,4618 


=

0
,0

0
1
  ( )K S   500n   1 000n   5 000n   10 000n   20000n   50 000n   

Sn  0,827574 0,8271 0,8280 0,8301 0,8353 0,8423 0,8538 

p̂v  0,5 0,5007 0,4994 0,4960 0,4879 0,4770 0,4596 

Критерий Крамера–Мизеса–Смирнова 


=

0
,1

 

 1( )a S  20n   30n   40n   50n   100n   150n   

Sn  0,11888 0,1214 0,1218 0,1223 0,1231 0,1267 0,1304 

p̂v  0,5 0,4897 0,4882 0,4861 0,4832 0,4690 0,4551 


=

0
,0

1
  1( )a S  100n   500n   1 000n   5 000n   10 000n   20000n   

Sn  0,11888 0,1192 0,1193 0,1198 0,1229 0,1263 0,1340 

p̂v  0,5 0,4988 0,4984 0,4962 0,4838 0,4708 0,4423 


=

0
,0

0
1
  1( )a S  10 000n   45 10n    510n   52 10n    55 10n    610n   

Sn  0,11888 0,11886 0,11890 0,11887 0,11967 0,1210 0,1250 

p̂v  0,5 0,5001 0,4999 0,5000 0,4968 0,4913 0,4756 

Критерий Андерсона–Дарлинга 


=

0
,1

 

 2( )a S  20n   30n   40n   50n   100n   150n   

Sn  0,774214 0,7798 0,7842 0,7883 0,7931 0,8138 0,8334 

p̂v  0,5 0,4958 0,4926 0,4895 0,4860 0,4712 0,4575 


=

0
,0

1
  2( )a S  100n   500n   1 000n   5 000n   10 000n   20000n   

Sn  0,774214 0,7744 0,7759 0,7792 0,7956 0,8144 0,8523 

p̂v  0,5 0,5002 0,4987 0,4963 0,4842 0,4708 0,4448 


=

0
,0

0
1
  2( )a S  10 000n   45 10n    510n   52 10n    55 10n    610n   

Sn  0,774214 0,7753 0,7762 0,7767 0,7778 0,7922 0,8153 

p̂v  0,5 0,4992 0,4985 0,4982 0,4973 0,4867 0,4701 

 

При округлении с точностью до 1 в выборках, принадлежащих (0,1) , может появляться 9 уни-

кальных значений, при округлении с точностью до 0,1   – порядка 86 уникальных значений, с точ-

ностью 0,01   – порядка 956, с точностью до 0,001   – порядка 9 830. 

Как показали результаты моделирования, при округлении наблюдений до целых значений ис-

пользование предельных распределений статистик критериев абсолютно исключено.  

При 0,1   распределения статистики критерия Колмогорова 0( )nG S H  обладают существен-

ной дискретностью. Для критерия Колмогорова отклонение 0( )nG S H  от предельного распределения 

( )K S  при 0,1   следует учитывать уже для 20n  , при 0,01   – для 250n  , при 0,001   вели-

чина maxn  сдвигается до величины порядка 
410 . 
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В случае критериев Крамера–Мизеса–Смирнова и Андерсона–Дарлинга отклонение 0( )nG S H  

от предельных 1( )a S  и 2( )a S  при 0,1   надо учитывать для 30n  , при 0,01   – для 1000n  , 

при 0,001   величина maxn  сдвигается до 
55 10 . 

Следовательно, при анализе Big Data с использованием соответствующего непараметрического 

критерия согласия статистика должна вычисляться не по всему большому массиву, а по выборкам, 

извлекаемым по равномерному закону из «генеральной совокупности», роль которой в данном случае 

играет анализируемый большой массив данных. Объем извлекаемой выборки должен учитывать точ-

ность фиксируемых данных (количество возможных уникальных значений в выборке) и не превышать 

некоторой величины maxn , при которой (при данной точности) распределение статистики 

max 0( )nG S H  критерия при справедливости 0H  еще реально не отличается от предельного распреде-

ления 0( )G S H  этого критерия.  

При проверке сложных гипотез проверяемая гипотеза имеет вид 0H :  ( ) ( , ), ,F x F x    где 

  – область определения параметра  . Если оценка ̂  скалярного или векторного параметра закона 

опирается на ту же самую выборку, по которой проверяется гипотеза, то распределение статистики 

0( )G S H  любого непараметрического критерия согласия существенно отличается от предельного, 

имеющего место при проверке простой гипотезы [17]. При оценивании параметров по этой же выборке 

на закон распределения статистики 0( )G S H  влияют следующие факторы [1]: вид наблюдаемого за-

кона распределения ( , )F x  , соответствующего истинной гипотезе 0H ; тип оцениваемого параметра 

и число оцениваемых параметров; в некоторых ситуациях конкретное значение параметра (например, 

в случае гамма-распределения и т.п.); используемый метод оценивания параметров. 

Очевидно, что в случае проверки сложных гипотез при анализе Big Data с ограниченной точно-

стью фиксируемых данных мы столкнемся с теми же проблемами и должны извлекать из «генеральной 

совокупности» выборки объема maxn n , чтобы использовать, например, модели предельных распре-

делений статистик критериев, имеющие место при проверке сложных гипотез [1, 18–20].  

Если оценку ̂  вектора параметров находить одним из рассмотренных выше методов по всему 

массиву больших данных, а далее критерий применять к выборке объема maxn n , извлекаемой из 

этого же массива, то при проверке гипотезы 0
ˆ: ( ) ( , )H F x F x  , где ̂  – полученная ранее оценка, рас-

пределение статистики 0( )G S H  будет то же самое, что и при проверке простой гипотезы. 

 

Заключение 
 

В случае больших выборок целесообразно использование методов оценивания параметров, 

предусматривающих группирование данных. В отличие от оценок по негруппированным данным они 

робастны, а вычислительные затраты не зависят от объемов выборок. 

Нет препятствий для применения к большим выборкам критерия 2 Пирсона: он сохраняет как 

свои положительные качества, так и свойственные ему недостатки.  

Ограниченная точность представления данных в больших выборках влияет на распределения 

статистик непараметрических критериев согласия. Поэтому эти критерии целесообразно применять  

к выборкам, извлекаемым из Big Data, объем которых ограничивается точностью представления этих 

данных (количеством возможных уникальных значений в выборке). 
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The search for regularities in Big Data now receives more and more scientific attention. Naturally, the methods for parameter 

estimation of models and criteria for testing hypotheses from classical mathematical statistic are applied to achieve these aims. At the 

same time, it is found that well-established methods of evaluation become ineffective because of the “dimensional curse”. Most criteria 

for testing statistical hypotheses are suitable for samples analysis of very limited dimension. The criteria that can be formally used for 

sizes samples n   in practice lead to an unjustified rejection of the hypothesis being tested. 

In estimation methods that operate with ungrouped data, as the dimension of the analyzed samples increases, the computational 

costs dramatically increase, the convergence of the iterative algorithms used in the construction of estimates worsens. The non-robust-

ness of the estimates turns out an essential factor. 

The reason that excludes the possibility of applying many tests for testing hypotheses to Big Data samples is the dependence of 

the statistics distribution of these tests on n and the availability only short tables of critical values. At reasonable sizes of n, this reason 

can be eliminated by computer technology and statistical simulating methods to find the empirical distribution of statistics necessary 

for making a decision. 

The reason for incorrect conclusions when using tests with known limit distributions of statistics is that sizes n in Big Data are 

“practically unlimited” and these data are presented with limited accuracy. 



Б.Ю. Лемешко, С.Б. Лемешко, М.А. Семенова 

48 

For a fixed number of intervals with an increase in sample sizes, the computational costs for parameters estimation by grouped 

data do not change, but increase only with an increase in the number of k intervals. It is recommended that maximum likelihood 

estimates (MLE) were used for grouped samples. These are robust and asymptotically efficient estimates. For small k, the quality of 

estimates can be improved using asymptotically optimal grouping, in which the losses in Fisher information associated with grouping 

are minimized. 

Using the example of a Big Data sample, the dependence of the result of applying 2 Pearson's criterion for testing a simple and 

complex hypothesis is shown correspondence on the number of intervals and the method of grouping. It is shown that there are no 

obstacles to the application of 2 Pearson's criterion to large samples, and it retains both its positive qualities and its inherent disad-

vantages (conclusions are ambiguous, essentially depend on the number of intervals chosen and on the method of grouping). 

Statistical distributions of goodness-of-fit tests (Kolmogorov, Cramer–Mises–Smirnov and Anderson–Darling) were studied by 

statistical simulating methods, depending on the accuracy of the observation record (from the possible number of unique values in the 

samples). 

From obtained results, it follows that when analysis of Big Data using the appropriate non-parametric goodness-of-fit tests, the 

statistics should not be computed over the entire large array, but on samples extracted from the “general population”, whose role in this 

case is played by the Big Data array being analyzed. The size of the sample to be extracted should take into account the accuracy of 

the data to be captured (the number of possible unique values in the sample) and not exceed some value of maxn , at which (for a given 

accuracy) the distribution of the statistic 
max 0( )nG S H  of the tests for the validity of the hypothesis 0H  does not differ from the 

limiting distribution 0( )G S H  of this statistic. The presented results allow to estimate maxn  values for the considered tests. The 

estimates of maxn  for the Kolmogorov test are substantially lower than for the Cramer–Mises–Smirnov and Anderson–Darling tests. 

The obtained estimates maxn  can apply for using in the goodness-of-fit tests by the Big Data analysis. 
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МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ ОДНОРОДНОЙ ПРОДУКЦИИ С РЕЛЕЙНЫМ 

УПРАВЛЕНИЕМ ТЕМПОМ ПРОИЗВОДСТВА И ММР-ПОТОКОМ МОМЕНТОВ ПРОДАЖ 
 

Исследуются статистические математические модели производства и сбыта некоторого однородного ресурса 

(товара) с релейным управлением скоростью производства и ММР-потоком моментов потребления произве-

денного ресурса. Найдена в диффузионном приближении плотность распределения количества ресурса в ста-

ционарном режиме. Получены оптимальные значения параметров релейного управления темпом производства, 

максимизирующие среднюю прибыль в единицу времени в стационарном режиме. 

Ключевые слова: управление запасами; релейное управление; ММР-поток; асимптотическое распределение 

количества продукции. 

 

Одной из классических задач теории управления запасами является задача производства и сбыта 

однородной продукции. Систематическое исследование моделей управления запасами началось, по-

видимому, еще в 1950-е гг. в работах [1, 2]. К настоящему времени опубликовано огромное количество 

работ, посвященных данной тематике, в которых либо используется чисто детерминистский подход к 

решению задачи, требующий полной информации о процессе реализации продукции [3–5], либо рас-

сматриваются стохастические модели. Из работ последнего времени, в которых рассматриваются сто-

хастические модели, отметим, например, работы [6–14].  

Целью данной работы является определение асимптотических вероятностных характеристик мо-

дели управления запасами с релейным управлением темпом производства и ММР-потоком моментов 

продаж. 

 

1. Математическая модель  

 

В настоящей работе задача производства и сбыта продукции рассматривается при следующих 

предположениях. Пусть ( )S t – количество продукции в момент времени t . Считается, что продукция 

производится со скоростью ( )C S , так что за время t   поступает ( ( ))C S t t  единиц продукции. Накоп-

ленная продукция непрерывно реализуется. Величины покупок являются независимыми одинаково 

распределенными случайными величинами с плотностью распределения ( )x  и моментами  M x a  

и  2

2M x a .  

Моменты продаж образуют дважды стохастический пуассоновский поток с интенсивностью 

( )t . Процесс ( )t  является однородной цепью Маркова с непрерывным временем и n  состояниями 

( ) it   . Такое предположение представляется естественным, так как продажи происходят в принципе 

в случайные моменты времени, а интенсивность потока продаж с течением времени случайным обра-

зом может изменяться. Простейшим примером является изменение количества покупателей в течение 

дня в продуктовой торговой точке.  

Пусть переход из состояния в состояние задается матрицей инфинитезимальных характеристик 

ijQ q     ранга 1n  , где 0ijq   при i j  и  

 
1

0.
n

ij

j

q


   (1) 
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Обозначим , 1,i i n   – собственные значения матрицы Q , 0n  . В дальнейшем считается, что 

все собственные значения – простые. Если при 1, 1 0ii n    , то существуют финальные вероятно-

сти состояний i , являющиеся решением системы уравнений 

 
1

0,
n

ij i

i

q


    (2) 

 
1 2 ... 1.n         (3) 

Различные варианты выбора функции ( )C S приводят к различным моделям производства и 

сбыта продукции. В простейших случаях, которые и будут в дальнейшем рассматриваться, управление 

( )C S является релейным с различными вариантами выбора точек переключения управления. Приведем 

несколько возможных вариантов. Пусть 

 
0 0

1, 0

, ,
( )

,

C S S
C S

C S S


 


 (4) 

где
0S – пороговое значение желаемого запаса продукции, 

1 0 0 0,C a C a     и 
0

1

n

i i

i

    – средняя 

интенсивность потока покупок. Выбор управления вида (4) гарантирует в стационарном режиме ста-

билизацию уровня запаса продукции ( )S t  около желаемого значения 
0S . Отрицательные значения  

запаса ( )S t  интерпретируются как неудовлетворенный спрос (накопленные заказы подлежат немед-

ленному исполнению при пополнении запаса) [15]. 

При выборе функции ( )C S  в виде 

 
0

0

, ,
( )

0,

C S S
C S

S S


 


 (5) 

величина 
0S  может интерпретироваться как максимально допустимый уровень запаса. Отметим, что 

при детерминированной постановке задачи управления производством и сбытом продукции релейное 

управление вида (5) является оптимальным [4]. 

Наконец, возможен вариант 

 
0

0

, 0 ,
( )

0, 0 .

C S S
C S

S и S S

 
 

 
  (6) 

В этом случае неудовлетворенный спрос не учитывается, неудовлетворенные заказы теряются. 

 

2. Функция распределения количества продукции в стационарном режиме 

 

Обозначим  

 ( , ) ( ) ; ( )i iP s t P S t s t     ( 1,i n ) 

и рассмотрим два близких момента времени t  и t t  . Пусть в момент времени t    jt    количество 

продукции ( )S t z . Вычислим условную вероятность 

 ( ) , ( ) | ( ) , ( )i jP S t t s t t S t z t            . 

На интервале времени длиной t  могли произойти следующие события: 

1. Интенсивность ( ) it   , за время t  интенсивность не изменилась, продажа продукции не 

производилась. Вероятность этого события равна 1 ( ) ( )ii iq t o t     . В этом случае 

 ( ) , ( ) | ( ) , ( ) (1 )(1 ) ( ( ) ) ( ),i i ii iP S t t s t t S t z t q t t I s z C z t o t                   

где ( )I z  – единичная ступенчатая функция.  
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2. За время t  значение интенсивности ( ) jt    поменялось на   it t   , продажа продук-

ции не производилась. Вероятность этого события ( )jiq t o t   . В этом случае 

 ( ) , ( ) | ( ) , ( ) ( ( ) ) ( ).i j jiP S t t s t t S t z t q tI s z C z t o t                    

3. Интенсивность ( ) it   , за время t  интенсивность не изменилась, произошла продажа про-

дукции в количестве x . Вероятность этого события ( ) ( )i t x dx o t     . В этом случае после усредне-

ния получим 

 
0

( ) , ( ) | ( ) , ( ) ( ( ) ) ( ) ( ).i i iP S t t s t t S t z t t I s z C z t x x dx o t



                       

4. Вероятность иных событий равняется ( )o t . 

Используя формулу полной вероятности и усредняя по ( , )iP z t , получим 

 

0

( , ) (1 ) ( ( ) ) (z, )

( ) (z, ) ( , ) ( z ) ( ) ( ).

i ii i i

ji j i i

j i

P s t t q t I s z C z t dP t

q I s z dP t t t dP z t I s x x dx o t





  

  

         

          



   

 

При малых t  уравнение ( )z s C z t    имеет корень ( ) ( )z s C s t o t     . Поэтому 

1 0

( , ) (1 ) ( ( ) , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
m

i i i ji i i i

j

P s t t t P s C s t t q P s t t t P s z t z dz o t





                 . 

Переходя к пределу при 0t  , получим, что функции ( , )iP s t  удовлетворяют во всех точках непре-

рывности системе уравнений 

1 0

( , ) (s, )
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

n
i i

i i ji j i i

j

P s t P t
C s P s t q P s t P s x t x dx

t s





 
       

 
  . 

Рассмотрим далее стационарный случай. Обозначим 

 ( ) lim ( , )i i
t

P s P s t


 . (7) 

Функции ( )iP s  будут удовлетворять уравнениям 

 
1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

i i i ji j i i

j

C s P s P s q P s P s x x dx





         (8)  

с вытекающими из их определения условиями нормировки 

 lim ( )i i
s

P s


  , (9) 

где 
i – финальная вероятность состояния 

i .  

Функция распределения количества продукции ( )P s  в стационарном режиме будет, очевидно, 

равна 

1

( ) ( )
n

i

k

P s P s


 . 

 

3. Асимптотическое распределение количества продукции в стационарном режиме 

 

Рассмотрим наиболее подробно случай, когда функция ( )C S  определяется соотношением (5). 

Система уравнений (8) тогда перепишется в виде 

 0

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0, ,
n

i i ji j i i

j

P s q P s P s x x dx s S





           (10) 
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 0

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , .
n

i i i ji j i i

j

CP s P s q P s P s x x dx s S





           (11) 

Решения уравнений (10) с учетом граничных условий (9) и соотношений (2) имеют, очевидно, вид: 

 
0( ) , .i iP s s S     (12) 

Отсюда при 
0s S   

 
0

0

0

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , .

S sn

i i i ji j i i i i

j S s

CP s P s q P s P s x x dx x dx s S

 

 

                (13) 

Получить точное решение системы уравнений (13) при произвольных n  и ( )x  не удается. По-

этому в дальнейшем рассматривается случай, когда 

 
0(1 )C a     (14) 

и параметр 0 . Такое предположение является довольно естественным, так как темп производства 

( )C S  должен быть согласован со средней величиной спроса в единицу времени 
0a  и большие откло-

нения ( )C S  от 
0a  должны приводить либо к перепроизводству, либо к дефициту продукции. Для 

решения уравнений (13) воспользуемся методикой из [16].   

Решение системы уравнений (13) будем искать в виде: 

 ( ) ( , )i iP s f s   ,  (15) 

считая функции ( , )if z   монотонно возрастающими и дважды дифференцируемыми по z , за исклю-

чением, возможно, точки 
0 0z S  . Будем также считать, что 

0 0 ( )S S   и что при 0  
0 ( )S   , но 

так, что существует конечный предел 

 
0 0

0
lim ( )S z


   .  (16)    

Подставляя функции (15) в уравнения (13), после замены переменных z s  , получим в области 
0z z   

 
1 0

(z, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ),
n

i i i ji j i i i

j

C f f z q f z f z x x dx R z





                 . (17) 

где 

0 0

( , ) ( , ) ( ) ( )i i i i i

z z z z

R z f z x x dx x dx

 

 

 

           . 

Функции ( , )if z   предполагаются дифференцируемыми и, следовательно, ограниченными. По-

этому при 
0z z  

0 0 0

2
2 2

2

0

( ) ( ) max ( , ) ( ) ( ) ( ),
( )

i i
z

z z z z z z

f z x x dx f z x dx const x x dx o
z z

  

  

  


         

    

так как по условию второй момент  2

2a M x  конечен. Аналогично можно оценить и второе слагае-

мое. Поэтому слагаемое ( , )iR z   в (17) в дальнейшем учитываться не будет. 

Переходя в уравнениях (17) к пределу при 0 , получим 

 
1

( ,0) 0
n

ji j

j

q f z


 .  (18) 

Так как Rang 1Q n  , то из сравнения систем уравнений (18) и (2) будем иметь 

 ( ,0) ( )j jf z f z  ,  (19) 

где ( )f z  – не определенная пока функция. 

Пусть теперь  

 ( , ) ( ) ( ) ( )j j jf z f z h z o      .  (20)   
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Подставляя выражения (20) в уравнения (17), раскладывая подынтегральные функции в ряд по   и 

ограничиваясь членами, имеющими порядок  , получим после предельного перехода при 0  

  . (21)  

Пусть  

   (22)  

Подставляя разложения (22) в уравнения (17), раскладывая подынтегральные функции в ряд по   и 

ограничиваясь членами, имеющими порядок не выше 
2
, получим, учитывая (19) и (21), после пре-

дельного перехода при 0 0  

 .  (23) 

Просуммировав, наконец, все соотношения (23) по i , получим с учетом (1), что   

 0 2
0 0

1

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

n

i i

i

a
f s af s ah s




      .  (24) 

Из системы уравнений (21)    

 
0

1

( ) ( ) ( ).
n

ji j i i

j

q h z a f z


      (25) 

Пусть матрица 

 ,TV Q R P     (26) 

где  – матрица собственных векторов матрицы V , матрица , матрица 

 1 2 1diag , ,..., ,0n      – диагональная матрица из собственных значений матрицы V . Из соотноше-

ний (2) вытекает, что . Далее, из соотношений (26) и (1) 

1 1

0
n n

jk k ki

k j

R P
 

 
  

 
  . 

Так как столбцы матрицы P  линейно независимы, то при 1, 1k n    

1

0
n

jk

j

R


 . 

Элементы n -й строки матрицы P  должны удовлетворять соотношениям 

1 1

0, 1, 1, 1
n n

nj jk nj j

j j

P R k n P
 

      . 

Откуда следует, что 1, 1,nkP k n  . Учитывая разложение (26), уравнения (25) можно переписать как  

0

1 1

( ) ( ) ( )
n n

t tj j ti i i

j i

P h s P af s
 

       . 

Или 

0

1 1

1
( ) ( ) ( ) 1, 1,

n n

tj j ti i i

j it

P h s P af s t n
 

      


   

1

( ) ( )
n

ni i

i

P h s c s


 , 

где ( )c s – произвольная функция. Отсюда 

 
1

0

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

n n

i it tj j j i

t jt

h s R P af s c s


 

     


  .  (27) 

 
0

1

( ) ( )

n

ji j i i

j

q h z a f z


     

2 2
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).

i i i i
f z f z h z g z o       

2

0 0

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

n

i

ji j i i i i

a
q g z f s ah s a f s




         

ijR R   
1

ijP P R   

in iR  
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Подставляя (27) в уравнение (24), получим, наконец, уравнение относительно функции ( )f s : 

 
2 1( ) ( ) 0A f s A f s  ,  (28) 

где 

 1 0 ,A a    (29) 

 
1

20 2
2 0 0

1 1 1

1
( ) ( )

2

n n n

i it tj j j

t i jt

a
A a R P



  


      


   .  (30) 

Покажем, что квадратичная форма 
1

0 0

1 1 1

1
( ) ( )

n n n

i it tj j j

t i jt

W R P


  

     


    

отрицательно определена. Обозначим 

0

1

( )
n

t i it

i

x R


   . 

Тогда 0

1

n

j t tj

t

x P


     и после несложных преобразований 

1 1 1

1 1 1 1

n n n n
t t

k tk k tk

t k t kt t

x x
W x x

  

   

   
 

    , 

где  

1

n

tk tj kj j

j

P P


   . 

Так как 1njP   и при t n  t -я строка матрицы P  ортогональна столбцу  1 2 ...
T

n   , то 0tn  . 

Так как матрица P  не вырождена, 0, 1j j

j

    , то матрица 0ij
      . Поэтому все главные ми-

норы k -го порядка этой матрицы ( ) 0k   . Миноры матрицы квадратичной формы W  k-го порядка 

1

1
( )

k

k k

j j

   


 . Так как 0k  , то знаки миноров k  чередуются. Поэтому квадратичная форма W  

отрицательно определена. 

Решение уравнения (28) будет иметь вид 

1
0

2

( )

1 2( )

A
z z

Af z B B e


  . 

Так как ( ) 0iP   , то ( ) 0f   , и окончательно 

 
1

0

2

( )

0( ) ,

A
z z

Af z Be z z


  .  (31) 

Таким образом, при 
0s S   

 
1

0

2

( )

( ) ( )

A
s S

A

i iP s B e O
 

    .  (32) 

Соотношение (31) и, соответственно, соотношения (32) были получены в предположении, что 

0 0( )s S z z  . При 
0s S  уравнения (13) дают 

 
0 0 0

1

( ) ( ) ( ) .
n

i i i ji j i i

j

CP S P S q P S


       (33) 

Подставляя в (33) выражения (32) и суммируя соотношения (33), получим 

 
1

2

1
( ).

1

B o
aA

A

  

 

  (34) 
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Таким образом, при 1    

        

 1
0

2

0
1

2

0

( ), S ,

1( )

, .

A
s S

Ai

i

i

e O s
aA

P s
A

s S

  
  


  


  

 (35) 

Рассмотрим коротко случай, когда функция ( )C S  определяется соотношением (6). В этом слу-

чае система уравнений (8) перепишется в виде: 

 0

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0, 0, ,
n

i i ji j i i

j

P s q P s P s x x dx s s S





           (36) 

 0

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 0 .
n

i i i ji j i i

j

CP s P s q P s P s x x dx s S





            (37) 

Решения уравнений (36) имеют вид: 

 
0( ) 0, 0, ( ) , .i i iP s s P s s S       (38) 

Условная вероятность 

 ( ) 0, ( ) | ( ) , ( ) ( )i jP s t t t t s t z t o t              , 

 ( ) 0, ( ) | ( ) , ( ) ( ) ( )i i i

z

P s t t t t s t z t t x dx o t



                  . 

Откуда в стационарном режиме  

 (0) 0.iP    (39) 

Решение уравнений (37) опять будем искать в виде (15), придя в конце концов к соотношению 

на функцию  

1

2

1 2( )

A
z

Af z B B e  . 

Условие (39) дает (0) 0f  . Откуда 
2 1B B   и при 0 s S   

 
1

2( ) (1 ) ( )

A
s

A

i iP s B e O


     .  (40) 

Подставляя соотношения (40) в (33), получим 

 
1

0

21

2

1
( )

1 (1 )

A
S

A

B o
aA

e
A



  

  

 (41) 

и окончательно 

 

1

2

1
0

2

0

1

2

0

0, 0,

(1 )
( ) ( ), 0 ,

1 (1 )

.

A
s

A

i
i A

S
A

i

s

e
P s O s S

A
a e

A

s S









  

    

  


 

 (42) 

 

4. Распределение количества продукции для случая потока с двумя состояниями  

и экспоненциального распределения величин покупок 

 

Для оценки точности асимптотических соотношений (35) рассмотрим случай, когда число состо-

яний потока моментов продаж равняется двум: 
1( )t    или 

2( )t   , а величины покупок имеют  
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экспоненциальное распределение 
1

( )

x

ax e
a



  . Решение системы уравнений (13), которая перепишется 

как  

 
0 02

0

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) , ,

S s s Sx

k a a
k k k jk j k k k

j

CP s P s q P s P s x e dx e s S
a

 





            (43) 

будем искать в виде 

 1 0 2 0( ) ( )

1 2( ) , 1,2.
s S s S

k k kP s A e A e k
   

     (44) 

Подставляя соотношения (44) в уравнения (43) и приравнивая коэффициенты при линейно независи-

мых функциях 0( )j s S
e
 

 и 
0s S

ae



, получим систему соотношений 

 1 2

1 2

, 1,2,
1 1

k k
k

A A
k

a a
   

   
  (45) 

 

1
1 11 21 2

2
12 1 22 2

( ) 0,
1

( ) 0, k 1,2.
1

k
k k k

k

k
k k k

k

a
A q C q A

a

a
q A q C A

a

 
    

 

 
     

 

 (46) 

Однородные системы (46) имеют ненулевые решения, если их определители ( )k   равны нулю. 

Так как матрица ijq    вырождена, то один корень уравнения ( ) 0k    0k  . Остальные корни явля-

ются решениями уравнения 

 01 2
11 22( ) ( )( ) ( )( ) 0.

1 1 1

aa a
f z z C C q q C

az az az

 
      

  
  (47) 

Пусть k – корень уравнения 0 0
1

a
C

az


 


, т.е. 0C a

k
Ca

 
 . Тогда  

2

0 1 0 2

2

( )( )
( ) 0,

(1 )

a
f k k

ak

   
 


 

так как либо 
0 1 0   , либо 

0 2 0   . С другой стороны, 

11 22 0(0) ( )( ) 0f q q C a     . 

Поэтому существует корень  1 0,k   уравнения (47). Далее, при 1/z a  ( )f z  . Поэтому суще-

ствует корень 
2 ( ,1/ )k a   уравнения (47). Наконец, при ( )z f z  . Следовательно, третий 

корень уравнения (47) 
3 0  . Так как при ( ) 0ks P s  , то он не может входить в выражения 

(44). 

Из соотношений (46) имеем теперь 

 1
2 1 11

21

1
, ( ),

1

k
k k k k k

k

a
A v A v q C

q a

 
     

 
  (48) 

и система уравнений (45) перепишется как 

 

11 12
1

1 2

11 1 12 2
2

1 2

,
1 1

.
1 1

A A

a a

A v A v

a a

  
   

  
   

 (49) 

Откуда 

 

1 2 2 1 1 1 2 2
11 12

2 1 1 2

1 2 2 1 1 1 2 2
21 1 22 2

2 1 1 2

( )(1 ) ( )(1 )
, ,

( )(1 ) ( )(1 )
, .
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A A
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A v A v

v v v v

         
 

 
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 

 

 (50) 
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На рис. 1 приведены безусловные функции распределения количества продукции 

1 2( ) ( ) ( ),P s P s P s   

вычисленные по точным формулам (44) (сплошные линии) и по приближенным формулам (35) (пунк-

тирные линии) при 0,01; 0,1; 0,25  . Параметры 1 2 015, 5, 1, (1 )a C a        , 11 2,q  

22 01, 20q S   .  

 
 

Рис. 1. Функция распределения количества продукции (сплошные линии)  и ее аппроксимация (пунктирные линии)  

при экспоненциальном распределении величин покупок 

Как следует из приведенных графиков, в рассмотренном простейшем случае приближенные соот-

ношения (35) дают хорошую аппроксимацию функции распределения. 

 

5. Средняя прибыль в стационарном режиме  

 

Обозначим через  продажную цену единицы продукции, считая себестоимость равной 1, и через 

 – стоимость хранения единицы продукции. Если ( )x  – плотность распределения величин покупок, 

то при принятой релейной стратегии управления темпом производства средняя прибыль в единицу 

времени 

 
0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

S S

W s dP s sdP s CP S      , (51) 

где 

 
0

( ) ( ) ( )

s

s

s x x dx s x dx



      ,  (52) 

так как реализация возможна лишь при наличии продукции. При этом необходимо учитывать, что про-

дукция, произведенная на данном временном промежутке, может быть реализована только на после-

дующих временных промежутках. В рассматриваемом нами асимптотическом случае выражение (51) 

принимает вид: 

 
0

0 0( )

0 0 0 0

0

1 1
( , ) ( ) ( (1 ))

1 1 1

S

s S S
W S e s ds S e a

a a a

     
      

       ,  (53) 

где 1

2

A

A
  . Оптимальные значения параметров   и 

0S  будут определяться, очевидно, условиями 

 
0

0, 0
W W

S

 
 

 
.  (54) 
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Получить аналитическое решение системы (54) не удается. 

На рис. 2 приведена зависимость средней прибыли 
0( , )W S  от параметров 

0, S  для простей-

шего случая экспоненциального распределения покупок. Параметры 2  , 
1 215, 5,    1,a 

11 222, 1q q    .  
 

 
 

Рис.2. Зависимость средней прибыли от параметров   и 0S   

при экспоненциальном распределении величин покупок 

 

Как следует из приведенных графиков, средняя прибыль 
0( , )W S  имеет максимум как по пара-

метру  , так и по параметру 
0S , положение которого зависит, в частности, от стоимости хранения 

единицы продукции  . Как следует из рис. 2, оптимальное значение параметра   в рассматриваемом 

примере равно примерно 0,1–0,2. 

 

Заключение 

 

В работе получены асимптотические выражения для распределения количества производимой 

однородной продукции при релейном управлении темпом производства и ММР-потоке моментов про-

даж продукции при дополнительном предположении, что темп производства «почти совпадает» с тем-

пом продаж. Для случая экспоненциального распределения величин покупок показано хорошее совпа-

дение асимптотических результатов с истинным распределением. Проанализировано влияние выбора 

порога алгоритма релейного управления и темпа производства на величину средней прибыли. 

Предлагаемая методика расчета статистических характеристик может быть использована для 

анализа более сложных вариантов управления темпом производства и интенсивностью потока продаж, 

например для одновременного учета зависимости интенсивности потока продаж от меняющейся про-

дажной цены продукции.  
 

ЛИТЕРАТУРА 
 

1. Arrow K.J., Harris Th.E., Marschak J. Optimal Inventory Policy // Econometrica. 1951. V. 19 (3). P. 205–272. 

2. Dvoretzky A., Kiefer J., Wolfowitz J. On the optimal character of the (S, s) policy in inventory theory // Econometrica. 1953. V. 21. 

P. 586–596. 

3. Горский А.А., Локшин Б.Я. Математическая модель процесса производства и продажи для управления и планирования 

производства // Фундаментальная и прикладная математика. 2002. Т. 8, № 1. С. 34–45. 

4. Параев Ю.И. Решение задачи об оптимальном производстве, хранении и сбыте товара // Известия РАН. Теория и системы 

управления. 2000. № 2. С. 103–107. 

5. Параев Ю.И. Игровой подход к решению задачи производства, хранения и сбыта товара // Автоматика и телемеханика. 

2005. № 2. C. 115–123. 



К.И. Лившиц, Е.С. Ульянова 

60 

6. Chopra S., Meindl P. Supply chain management: Strategy, Planning and Operation. New Jersey : Pearson Education, 2013. 529 p.  

7. Beyer D., Cheng F., Sethi S.P., Taksar M. Markovian demand inventory models. New York : Springer, 2010. 255 p.  

8. Nazarov A., Broner V. Inventory Management System with On/Off Control of Input Product Flow // Communications in Computer 

and Information Science. 2017. № 800. P. 370–381.  

9. Назаров А.А., Бронер В.И. Система управления запасами с гиперэкспоненциальным распределением объемов потребления 

ресурсов // Вестник Томского государственного университета. Управление, вычислительная техника и информатика. 

2016. № 1 (34). C. 43–49. 

10. Лившиц К.И., Ульянова Е.С. Диффузионная аппроксимация процесса производства и сбыта скоропортящейся продукции // 

Известия высших учебных заведений. Физика. 2015. Т. 58, № 11-2. С. 281–285.  

11. Livshits K., Ulyanova E. Switch-hysteresis control of the production process in model with perishable goods // Communications 

in Computer and Information Sciences. 2016. № 638. P. 192–206. 

12. Livshits K., Ulyanova E. Switch-hysteresis control of the selling times flow in a model with perishable goods // Communications 

in Computer and Information Science. 2015. № 564. P. 263–274. 

13. Zhang D., Xu Y., Wu Y. Single and multi–period optimal inventory control models with risk–averse constraints // European Jour-

nal of Operational Research. 2009. V. 199. P. 420–434. 

14.Zhang J., Chen J. A multi-period pricing and inventory control model // Journal of Systems Science and Complexity. 2009. V. 23. 

P. 249–260. 

15. Карлин С.М. Основы теории случайных процессов. М. : Мир, 1971. 536 с. 

16. Лившиц К.И., Бублик Я.С. Вероятность разорения страховой компании при дважды стохастическом потоке страховых 

выплат // Вестник Томского государственного университета. Управление, вычислительная техника и информатика. 2010. 

№ 1 (10). С. 66–77. 

 

                                                                                                                                     Поступила в редакцию 9 марта 2018 г. 

 

Livshits K.I., Ulyanova E.S. (2018). MODEL OF INVENTORY CONTROL OF HOMOGENEOUS PRODUCTS WITH RELAY 

CONTROL OF PRODUCTION RATE AND MMP-FLOW OF SALES MOMENTS. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. 

Upravlenie, vychislitelnaja tehnika i informatika [Tomsk State University Journal of Control and Computer Science]. 44. pp. 50–61  

 

DOI: 10.17223/19988605/44/6 

  

In this paper, we consider a mathematical model of a system of inventory management, on the input of which some resources 

(goods) come with a speed ( ( ))C S t , where ( )S t  is the volume of accumulated resources in the system at the time t. Consumption of 

the resource (sales) is carried out at random moments of time by batches of random volume, having an arbitrary density distribution 

( )x  and moments { }M x a ,  2

2M x a . The moments of resource consumption time form a MMP-flow with n states and matrix 

of infinitesimal characteristics ijq   . 

For a stationary distribution  ( ) ( ) ; ( )i iP s P S t s t      of process ( )S t  and intensity ( )t  equation 

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

i i i ji j i i

j

C s P s P s q P s P s x x dx





         

is obtained. 

The main attention is paid to the case when the function ( ( ))C S t  is determined by the relation ( )C S C  at 0S S  and ( ) 0C S   

with 0S S , the magnitude 0(1 )C a     and the parameter 1  . It is proved that in this case 
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where i  is the final probability of the state i , 1 0 ,A a   
1

20 2
2 0 0

1 1 1

1
( ) ( )
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n n n

i it tj j j

t i jt
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A a R P



  


        


   , 0  is the average 

intensity of the flow of purchases, the matrix 
ijR    is the matrix of the eigenvectors of the matrix ijq   , the matrix ijP    is the matrix 

inverse to the matrix
ijR   .  

Based on a comparison of the proposed asymptotic distribution with the exact one in the case of a two-state flow and the exponential 

distribution of the quantities of purchases, it was concluded that the proposed asymptotic distribution can be applied. The dependence 

of the average profit on the quantities C and 0S  has been analyzed. 

 

Keywords: Inventory control; relay control; MMP flow; asymptotic distribution of quantity of products. 
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В терминах теории массового обслуживания рассматривается математическая модель среды совместного  

лицензионного доступа (LSA, Licensed Shared Access), применяемой в беспроводных сетях LTE (Long Term 

Evolution). Модель представлена в виде системы массового обслуживания (СМО) с заявками случайного объ-

ема и с ненадежным ресурсом. Получены уравнения для общего случая распределения случайного объема 

заявок. Для дискретного распределения объема заявок с переразыгрыванием выделяемого им ресурса предло-

жен метод анализа вероятностных характеристик.  

Ключевые слова: система массового обслуживания; марковский процесс; ненадежный ресурс; заявка случай-

ного объема. 

 

Большая часть работ, посвященных анализу показателей эффективности системы совместного 

лицензионного доступа LSA, концентрируется либо на экспериментах с измерениями на лабораторном 

оборудовании [1–3], либо на оптимизации механизмов доступа к лицензируемой полосе частот [4–6]. 

В работах, исследующих LSA с помощью моделей систем массового обслуживания, как правило, рас-

сматриваются либо различные законы поступления и обслуживания заявок, либо алгоритмы расчета 

вероятностных характеристик системы [7–11]. Однако в этих работах применяются классические 

СМО, в которых заявка при обслуживании занимает ровно один прибор. В отличие от указанных выше 

работ, в данной статье для обслуживания заявки в системе кроме прибора выделяется ресурс, объем 

которого является случайной величиной с заданным распределением. В отличие от работ [12–15], рас-

сматривается многолинейная система, в которой имеется ресурс, частично выходящий из строя и вос-

станавливающийся в соответствии с марковским процессом. В этом случае два состояния, в которых 

может прибывать ресурс, моделируются при помощи надежной и ненадежной составляющих ресурса. 

Надежную составляющую ресурса можно рассматривать как, например, доступный оператору сети 

спектр частот, а ненадежную – как арендуемый им спектр, поскольку при использовании системы LSA 

часть частот оператора арендуется у третьей стороны и может изыматься в случайные моменты на 

случайное время. 

В данной статье получены уравнения для стационарного распределения наличия в системе, нахо-

дящейся в состоянии s, n заявок, каждая из которых занимает , 1,... ,ir i n  ресурсов для случая системы 

с непрерывным ресурсом, а для системы с дискретным ресурсом предложен метод анализа и расчета 

вероятности эвакуации и вероятности прерывания обслуживания. 

 

1. Построение модели 

 

Рассматривается C-линейная СМО, на которую поступает пуассоновский поток заявок с интен-

сивностью λ . Обслуживание заявок происходит по экспоненциальному закону с параметром μ  (рис. 1). 

Система может находиться в одном из двух состояний s, переход между которыми происходит  
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в случайные моменты времени, распределенные согласно экспоненциальному закону, {0,1}s . С ин-

тенсивностью α  осуществляется переход из состояния 1s   (состояние приема заявок) в состояние 

0s   и с интенсивностью   – переход из состояния 0s   в состояние 1s   (состояние потери заявок). 

В нормальных условиях функционирования системы ( 1s  ) заявкам доступен ресурс объема 1R , а при 

отказе ( 0s  ) его объем уменьшается до величины 0 1R R . 
 

λ, F(x)
μ 

μ 

C
R0

α 

β 

R1

 
 

Рис. 1. Схема СМО с ненадежным ресурсом 
 

В момент поступления заявки в систему для ее обслуживания должен быть выделен один прибор 

и случайный объем ресурса в соответствии с функцией распределения (ФР) ( )F x , причем 

( ) 0, 0F x x  . Если для обслуживания поступившей в нормальных условиях функционирования си-

стемы заявки нет свободных приборов и / или отсутствует в достаточном объеме свободный ресурс, 

заявка теряется. 

Кроме того, при смене состояния системы с 1s   на 0s   из-за уменьшения объема доступного 

ресурса могут быть потеряны уже принятые в систему заявки. Это происходит, если в момент перехода 

в состояние 0s   в системе имеется n заявок, каждая из которых занимает ресурс объема ir , а суммар-

ный объем занятого ресурса 0

1

.
n

i

i

r r R


  . Ниже предложены два алгоритма выбора заявок, которые 

покинут систему до окончания обслуживания (будут потеряны). 

Алгоритм 1 (А1). Потеря последней поступившей заявки. Алгоритм предлагает в случае не-

хватки ресурса терять заявки, поступившие в систему последними. Таким образом, будут теряться те 

заявки, которые провели в системе меньше всего времени, и сохраняться те заявки, которые провели в 

системе больше времени. Алгоритм начинает работу при смене состояния системы с 1s   на 0s  . 

Шаги алгоритма А1 приведены ниже. 

Шаг 1. Проверить суммарный объем занятого ресурса; если 0.r R  закончить работу, иначе пе-

рейти к шагу 2. 

Шаг 2. Найти заявку с минимальным временем пребывания в системе. Если таких заявок не-

сколько, выбрать любую из них. 

Шаг 3. Освободить занимаемый выбранной заявкой ресурс и прибор, удалить заявку из системы, 

перейти к шагу 1. 

Алгоритм 2 (А2). Потеря заявки максимального объема. Алгоритм предлагает в случае нехватки 

ресурса терять заявки, занимающие максимальный объем ресурса. Таким образом, алгоритм миними-

зирует число потерянных заявок, поскольку каждый раз при потере заявки достигается максимальный 

выигрыш в освобождаемом ресурсе. Алгоритм также начинает работу при смене состояния системы с 

1s   на 0s   и работает аналогично предыдущему.  

Шаг 1. Проверить суммарный объем занятого ресурса; если 0.r R  закончить работу, иначе пе-

рейти к шагу 2. 

Шаг 2. Найти заявку с максимальным объемом занимаемых ресурсов. Если таких заявок не-

сколько, выбрать любую из них. 

Шаг 3. Освободить занимаемый выбранной заявкой ресурс и прибор, удалить заявку из системы, 

перейти к шагу 1. 
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Таким образом, на шаге 2 алгоритма А1 будет теряться заявка с номером n в соответствии с по-

рядком поступления заявок в систему. Этот же простой принцип реализации можно получить и для 

алгоритма А2, если в момент принятия в систему новой заявки перенумеровывать заявки в порядке 

возрастания объема занимаемого ресурса. Однако ввиду того, что подобная перенумерация достаточно 

сложна в случае неэкспоненциального распределения функции требований к ресурсам [16], далее в 

этой статье мы будем исследовать систему при использовании алгоритма А1. 

 

2. Уравнения равновесия и вероятностные  

характеристики системы 

 

Введем случайный процесс            1, , , ,nX t n t r t r t s t  , где  n t  – число заявок в системе, 

    1 , , nr t r t  – вектор объемов ресурсов, занимаемых заявками,   {0,1}s t   – состояние, в котором 

находится система в момент t . По построению процесс ( )X t  является марковским на пространстве 

состояний 

    1
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, , , , : 0 , 0,1 , . .
n
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i

n r r s n C s r r R
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  

Введем следующие обозначения 

             1 1 1, , , , , , , , 1n n n np r r P n t n r t r t r r s t       , 

             1 1 1, , , , , , , , 0n n n nq r r P n t n r t r t r r s t       . 

В случае, когда ФР ( )F x  непрерывна с плотностью ( )f x , система уравнений равновесия (СУР) 

для системы с алгоритмом потери заявок А1 может быть записана в следующем виде: 

      
0

1

1 0

0 0 1 1 0

1 .0

λ β μ α , , ,

R C

k k

k x R

x R

q F R q x dx p dx dx p
 



 
 
     
 
 
 

      
1

0 1 1 0

0

  λ α μ β , 

R

p F R p x dx q    

      

 

   

0

1

1 0

1 0 1 1 1

.

1 1 1

0 0

1 1 1

1 .

.

  , , λ . μ β λ , , ( )

μ , , , , ,

α , , , , , , , ,

n n n n n

R rn

n i i n

i

C

k n k n n n

k n x R r

r x R

q r r F R x n q r r f r

q r r x r r dx

p r r dx dx p r r

 



 





   

 

      

   

 
 
     
 
 
 

 

 

 

01, , 1, . ,n C r R     

      

   
1

1 1 1 1 1

.

1 1 1 1

0 0

  , , λ . μ α λ , , ( )

μ , , , , , β , , ,

n n n n n

R rn

n i i n n n

i

p r r F R x n p r r f r

p r r x r r dx q r r

 



 



      

     
 

11, , 1, . ,n C r R     

        1 1 1 1 1 0  , , μ β λ , , α , , ,   . ,C C C C C k Cq r r C q r r f r p r r r R         

        1 1 1 1 1 0  , , μ α λ , , β , , ,   . .n C C C C C Cp r r C p r r f r q r r r R         



Среда совместного лицензированного доступа в беспроводной сети 

65 

В качестве основной вероятностной характеристики системы рассмотрим вероятность успешной 

эвакуации          1 1{ , , , ,0 | Δ , , , ,1 }n nP X t n r r X t n r r      как вероятность того, что при изъятии 

ресурса ни одна заявка не будет потеряна: 

 
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0
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α

α λ . μ

C

n

n r R

P p r
F R r n

 


  

  , 

и вероятность прерывания          1 1{ , , , ,0 | Δ , , , ,1 , }n mP X t n r r X t m r r m n       как вероятность 

того, что при изъятии ресурса будет потеряна хотя бы одна заявка 
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3. Случай дискретного ресурса 

 

В связи с тем что получить аналитическое решение и даже метод вычисления характеристик в 

общем случае произвольного распределения ресурса весьма затруднительно, далее рассмотрим случай 

дискретного распределения ресурса. Для дискретного случая в предположении, что ( )p x  есть вероят-

ность вновь пришедшей заявке занять ресурс объема x , аналогично вышеизложенному получаем СУР 

следующего вида: 
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Для упрощения вычислений и ввиду большой размерности пространства состояний  введем марков-

ский процесс         , ,Y t n t r t s t  с пространством состояний     , , : 0 , 0,1 , sn r s n C s r R     . 
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Заметим, что здесь учитывается только суммарный объем занятого ресурса, а не объем, занятый каждой 

заявкой. В момент окончания обслуживания заявки, а также в момент изменения состояния системы с 1s   

на 0s  , приводящего к потере заявки, освобождаемый ресурс переразыгрывается согласно формуле 

условной вероятности. Недостатком такого упрощения является то, что при его применении можно наблю-

дать разницу между занимаемым и освобождаемым заявкой ресурсом, однако, как показано в [16], для 

надежной системы данное упрощение позволяет достаточно точно оценить поведение исходной системы. 

Введем обозначения: 

         , , 1np r P n t n r t r s t    ,          , , 0nq r P n t n r t r s t    , 

и тогда СУР для процесса  Y t  может быть записана в следующем виде: 
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Здесь  
 n

p r  n-кратная свертка, определяющая вероятность того, что n заявок займут ресурс 

объема r.  

 

4. Вычисление матрицы интенсивностей 

 

Полученная в предыдущем разделе СУР (1)–(6) может также быть записана в матричном виде. 

Для этого представим пространство состояний в виде непересекающихся подмножеств 



Среда совместного лицензированного доступа в беспроводной сети 

67 

0 1 2 , где 
0

,
C

i

s is


   0 0, ,s s      0,0, , , , , ,js j s j R s    0,1 , s  и 
2j   

   0 1{ , 1,1 , , , ,1 , 1, , }j R j R j C     . В этом случае матрица интенсивностей переходов процесса 

 Y t  будет иметь блочный вид 
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  0diag λ μ βF R r n    0iD , 

  1diag λ μ αF R r n    1iD , 

  1diag λ μ αF R r n    2iD . 

В матричном виде СУР (1)–(6) может быть решена известными, например итерационными, ме-

тодами. 

 

5. Численный пример 
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ятие ресурса происходит в среднем каждые 1α 2 мин  , а длительность периода изъятия составляет 

в среднем 1β 1 мин  . 
 

 
 

Рис. 2 Вероятности эвакуации и прерывания для СМО с ненадежным ресурсом 

 

Характеристики системы при различных значениях нагрузки для приведенных данных пока-

заны на рис. 2. Выбор логарифмического масштаба оси ординат объясняется тем, что при малой 

нагрузке вероятность эвакуации P  стремится к вероятности изъятия ресурса, а при росте нагрузки 

резко убывает. 
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Заключение 
 

В статье рассмотрена СМО с ненадежным ресурсом и предложены два алгоритма потери заявок. 

Подробно исследован алгоритм А1, для которого получена СУР в общем случае и проведен анализ 

упрощенного процесса для получения метода расчета основных вероятностных характеристик. Для 

дискретного случая и упрощенного процесса получена СУР в матричном виде, а также приведен чис-

ленный пример для близких к реальным исходных данных.  

В дальнейшем планируется исследовать модель с очередью, другие варианты функции распре-

деления ресурсов, а также алгоритм выбора заявок А2, как более эффективный с точки зрения потерь 

заявок. Кроме того, интересно исследовать модель с более сложным входящим потоком, например 

MAP-потоком. 

В заключение авторы приносят благодарность профессору Валерию Арсентьевичу Наумову и 

доценту Эдуарду Сергеевичу Сопину за ценные замечания и внимание к исследованиям. 
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In this paper, we consider an LTE cell with LSA framework as a queueing system with unreliable resources. Here the resources 

can be assumed to represent e.g. frequency spectrum, since the LSA framework implies that part of the spectrum is leased from the 

third party and can be seized at a random time for a random duration. 

A system with C  servers and sR  resources is studied. The system can be found in one of {0,1}s  states. The state transitions are 

distributed according to the exponential law with parameters α  и β , notably 0 1R R . The customers arrive according to the Poisson 

process with parameter λ , and are served according to the exponential law with parameter μ . When a new customer arrives it requires 

a server and a random resource volume with CDF ( )F x . A customer is considered lost if there is either no enough available servers in 

the system or there are no enough available resources to accommodate it. Thus in the considered system a customer can be lost either 

upon arrival or while it is being served upon the system state change. 

First consider a general case of continuous resources. Here we introduce a Markov process            1
, , , ,
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 . However, since, unfortunately, we failed to obtain a closed 

form solution for this case further we consider a discrete case. But, as it is shown in the paper, applying the same process for the discrete 

case means that the state space is growing exponentially against the maximum number of customers in the system. And can be obtained 

as 
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   . This equation considers the scenario when a new customer can require the resources in the range from 

0 to sR . As one can note from the equation the state space grows extremely rapidly with the number of servers and volume of available 

resources, which highly affects the matrix techniques performance. 

Taking all this into account, we propose an approximation, where the resources allocated to the customer are reallocated when the 

customer leaves the system. Thus we only have to trace the volume of the allocated resources in total and not the resources allocated 

to each customer separately, thus greatly reducing computation difficulty. In this case the process can be obtained as

        , ,Y t n t r t s t . Since we consider the Poisson arrival flow and exponential service time this approximation gives us a 

reasonable approximation of the initial process. 

For the considered system evacuation and interruption probabilities are obtained as the main characteristics. Evacuation probability 

is a probability that when the frequency is being seized, no customer was interrupted while being served are the interruption probability 

is a probability that when the frequency is being seized at least one customer was interrupted while being served. As one can note, the 

sum of these probabilities is a constant and equals to the probability of a frequency being seized. In the last section we give a numerical 

example.  
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СИСТЕМА H2|GI|∞ С БЕСКОНЕЧНЫМ ЗНАЧЕНИЕМ  

СРЕДНЕГО ВРЕМЕНИ ОБСЛУЖИВАНИЯ 

 
Проводится исследование математической модели системы массового обслуживания с неограниченным  

числом приборов и рекуррентным входящим потоком, в котором длины интервалов между моментами наступ-

ления событий имеют двухфазную гиперэкспоненциальную функцию распределения. С помощью метода  

динамического просеивания получены среднее значение и дисперсия числа заявок в системе. Предложена дис-

кретная гауссовская аппроксимация нестационарного распределения вероятностей числа заявок в системе.  

С помощью имитационного моделирования установлена область применимости предлагаемой аппроксимации. 

Ключевые слова: система с неограниченным числом приборов; бесконечное значение среднего времени  

обслуживания; рекуррентный поток; метод динамического просеивания. 

 

Системы массового обслуживания все чаще используются для описания широкого круга практи-

ческих задач. Некоторые из них могут быть сформулированы таким образом, что количество обслужи-

вающих приборов становится настолько большим, что его можно считать бесконечным. Это могут 

быть такие модели страховых компаний, в которых договоры страхования жизни или имущества с фи-

зическими или юридическими лицами выступают в качестве обслуживающих приборов. Разумеется, 

ограничивать число таких договоров в подобных системах совершенно нелогично [1]. Результаты для 

системы обслуживания с бесконечным числом каналов и идентичным временем обслуживания, полу-

ченные в [2], применяются к анализу процесса образования очередей на неуправляемых перекрестках 

автомобильных дорог. Также системы массового обслуживания с неограниченным числом приборов 

используются для моделирования систем распределенной обработки данных [3] или, как показано в 

[4], – для анализа изменения числа клиентов торговой компании. 

Исследованием систем с неограниченным числом приборов занимаются со второй половины XX в. 

В [5] была рассмотрена система массового обслуживания типа M|G|∞ – телефонная станция, в которой 

ни один звонок не задерживался и не терялся. В 1960–1980-е гг. публикуется ряд статей [6–10], посвя-

щенных системам GI|G|∞ и G|M|∞. В [9, 11] изучаются системы GI|GI|∞, интенсивность входящего по-

тока в которых стремится к бесконечности, но распределение времени обслуживания фиксировано.  

В [12] доказывается ряд предельных теорем для системы, в которой среднее время обслуживания бес-

конечно. В работе Е. Баштовой и Е. Чернавской [13] показано, что в предельном условии растущего 

времени число заявок в системе имеет гауссовское распределение. 

Как показано в [14–16], модели с неограниченным числом приборов можно применять и в слу-

чаях, когда вероятность достижения загрузки всех каналов достаточно мала. Поэтому модели массо-

вого обслуживания с неограниченным числом приборов последние десятилетия изучаются довольно 

подробно [17–22]. В этих работах исследованы распределения вероятностей числа занятых приборов 

как в стационарном [21], так и в нестационарном случае [19]. И нестационарное распределение веро-

ятностей найдено лишь для пуассоновского входящего потока. Результаты исследования однофазных, 

многофазных систем и сетей массового обслуживания с неограниченным числом приборов и рекур-

рентным обслуживанием представлены в работах [17, 23–25]. Однако все работы объединены общей 

идеей конечного математического ожидания времени обслуживания заявки. Но при рассмотрении мо-

делей, для которых математическое ожидание времени обслуживания заявки бесконечно, все резуль-

таты перестают иметь хоть какое-то логическое обоснование. Поэтому возникает необходимость  
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рассмотреть бесконечнолинейную систему массового обслуживания с бесконечным математическим 

ожиданием времени обслуживания заявки. Такая система с входящим рекуррентным потоком, в кото-

ром интервалы между моментами наступления событий имеют гиперэкспоненциальное распределе-

ние, рассматривается в настоящей работе. 

 

1. Описание модели и постановка задачи  

 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом приборов (рис. 1). 

 
Рис. 1. Система массового обслуживания с неограниченным числом приборов, произвольной функцией 

распределения времени обслуживания заявок В(х) и гиперэкспоненциальным рекуррентным потоком A(x) 

длин интервалов между моментами наступления событий 

 

На вход этой системы поступает гиперэкспоненциальный рекуррентный поток, длины интерва-

лов между моментами наступления событий в котором имеют двухфазную гиперэкспоненциальную 

функцию распределения  

 1 2( ) (1 ) (1 )(1 )
x x

A x q e q e
 

     , (1) 

с параметрами 0 ≤ q ≤ 1, λ1 > 0 и λ2 > 0. Продолжительности обслуживания заявок являются независи-

мыми случайными величинами с функцией распределения B(x) и бесконечным первым моментом,  

т.е. выполняется равенство 

  


0

))(1( dxxB . (2) 

Обозначим i(t) – число заявок (число занятых приборов) в системе в момент времени t. 

Для рассматриваемой системы, в силу условия (2), не существует стационарного распределения 

вероятностей значений процесса i(t), поэтому его нестационарное распределение обозначим 

 })({),( itiPtiP  , (3) 

полагая, что при t = 0 система свободна и в ней нет обслуживаемых заявок. 

Задачей исследований в данной работе является нахождение нестационарного дискретного рас-

пределения P(i, t) числа занятых приборов в момент времени t. 

Для решения поставленной задачи применим метод динамического просеивания [17] (метод про-

сеянного потока). 

 

2. Метод динамического просеивания 

 

Рассмотрим две оси времени t (рис. 2). На первой оси отметим моменты наступления событий 

входящего потока, а также моменты времени t = 0 и t = T > 0. 

Обозначим 

 TttTBtS  0),(1)(  (4) 

вероятность того, что заявка входящего потока, поступившая в момент времени 0 ≤ t ≤ T, будет нахо-

диться в системе в момент времени t = T, занимая один из ее приборов.  

Каждое событие входящего потока, наступившее в момент времени t с вероятностью S(t) просе-

ивается на вторую ось (реализуется динамическое по t просеивание), а с вероятностью 1 – S(t) не рас-

сматривается. По построению на второй оси генерируется нестационарный просеянный поток. 
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Рис. 2. Метод динамического просеивания заявок, поступающих в систему на обслуживание 
 

Обозначим n(t) – число событий просеянного потока, наступивших за время t на интервале [0, t]. 

Доказано [17], что выполняется равенство 

 ,,0),,(})({})({  mTmPmTnPmTiP  (5) 

поэтому для нахождения распределения вероятностей P(i, T) из (3) числа i занятых приборов в системе 

в момент времени t = T достаточно найти распределение вероятностей числа n(t) событий просеянного 

потока, наступивших за время t, и положить t = T. 

Обозначим k(t) – состояние входящего рекуррентного двухфазного гиперэкспоненциального по-

тока в момент времени t, положив k(t) = k, если в момент времени t поток находится на k-й фазе  

(k = 1, 2) двухфазного гиперэкспоненциального распределения A(x) из (1). 

Рассмотрим двумерный случайный процесс {k(t), n(t)}, а его распределение вероятностей обо-

значим 

  ,0,2,1),,(})(,)({ nktn
k

PntnktkP . (6) 

Нетрудно показать, что это распределение Pk(n, t) является решением системы уравнений 
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Для распределения вероятностей Pk(n, t) обозначим частичные по k характеристические функции 

числа n(t) событий, наступивших в просеянном потоке за время t, 
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для которых, в силу (7), запишем систему двух дифференциальных уравнений 

 

( , )
1 { 1 ( 1) ( )} ( , ) { ( 1) ( )} ( , ),

1 1 2 2

( , )
2 {1 ( 1)(1 ) ( )} ( , ) { ( 1)(1 ) ( )} ( , ).

1 1 2 2

H u t ju ju
q e qS t H u t q e qS t H u t

t

H u t ju ju
q e q S t H u t q e q S t H u t

t


        

 



            

 (9) 

Нетрудно показать, что  

 ,),0()0,(
k

Rt
k

Hu
k

H   (10) 

тогда, положив в (9) u = 0, получим для Rk систему двух эквивалентных уравнений 

(1 ) 0,
1 1 2 2

(1 ) 0.
1 1 2 2

q R qR

q R qR

    

   

 

S(t) S(t) 

1-S(t) 1-S(t) 1-S(t) t = 0 
 

t = T 



Система H2|GI|∞ с бесконечным значением среднего времени обслуживания 

75 

Решение {R1, R2} этой системы, удовлетворяющее условию нормировки R1 + R2 = 1, имеет вид: 

 2 ,
1 (1 )

2 1

q
R

q q



   

    
(1 )

1 .
2 (1 )

2 1

q
R

q q

 

   

 (11) 

 

3. Среднее значение числа заявок в системе 

 

Обозначим 

),(

0

),(
t

k
jm

u
u

tu
k

H






 

где mk(t) – частичные первые моменты числа событий, наступивших в просеянном потоке за время t, а 

их сумма m(t) = m1(t) + m2(t) является средним значением числа событий, наступивших в просеянном 

потоке за время t на интервале [0, t]. 

Докажем следующее утверждение. 

Лемма 1. Пусть  






0

))(1( dxxAa  – 

средняя длина интервалов входящего двухфазного гиперэкспоненциального рекуррентного потока, то-

гда среднее значение m(t) = M{n(t)} числа событий, наступивших в просеянном потоке за время t на 

интервале [0, t], имеет вид: 

 .

0

)(
1

)( 
t

dxxS
a

tm  (12) 

Доказательство. Дифференцируя по u равенства (9) и полагая u = 0, для mk(t) получим систему 

двух дифференциальных уравнений 

( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ),
1 1 1 2 2 1 1 2 2

( ) (1 ) ( ) ( ) ( )(1 ) ( ).
2 1 1 2 2 1 1 2 2

m t q m t qm t R R qS t

m t q m t qm t R R q S t

          

         

 

Складывая уравнения этой системы, получим равенство 

( ) ( ) ( ).
1 1 2 2

m t R R S t     

Из этого равенства при начальном условии m(0) = 0 получим 

 ( ) ( ) ( ) ,
1 1 2 2

0

t
m t R R S x dx     (13) 

где для λ1R1 + λ2R2 получаем: 

(1 )
2 1

1 1 2 2 1 2(1 ) (1 )
2 1 2 1

1 1 11 2 ,
1(1 )

2 1 (1 ( )
1 2

0

q q
R R

q q q q

q qq q a
A x dx

  
       

       

 
   

    
  

 

поэтому m(t) из (13) имеет вид 

,

0

)(
1

)( 
t

dxxS
a

tm  

который совпадает с (12). Лемма 1 доказана. 
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Из этой леммы следует утверждение. 

Теорема 1. Пусть B(x) – функция распределения времени обслуживания заявок, тогда математи-

ческое ожидание M{i(T)} числа i(T) заявок в системе H2|GI|∞ в момент времени T определяется равен-

ством 

  
1

M ( ) ( ) (1 ( ))

0

T
i T m T B x dx

a
   . (14) 

Доказательство. В (12) вероятность просеивания S(x) определяется равенством (4), поэтому 




 
T

tT

dyyB
a

t
dxxTB

a
tm ,))(1(

1

0

))(1(
1

)(  

тогда, в силу (5), выполняется равенство 

 
1

M ( ) ( ) (1 ( )) ,

0

T
i T m T B x dx

a
    

которое совпадает с (14). Теорема доказана. 

Далее найдем дисперсию числа заявок в системе. 

 

4. Дисперсия числа заявок в системе 

 

Для центрирования случайного процесса n(t) рассмотрим частичные характеристические функции 

 ,

0

)(
1

exp),(),(
)2(














t

dxxS
a

jutu
k

Htu
k

H  (15) 

где k = 1, 2 для разности n(t) – m(t) = n(t) – M{n(t)}.  

Можно доказать следующее утверждение. 

Лемма 2. Пусть ν = λ1λ2a, тогда дисперсия D(t) числа n(t) событий, наступивших в просеянном 

потоке за время t на интервале [0, t], имеет вид: 

 

2
1 (1 )2 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) .

0 0 01 2

t t xq q yxD t S x dx e S x e S y dy dx
a a a
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 (16) 

Доказательство. В системе (9) выполним совпадающую с (15) замену: 
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для ),(
)2(

tu
k

H  получим систему уравнений  
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Обозначая )(
)2(

t
k

m  – частичные математические ожидания центрированного процесса n(t) – 

M{n(t)}, а Dk(t) – частичные дисперсии числа заявок в системе 
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дифференцируя по u в нуле (17), получим две системы, первая из которых для )(
)2(

t
k

m : 

 

(2) (2) (2) 1( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 2 1
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а вторая – для Dk(t)Ф: 
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Складывая уравнения этой системы и обозначая D1(t) + D2(t) = D(t), получим равенство 
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в котором содержатся комбинации )(
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уравнение системы (18) перепишем в виде обыкновенного неоднородного дифференциального урав-

нения 
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Решение 
)2(

2
m  этого уравнения при начальном условии 0
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m  имеет вид 
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а выражение 
(2) (2)

( ) ( )
1 1 2 2
m t m t    можно переписать в виде: 
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(2) (2) (2)
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При нулевом начальном условии D(0) = 0 из равенства (19) получим выражение для D(t) в виде: 
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Найдем значение коэффициента 2 12 ( )
1

R q
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  
  при интеграле второго слагаемого в (20). При-

нимая во внимание (11), после несложных преобразований, запишем 
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Тогда (20), обозначив λ1λ2a = ν, перепишем в виде: 

2
1 (1 )2 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ,

0 0 01 2
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совпадающем с (16). Лемма доказана. 

Для дисперсии D(T) = M{(i(T) – M i(T)) 2} числа i(T) заявок в момент времени t = T в системе 

H2|GI|∞ можно сформулировать следующее утверждение: 

Теорема 2. Пусть 

 

2
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тогда дисперсия D(T) числа i(T) заявок в момент времени t = T в системе H2|GI|∞ имеет вид: 
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Доказательство. В силу (5) и обозначения (21) дисперсия D(T) числа i(T) заявок в системе сов-

падает с дисперсией D(T) при t = T, определяемой равенством (16), поэтому 
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Интеграл во втором слагаемом этого выражения запишем в виде: 
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t xe S t e S x dx dt

 
    

  

 

И после двойной замены переменных и изменения порядка интегрирования, получим 

(1 ( ))(1 ( ))
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T yT
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e B z B z y dz dy
 


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тогда дисперсию D{i(T)} перепишем в виде: 
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 
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, 

совпадающем с (22). Теорема доказана. 

В статье получены допредельные (при конечном T) характеристики, при этом математическое 

ожидание совпадает с предельным результатом [13]. 

 

5. Дискретная гауссовская аппроксимация распределения вероятностей P(i, T) 

и ее область применимости 

 

Опираясь на результаты Е. Баштовой и Е. Чернавской [13], для аппроксимации нестационарного 

распределения вероятностей используем дискретную гауссовскую аппроксимацию. Обозначим G(x, T) 

функцию гауссовского распределения с параметрами, определяемые равенствами (14) и (22).  

Дадим следующее определение. Дискретной гауссовской аппроксимацией P1(i, T) нестационар-

ного распределения вероятностей P(i, T) числа i(T) заявок в момент времени t = T в системе H2|GI|∞ 

будем называть распределение вероятностей P1(i, T), определяемое равенством 
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Для оценки точности предлагаемой аппроксимации будем применять расстояние Колмогорова 

Δ, определяемое равенством 
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При нахождении значений точности Δ оценку исходного нестационарного распределения веро-

ятностей P(i, T) найдем, применяя имитационное моделирование системы H2|GI|∞ при заданных зна-

чениях параметров q = 0,5, λ1 = 6 и λ2 = 30 гиперэкспоненциального распределения длин интервалов 

входящего рекуррентного потока A(x), определяемого формулой (1) и заданной функцией распределе-

ния B(x) времени обслуживания заявок. Тогда интенсивность входящего потока 
1

10
a

   . 

Функцию распределения B(x), удовлетворяющую свойству (2), возьмем в виде: 

 ( ) , 0 1,

1

x
B x

x



   



 (25) 

задав определённое значение параметра 0 1   . 

На рис. 3–5 приведены графики распределения вероятностей числа занятых приборов в системе, 

полученных методом имитационного моделирования и гауссовской аппроксимацией с заданными па-

раметрами. 
 

 
 

Рис. 3. Распределение вероятностей P(i, T), полученное с помощью имитационного моделирования (пунктирная линия),  

и гауссовская аппроксимация P1(i, T) (сплошная линия) при γ = 1 и T = 0,25 



А.А. Назаров, Е.Е. Худяшова, А.Н. Моисеев 

80 

 
 

Рис. 4. Распределение вероятностей P(i, T), полученное с помощью имитационного моделирования (пунктирная линия),  

и гауссовская аппроксимация P1(i, T) (сплошная линия) при γ = 1 и T = 1 
 

 
 

Рис. 5. Распределение вероятностей P(i, T), полученное с помощью имитационного моделирования (пунктирная линия),  

и гауссовская аппроксимация P1(i, T) (сплошная линия) при γ = 1 и T = 25 
 

В таблице приведены значения расстояния Колмогорова для указанных распределений при раз-

личных значениях параметров γ и T. 
 

Расстояние Колмогорова между результатами имитационного моделирования  

и гауссовской аппроксимацией 
 

γ 

Т 
0,25 0,5 1 5 10 25 

1 0,118 0,069 0,041 0,020 0,017 0,015 

0,5 0,124 0,074 0,044 0,018 0,014 0,011 

0,25 0,124 0,083 0,046 0,017 0,012 0,009 

 

Будем считать, что нас удовлетворяет точность Δ < 0,05. Тогда, как видно из результатов числен-

ного моделирования, областью применимости гауссовской дискретной аппроксимации является зна-

чение параметра времени T ≥ 1, при котором расстояние Колмогорова Δ дает значение меньше 0,05.  

 

Заключение 

 

В работе получено аналитические выражение для среднего значения и дисперсии числа заявок  

в системе массового обслуживания с неограниченным числом приборов и гиперэкспоненциальным ре-

куррентным входящим потоком, длины интервалов между моментами наступления событий в котором 

имеют двухфазную гиперэкспоненциальную функцию распределения. С помощью имитационного  
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моделирования показано, что возможно применение дискретной гауссовской аппроксимации распре-

деления вероятностей, установлена область применимости этой аппроксимации. Предложенный под-

ход может быть применен к аналогичным задачам для систем с другими рекуррентными входящими 

потоками. 
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The paper deals with queueing systems with an unlimited number of devices and renewal arrival process, in which the lengths of 

inter-arrivals have a two-phase hyper-exponential distribution function: 

 1 2( ) (1 ) (1 )(1 )x xA x q e q e      . (1) 

Service times are independent and identically distributed with distribution function ( )B x  and they have infinite first moments, that is 

 
0

(1 ( ))B x dx



   . (2) 

Due to expression (2), there is no stationary probability distribution of the number of customers in the considered system. Using the 

method of dynamic screening, the average value and variance of the number of customers in the system are obtained. Mean of the 

number of customers in the system at the instant T is given by expression 

  
0

1
( ) (1 ( ))

T

M i T B x dx
a

  , (3) 

where 
1

a
   is an intensity of the arrival process. 

Variance of the number of customers in the system at the instant T is determined by the following expression: 

  
0 0 0

1
( ) (1 ( )) (1 ( ))(1 ( )) ,

T yT T

yD i T B x dx e B x B x y dx dy
a




 

        
  

    (4) 

where 

2

2 1

1 2

(1 )
θ 2 ,

q q

a a

    
  

  
 and 1 2a    . 

A numerical implementation of the discrete Gaussian approximation of the probability distribution ( , )P i T  is proposed. The 

range of applicability of the proposed approximation is determined using simulation approach. 
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ЭКСПЕРТНАЯ СИСТЕМА АГРЕГИРОВАННОЙ ОЦЕНКИ  

УРОВНЯ ПРОМЫШЛЕННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ 

 

Представлена экспертная система для исследования уровня промышленной безопасности методом логико- 

аксиологического оценивания качества технических систем. Агрегированная оценка уровня безопасности 

определяется в зависимости от степени выполнения мероприятий (факторов) классов (оценка аудитора), цен-

ности каждого мероприятия и каждого класса в целом для промышленной безопасности (оценки эксперта). 

Программное обеспечение написано под платформу MS Windows, поддерживающую MS.Net Framework 4.0. 

Графический интерфейс создан на основе технологии WPF. Для разделения логики приложения от интерфейса 

применен паттерн проектирования MVVM. В качестве хранилища данных использована СУБД SQLite. С по-

мощью подхода Database-First в Entinity Framevork 6.0 сгенерирована ORM (Object-Relational Mapping) данных.  

Ключевые слова: классы факторов; агрегированная оценка; экспертная система; объектно-реляционное отоб-

ражение модели данных; WPF-приложение. 

 

 

Несмотря на большое число работ в области оценки риска проблема количественного определения 

уровня промышленной безопасности опасных производственных объектов (ОПО) еще не решена [1]. 

Уровень промышленной безопасности ОПО оценивают, как правило, вероятностно-статистическими 

методами по значениям таких эксплуатационных характеристик, как число аварий, случаев смертель-

ного травматизма, отношение числа травмированных работников к объему добытой продукции, вели-

чина ущерба последствий от аварий и инцидентов и т.п. [2–7]. Следует отметить, что данные показа-

тели не в состоянии адекватно отразить реальную картину, так как, например, число аварий – от 100 

до 200 в год, а общее количество поднадзорных ОПО 110 тыс. [2].  

 

1. Логико-аксиологическое оценивание уровня промышленной безопасности 

 

Большой интерес представляет логико-аксиологическое оценивание качества технических си-

стем, методика которого изложена в работах [8–10]. Используем этот метод для оценки уровня про-

мышленной безопасности на ОПО. Гипотеза: снижение безопасности ОПО обусловлено наличием 

«НЕ-факторов» – некачественная реализация организационных и технологических мероприятий, не-

подходящие условия труда, неадекватные средства индивидуальной защиты и тому подобное приводят 

к авариам и профессиональному поражению (профессиональные заболевания и производственный 

травматизм) работников. Безаварийное функционирование любого ОПО требует совместного действия 

всех входящих в него подсистем, и ущерб состояния какой-либо подсистемы влечет за собой ущерб 

безопасности ОПО в целом. Ущерб описывается набором нечетких причинно-следственных связей 

(продукций) вида: «Если НЕ-А, то НЕ-В», где В относится к оцениваемому компоненту (уровень без-

опасности), а А – к одной из непосредственно образующих его подсистем, функциональных элементов 

(факторов). Состояние каждого из компонентов выражается числами из интервала [0, 1]. При этом 1 

означает полноценное функционирование компонента, а 0 – его утрату. То есть речь идет о нечеткой 

https://1cert.ru/stati/metody-otsenki-urovnya-promyshlennoy-bezopasnosti-na-opasnykh-proizvodstvennykh-obektakh
https://1cert.ru/stati/metody-otsenki-urovnya-promyshlennoy-bezopasnosti-na-opasnykh-proizvodstvennykh-obektakh
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истинности суждений «Компонент А функционирует полноценно» и «Компонент В функционирует 

полноценно». Нечеткость формализует и степень влияния ущерба компонента А на ущерб компонента 

В, которая оценивается числом из интервала [0, 1]. Фактически речь идет об истинности причинно-

следственной связи «Ущерб функционирования А влечет ущерб функционирования В». Истинность 

этой связи названа ценностью А для В. 

Система обеспечения безаварийности и промышленной безопасности на ОПО описывается соот-

ветствующей системой продукций, например: 

НЕ (верно, что)-«обучение и инструктаж персонала проводятся своевременно и качественно»  

НЕ (верно, что)-«организационные мероприятия обеспечены и т.п.  

Кроме того, используются агрегирующие продукции вида: 

НЕ-«организационные мероприятия обеспечены»  НЕ-«уровень промышленной безопасности 

в норме» и т.д. 

Само оценивание выглядит как нечеткий присоединенный вывод на базе знаний (БЗ), сформиро-

ванной на сложившихся в технической литературе представлениях о принципах безаварийного и бес-

травматичного выполнения работ на ОПО. Прямой вывод реализуется на основе технологии эксперт-

ных систем (знаниевые технологии) как нечеткий присоединенный вывод на БЗ, состоящей из продук-

ций А  В. Стартовыми фактами выступают оценки состояния исходных функциональных элементов 

системы производственной безопасности, а результатом – агрегированная оценка уровня промышлен-

ной безопасности в целом [11].  
 

2. Диаграмма использования экспертной системы 

 

Программный продукт AREOI (Aggregated Risk Estimate of Indusrial Accidents) является 

практической реализации информационной системы для проведения экспертизы в рамках 

исследования уровня промышленной безопасности ОПО. Диаграма использования экспертной 

системы (ЭС) AREOI приведена на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Диаграмма использования ЭС AREOI 
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В качестве пользователей могут выступать три категории (разделение прав доступа 

пользователей предусмотрено, но в данной версии ПО не реализовано): пользователь-руководитель 

обследования, пользователь-эксперт, пользователь-аудитор. 

Пользователь-руководитель обследования может иницировать в программе создание нового 

обследования (исследования) уровня промышленной безопасности на ОПО. Для реализации этого 

действия разработан отдельный модуль, который в рамках диалога с пользователем позволяет выбрать 

производственный объект, назначить аудиторов и экспертов, а также указать значимость (вес) мнения 

каждого проверяющего.  

Для выбора промышленных объектов, экспертов и аудиторов в программе реализована группа 

расширяемых справочников, и пользователь может в процессе работы паривлекать недостающие 

данные. 

Пользователь-эксперт в уже созданном исследовании оценивает ценность влияния каждого 

фактора на выполнение класса фактора безопасности, а также оценивает степень влияния (ценность) 

класса на общую оценку уровня промышленной безопасности. После ввода экспертом оценок 

программа производит перерасчет взешенной оценки каждого фактора и класса факторов с учетом веса 

мения данного эксперта, а также других экспертов, участвующих в обследовании. 

Пользователь-аудитор в уже созданном исследовании дает оценку выполнению фактора 

безопасности на промышленном объекте. После ввода аудитором оценок ЭС производит перерасчет 

взешенной оценки каждого фактора с учетом веса мения данного аудитора, а также других аудиторов, 

участвующих в обследовании. 

 

3. Архитектура экспертной системы 

 

Архитектура приложения приведена на рис. 2. Програмный продукт написан под платформу  

MS Windows, поддерживающую MS.Net Framework версии 4.0 и выше. То есть программа работает 

под управлением операционных систем (ОС) MS Windows XP с установленным MS.Net FW 4.0 и более 

старшими ОС (MS Windows 7, MS Windows 8, MS Windows 10).  

 

 
 

Рис. 2. Архитектура программы AREOI 
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Программный продукт AREOI является настольным приложением с графическим интерфейсом 

на основе технологии WPF (Windows presentation foundation). Для разделения логики приложения от 

интерфейса пользователя был применен паттерн проектирования MVVM (Model–View–ViewModel / 

модель–представления–модель представления) [12, 13].  

Модель представляет бизнес-логику приложения и реализована в формате системы отношений 

классов сущностей. Эту модель формирует Entinity Framevork 6.0 [14, 15], являющийся частью 

платформы MS. Net Framework 4.0. Реализованный в программе механизм взаимодействия с Entinity 

Framevork 6.0 считывает из базы данных структуру данных и генерирует данные в форме объектов 

данных. 

В качестве хранилища данных использована свободная (публичное достояние) СУБД SQLite [16]. 

SQLite представляет внутрипроцессную библиотеку, которая реализует встроенное автономное ядро 

базы данных SQL без сервера с нулевой конфигурацией. В отличие от большинства других баз данных 

SQL, SQLite не имеет отдельного серверного процесса. SQLite читает и записывает непосредственно  

в обычные дисковые файлы. Полная база данных содержится в одном areoi.sqlite. Формат файла базы 

данных кросс-платформенный, что позволяет свободно копировать базу данных между 32-разрядной 

и 64-разрядной системами или между различными архитектурами. При всех достоинствах SQLite – это 

компактная библиотека. При включении всех функций размер библиотеки СУБД может не превышать 

500 КБ [17]. С помощью подхода Database-First в Entinity Framevork 6.0 сгенерирована ORM-модель 

данных [18]. Имена классов объектной модели классов совпадают с наименованием таблиц БД 

(таблица). 
 

Структура таблиц базы данных 
 

Имя таблицы 

данных 
Описание сущности 

Classes Множество классов факторов промышленной безопасности 

Factors Множество факторов промышленной безопасности 

Expertises Множество экспертиз промышленной безопасности 

Experts Сведения об экспертах и аудиторах, задействованных в обследовании промышленной безопасности 

IndustrialObjects Множество промышленных объектов 

ClassesExpertises 
Подмножество классов факторов из Classes, включенных в экспертизы и их экспертная оценка цен-

ности (влияния на промышленную безопасность) 

FactorExpertises Подмножество факторов из Factors, включенных в экспертизу, и их экспертная оценка ценности  

FactorsAudits Оценки аудиторов по экспертизе исполнения факторов промышленной безопасность объектов 

 

Отметим, что в коде, реализующем класс сущности, множественные отношения исполнены 

обобщенными коллекциями с поддержкой интерфейса ICollection, например такими, как HashSet<…>. 

В соответствии с паттерном проектирования MVVM, в пространстве имен Areoi.ViewModel созданы 

модели представлений данных, являющиеся некой обверткой класса (wrapper) модели, поддерживаю-

щей интерфейс INotifyPropertyChanged. Реализация данного интерфейса на основе фреймов позволяет 

динамически обновлять содержимое связанных элементов управления пользовательского интерфейса 

при изменении данных [12, 13]. То есть главное окно программы, реализованное классом MainWindow, 

содержит контейнер для размещения фреймов и привязку к контексту данных ApplicationViewModel. 

В соответствии с диаграммой использования (см. рис. 1) контроллер приложения привязывает пред-

ставления из пространства имен Areoi.Views, реализованные в виде компонентов, наследуемых от ба-

зового класса System.Controls.Frame.  
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4. Руководство по использованию экспертной системы 

 

При запуске приложения открывается основной экран программы (рис. 3).  
 

 
 

Рис. 3. Главный экран AREOI 
 

В области 1 выводится список промышленных объектов, а в области 2 – список проведенных на 

выбранном объекте экспертиз промышленной безопасности. При активации экспертизы открывается 

детализированная информация (рис. 4). В позиции 1 указывается общая информация об экспертизе, 

включающая описание, заметки и дату проведения экспертизы. В позиции 2 приводится оценка про-

мышленной безопасности и гистограмма распределения степени выполнения факторов и ценности 

классов факторов промышленной безопасности (позиция 3). 
 

 
 

Рис. 4. Сводная информация по экспертизе AREOI 
 

Для детальной информации по экспертизе следует перейти на экран экспертизы, выбрав кнопку 

«Подробно». Структура классов построена в форме дерева и содержит систематизированный по клас-

сам перечень факторов, а также агрегированные оценки этих факторов и классов.  

При выборе в дереве фактора промышленной безопасности, например, организационного класса, 

(рис. 5) область в позиции 2 отведена для просмотра и редактирования оценок аудитора по выбранному 

фактору. Фактор «отсутствие или некачественное проведение обучения и инструктажа» является клю-

чевым (его экспертная ценность равна 1). 
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Рис. 5. Детальные сведения об экспертизе (выбор фактора) 
 

В таблице рис. 5 указываются фамилия и инициалы аудитора, должность, вес эксперта (задаются 

при создании экспертизы) и выставленная им оценка. Изменение оценки приводит к пересчету всех 

показателей экспертизы. Круговая диаграмма в области 2 выводит взвешенную оценку аудита с учетом 

весов аудиторов. Взвешенные оценки мнений экспертов и аудиторов определялись с учетом их компе-

тентности [19]. Область в позиции 3 посвящена экспертизе ценности выбранного фактора. Также в 

таблице приведены фамилии, инициалы, должности, вес эксперта и его оценка. Элемент в поз. 4 выво-

дит взвешенное значение ценности влияния фактора на промышленную безопасность. При изменении 

оценки ценности производится перерасчет всех показателей экспертизы. 

При выборе, например, организационного класса факторов (рис. 6) приводится гистограмма рас-

пределения степени выполнения факторов организационного класса на ОПО (по мнению аудиторов), 

позволяющая визуально оценить, какие факторы сыграли решающую роль в снижении уровня про-

мышленной безопасности.  
 

 
 

Рис. 6. Детальные сведения об экспертизе (выбор класса фактора) 
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Перемещая бегунок в области 1 можно проследить взвешенную степень выполнения всякого 

фактора каждого класса, по мнению аудиторов, а в левом верхнем углу – рассчитанные агрегированные 

оценки по данному классу и уровня промышленной безопасности (по всем классам). Кроме того, име-

ется возможность внести оценки экспертов.  

Важным этапом работы программы является создание новой экспертизы. Этот процесс реализо-

ван в форме «мастера», представляющего многошаговый диалог с пользователем. Активизируется он 

с помощью меню ЭКСПЕРТИЗА | НОВАЯ ЭКСПЕРТИЗА. Вначале запрашивается общая информация, 

далее пользователь должен выбрать промышленный объект. При отсутствии в списке необходимого 

объекта пользователь может его тут же добавить, внеся новую запись в справочник объектов. Затем 

следует выбрать экспертов и аудиторов и установить их компетентностные веса. После ввода всей ин-

формации программа генерирует новые данные для проведения опроса экспертов и аудиторов и вы-

числения агрегированной оценки. 

Справочники для работы информационной системы реализованы в форме ленточных форм с вы-

зовом редакторов. Для редактирования, например, справочника экспертов требуется вызвать пункт 

меню ЭКСПЕРТИЗА | МЕНЕДЖЕР ЭКСПЕРТОВ.  

Системные требования программы AREOI: операционная система Microsoft Windows 7 и выше; 

установленный MS .Net Framework v. 4.0 и выше. Требования к частоте процессора – минимум 1 ГГц. 

Размер ОЗУ – минимум 512 МБ. Свободное место на диске (минимум): 32-разрядная версия ОС – 

850 МБ, 64-разрядная версия ОС – 2 ГБ. 

 

Заключение 

 

Разработанная экспертная система может быть использована как при проведении аудита и экс-

пертизы промышленной безопасности, так и при разработке мероприятий, направленных по повыше-

ние уровня безопасности. Экспертная система выводит гистограмму распределения классов факторов 

промышленной безопасности, из которой наглядно видно, за счет какого класса факторов снижается 

уровень промышленной безопасности.  
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The software product is a practical implementation of the information system for the examination in the framework of researching 

the level of industrial safety of production facilities using the method of logical and axiological evaluation of the quality of technical 

systems. The aggregated safety assessment is automatically determined according to the level of performance of class events  

(the auditor's assessment), the degree of influence of each activity and each class as a whole on industrial safety (expert assessments). 

The advantage of logical-axiological evaluation is the possibility of introducing key factors and classes of factors. Key factors are 

factors (classes of factors), the absence (unrealized) of which devalues the entire system. It's new in such an assessment. 

As users, there are three categories of users: user-supervisor of the survey, user-expert, user-auditor. 

The user-manager of the survey can initiate in the program the creation of a new survey of the level of industrial safety at the 

production facility. To implement this action, a separate module has been developed that allows you to select a production facility, 

assign auditors and experts as part of a dialogue with the user, and also indicate the weight (importance) of the opinion of each inspector. 

For the selection of industrial facilities, experts and auditors, the program implemented a group of expandable directories. Their 

user can add missing information during the work. 

The user-expert evaluates the degree of influence of each factor on the completeness of the implementation of the corresponding 

class of security factors in the form of a so-called value; with the help of value, it also determines the degree of influence of the class 

of factors on the overall assessment of the state of industrial safety. For a key factor, the failure of which leads to an accident, personal 

injury, the value is one. 

After the expert enters the evaluations, the program recalculates the weighted estimate of each factor and factor class, taking into 

account the weight of the expert's opinion, as well as other experts participating in the survey. 

The user-auditor in the already created research assesses the performance of safety factors at the industrial site. After the auditor 

enters the estimates, the program calculates an aggregate assessment of the state of industrial safety of the enterprise, taking into account 

the opinions of experts and auditors. Preliminary recalculation of the weighted estimation of each factor taking into account weight of 

opinion of the given auditor, and also other auditors participating in inspection is made. 

When developing the expert system (ES), modern information technologies were used. The information expert system "Areoi" for 

the aggregate assessment of the level of industrial safety and protection against occupational injuries is written under the MS Windows 

platform supporting MS.Net Framework version 4.0 and higher. The graphical interface is based on WPF (Windows Presentation 

foundation) technology based on frames. To separate the application logic from the user interface, the MVVM design pattern was 

applied, which represents the separation of the application's business logic and is implemented in the format of an entity-class relation-

ship system. The free software of SQLite DBMS is used as data storage. Using the Database-First approach, an ORM object-relational 

mapping of the data model is generated in Entinity Framevork 6.0. 

The developed expert system can be used both during the audit and examination of industrial safety, and in the development of 

activities aimed at improving the level of safety. 

 

Keywords: classes of factors; the aggregate estimate; expert system; object-relational mapping of the data model; WPF application. 
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