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Рассматривается задача управления с прогнозированием по квадратичному критерию для класса дискретных 

стохастических систем с марковскими скачками и мультипликативным шумом, описываемым векторной авто-

регрессионной моделью с марковским переключением режимов, при ограничениях на управляющие воздей-

ствия. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии сводится к решению последовательности задач квадра-

тичного программирования. 
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Системы с марковскими скачкообразными параметрами нашли широкое признание и примене-

ние в практике управления многими реальными процессами [1]. Примерами могут служить сложные 

производственно-технологические, энергетические и технические системы. Эффективным подходом к 

решению задач управления такими системами при ограничениях на состояния и / или управления яв-

ляется метод управления с прогнозирующей моделью [2]. Прогнозирующее управление дискретными 

линейными системами с марковскими переключениями режимов рассматривалось в работах [3–8]. Ме-

тод управления с прогнозированием нелинейными системами с марковским переключением режимов, 

основанный на генерации сценариев, рассматривался в [9]. Отметим, что сценарный подход требует 

значительных вычислительных затрат. В работе [10] рассматривается задача управления с прогнози-

рованием для класса нелинейных систем с марковскими скачками при ограничениях на управления.  

В [10] предполагается, что нелинейное слагаемое зависит от состояния, управления и последователь-

ности независимых шумов и описывается статистическими характеристиками. 

В данной работе рассматривается класс дискретных стохастических систем с марковскими скач-

ками и мультипликативным шумом, описываемым векторной авторегрессионной моделью с марков-

ским переключением режимов (MSVAR, [11]). Синтезированы стратегии управления с прогнозирова-

нием по квадратичному критерию при ограничениях на управляющие переменные. Алгоритм синтеза 

сводится к решению последовательности задач квадратического программирования. 

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть объект управления описывается уравнениями 

 1 1 1 1[ ] [ , ] ,k k k k k kx A x B y u         (1) 

 1 1 1 1 1[ ] [ ] [ ] ,k k k k k ky y w            (2) 
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  

  

                      (4) 
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  1 1 , 1 1
1

[ , ] [ ] [ ] [ ] ,, u ui i i i i n ni i
k k i k k k

i

B y B y B B w B


   



           (5) 

где xn
kx   – вектор состояния, un

ku   – вектор управления, 
q

ky   – последовательность  случай-

ных векторов, 
q

kw   – вектор белых шумов с нулевым средним и единичной матрицей ковариации, 

, 1, 1,i k i    – компонента вектора θk+1, θk = [δ(τk,1), …, δ(τk,ν)]T, где δ(τk,j) – функция Кронекера,  

τk (k = 0, 1, 2, ..., ν) – однородная дискретная марковская цепь с конечным множеством состояний  

{1, 2, …, ν}, известной матрицей переходных вероятностей P = [Pi,j] и известным начальным распреде-

лением. Матрица B зависит от yk линейно. Предполагается, что векторы xk, yk, а также состояние мар-

ковской цепи в момент времени k доступны наблюдению. Последовательности wk и θk независимы. 

Дискретная марковская цепь с конечным множеством состояний {1, 2, …, ν} и матрицей пере-

ходных вероятностей P допускает следующее представление в пространстве состояний [12]:  

 1 1,k k kP        (6) 

где {υk} – последовательность мартингал-разностей с условными моментами 

 1{ | } 0,k kE      (7) 

T
1 1{ | } diag{ } diag{ }.k k k k kE P P         

На управляющие воздействия наложены ограничения: 

 min max ,k k k ku S u u    (8) 

где up n
kS


 , min max, p

k ku u  . 

Для решения сформулированной задачи используем методологию управления с прогнозирую-

щей моделью. Данный подход позволяет получить стратегии управления с обратной связью с учетом 

явных ограничений на управляющие воздействия. Стратегии управления с прогнозированием опреде-

ляются по следующему правилу. На каждом шаге k минимизируем функционал со скользящим гори-

зонтом управления 

 T 1 T
| 1| 1 1|

1

{ | , , }
m

k m k k i k i k i k i k k i k i k k k k
i

J E x R x u R u x y         


     (9) 

на траекториях системы (1)–(6) по последовательности прогнозирующих управлений uk|k, ..., uk+m-1|k, 

зависящих от состояния системы в момент времени k, при ограничениях (8), где m – горизонт прогноза, 

k – текущий момент времени, 1
10, 0k i k iR R     – весовые матрицы соответствующих размерностей. 

В качестве управления в момент времени k берем uk = uk|k. Тем самым получаем управление uk как функ-

цию векторов xk, yk и состояния марковской цепи θk, т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить 

управление uk+1 на следующем шаге, процедура повторяется для следующего момента k + 1 и т.д. 

 

2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 

 

Рассмотрим задачу минимизации критерия (9) по последовательности прогнозирующих управ-

лений uk|k, ..., uk+m-1|k, при ограничениях (8).  

Теорема. Вектор прогнозирующих управлений 
T T T
| 1|,...[ ],k k k k m kU u u   , минимизирующий крите-

рий (9) при ограничениях вида (8), на каждом шаге k определяется из решения задачи квадратичного 

программирования с критерием вида: 
T T

| 2k m k k k k k k kY x G U U H U   , 

при ограничениях 

 
min max .k kkk UU S U    (10) 

Оптимальное управление равно 

0 ... 0
u u un n nk kUIu     , 
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где  

1diag( ,..., )k k mkS S S   , 

   
T T

min min min
1,...,k k k mU u u  

 

  

,     
T T

max max max
1,...,k k k mU u u  

 

  

, 

unI  – единичная матрица размерности nu, 0
un  – квадратная нулевая матрица размерности nu, Hk, Gk – 

блочные матрицы, блоки которых равны: 

 

111 1

1

min( , )1 1

min( , )

( ,..., )T
, 1

1 1 1

( ,..., )T

1 1 1 1

... [ ... ] [ ... ] 2 [ ... ]

... [ ... ] [ ... ]

j jtt t t t t t

t

j l tj jt t t t l l

j l t

t i ii ii i i i i ii i
tt k k t k kk

i i j

t t i ii ii i i i i i
k

j l i i

H R B y Q B y B

B Q B



 

 

 
  

 

   

 
             

 

          

 1 1( ,..., )T

1 1 1

... [ ... ] [ ... ] ,j tj j j jt t t t

j t

t i ii i i ii i i i
k j k jk

j i i

E B w Q B w 
 

 
  

        

  (11) 

     1 111 1

1

TT ( ,..., )T
,

1 1 1

... [ ... ] ... [ ... ] [ ... ]ff f f j jt t t t t

f

fi ii i i i ii i i i ii i
tf k k kk

i i j

H B y A A Q B y B 
 

  

 
            

 
 (12) 

   

   

11 1 1

1

min( , )1 1 1

min( , )

TT ( ,..., )T

1 1 1

TT ( ,..., )T

1 1 1 1

... [ ... ] ... [ ... ]

... [ ... ] ... [ ... ]

... [

fj j f f ft t t

f

j l fj j f f ft t t l l

j l f

t

t i ii i i i ii i i i
kk

j i i

ft i ii i i i ii i i i i
k

j l i i

i

B A A Q B y

B A A Q B

E B

 

  

 

  

 

   

        

          

     1 11

TT ( ,..., )T

1 1 1

... ] ... [ ... ] ,j fj j f f f j jt t

j f

t i ii i i i i i ii i
k j k jk

j i i

w A A Q B w 
 

 
  

 
        

 

 

 

   

   

11 1

1

111

1

TT ( ,..., )
,

1 1

TT ( ,..., )

1 1 1

... ... [ ... ]

... ... [ ... ].

tt t t

t

j jtt t t

t

i ii i ii i
t k kk

i i

t i ii ii i ii
k

j i i

G A A Q B y

A A Q B 

 

 

 

  

    

     

  (13) 

Последовательность матриц 
( ,..., )t fi i

kQ ( , 1, )t f m  определяется рекуррентными уравнениями 

   11 1

1

T( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )1

1

, 1, 2, ,t f t f t ff f

f

i i i i i ii i

k fk k k
i

Q R A Q A t m f t 








       (14) 

   11 1

1

T( ) ( , )1

1

, 1, 1,t t tt t

t

t

i i ii it
i k k tk k

i

Q L P R A Q A t m 








      (15) 

 
( ) 1m

m

i m
i k k mkQ L P R   , (16) 

c граничными условиями: 

 
( ,..., ) ( ,..., ) 1 , 1, 1,t m t mi i i i

k mk kQ R t m    (17) 

где 

 
1 1 2 1

( ,..., )

, , , ,( | )... , 1, 1, ,t f

f f f f t t t

i i

i i i i i i i k t kk P P P t m f t
           (18) 

,( | )ti k t k  – компонента вектора | ,t
k t k kP    

1
0,...,0,1,0,...,0 , 1, ; 1, .

ti tL i t m


     

Доказательство. Критерий (9) можно записать следующим образом: 
T 1 T T 1 T

| 1 1 1 | | 2 2 2 1| 1 1|

T 1 T
1| 1 1| 1 1 1 1 1 1

{ {

... { | , , }... | , , } | , , }.

k m k k k k k k k k k k k k k k k k k

k m k m k m k m k k m k m k k m k m k m k k k k k k

J E x R x u R u E x R x u R u

E x R x u R u x y x y x y

         

                 

    

     
 (19) 

Выражая xk+m через xk+m-1 с использованием (1)–(5), получим: 

  , 1 1 1 1 1
1

[ ] [ ] [ ] .m m m m m m m

m

m

i i i i i i i
k m i k m k m k m k m k m k m k m

i

x A x B y u B u B w u


            


         (20) 
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Вычисляя последовательно операторы математического ожидания в выражении (19) с использо-

ванием уравнений (20) и (6), получим  

       111 1 1 1

1 1

TT T ( ,..., )( )T T
| 1|

1 1 1 1

2 ... ... [ ... ]tt t t

t

m
i ii i i ii i i i

k m k k k k k k t kk k
i t i i

J x A Q A x x A A Q B y u
  

  
   

          (21) 

    111

1

TT ( ,..., )T
1|

1 1 1 1

2 ... ... [ ... ]j jtt t t

t

m t i ii ii i ii
k k t kk

t j i i

x A A Q B u
 

 
   

         

11 1

1

( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1

... [ ... ] [ ... ]tt t t t

t

m
i ii i i ii i

k t k k k k t kk
t i i

u B y Q B y u
 

   
  

         

min( , )1 1

min( , )

( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1 1

... [ ... ] [ ... ]j l tj jt t t t l l

j l t

m t t i ii ii i i i i i
k t k k t kk

t j l i i

u B Q B u 
 

   
    

             

111

1

( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1

2 ... [ ... ] [ ... ]j jtt t t t

t

m t i ii ii i i ii
k t k k k t kk

t j i i

u B y Q B u
 

   
   

           

 1 1( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1

... [ ... ] [ ... ]j tj j j jt t t t

j t

m t i ii i i ii i i i
k t k k j k j k t kk

t j i i

u E B w Q B w u 
 

     
   

            

    111 1

1

T1 T ( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1

2 ... [ ... ] ... ( ) [ ... ]f f f ft t t

f

m m i i i i ii i ii i
k t k k k k f k

t f t i i

u B y A A Q k B y u
  

   
    

        

    1 111

1

T1 T ( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1 1

2 ... [ ... ] ... [ ... ]ff f f j jt t t

f

fm m i ii i i i ii i ii
k t k k k f kk

t f t j i i

u B y A A Q B u
  

   
     

          

    11 1 1

1

T1 T ( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1 1

2 ... [ ... ] ... [ ... ]fj j f f ft t t

f

m m t i ii i i i ii i i i
k t k k k f kk

t f t j i i

u B A A Q B y u 
  

   
     

            

    min( , )1 1 1

min( , )

T1 T ( ,..., )T T
1| 1|

1 1 1 1 1 1

2 ... [ ... ] ... [ ... ]j l fj j f f ft t t l l

j l f

fm m t i ii i i i ii i i i i
k t k k f kk

t f t j l i i

u B A A Q B u  
  

   
      

            

    



1 1

1

T1 T
T T

1|
1 1 1 1 1

( ,..., ) T
1| 1| 1 1|

1

2 ... [ ... ] ...

[ ... ] .

j j ft t t

j f

j f f f j j

m m t i i ii i i
k t k k j

t f t j i i

mi i i i i i

k j k f k k t k k t k t kk
t

u E B w A A

Q B w u u R u

 



  

  
     

        


        

     

 

Последовательности матриц 
( ,..., )

, ( , 1, )t fi i

kQ t f m  определяются рекуррентными уравнениями (14)

–(18). 

Выражение (21) можно записать в матричной форме: 

   11 1

1

T
( )T T T

|
1

2 ,
ii i

k m k k k k k k k k kk
i

J x A Q A x x G U U H U





    (22) 

где Gk, Hk имеют вид (11)–(13). 

Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (22) при ограничениях (10), которая экви-

валентна задаче квадратичного программирования с критерием (9) при ограничениях (8). 

 

Заключение 

 

В работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадратичному 

критерию для класса дискретных систем с марковскими скачками и авторегрессионным мультиплика-

тивным шумом с переключающимися режимами. Данный подход позволяет в явном виде учесть огра-

ничения на управления. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии включает решение последова-

тельности задач квадратичного программирования. 
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Assume that the plant to be controlled can be described by the following model 

 1 1 1 1[ ] [ , ] ,k k k k k kx A x B y u         (1) 

 1 1 1 1 1[ ] [ ] [ ] ,k k k k k ky y w              (2) 

 ,
1

[ ] , ,x xi i
k i k

n n

i

A A A





    (3) 

 , , ,
1 1 1

[ ] , [ ] , [ ] ; , , ,i i i i i i
k i k k i k k i k

i i

q

i

q q
  

  

                     (4) 

  1 1 , 1 1
1

[ , ] [ ] [ ] [ ] ,, , , u u
i ii ii i i i i

k k i k k k
n

i

n
B y B y B B w B B B



  





          (5) 

where xn

kx   is the vector of states, un

ku  is the vector of control inputs, q

ky   is a sequence of stochastic vectors, q

kw   is 

a zero mean independent random sequence; θi,k+1 (i = 1, ) are the components of the vector θk+1, θk = [δ(τk, 1), …, δ(τk, ν)]T, δ(τk, j) is  

a Kronecker function; {τk; k = 0, 1, 2, …} is a finite-state discrete-time homogeneous Markov chain taking values in {1, 2, …, ν} with 

transition probability matrix P = [Pij]. All of the elements of matrix B are assumed to be linear functions of vector y.  

We impose the following inequality constraints on the control inputs (element-wise inequality): 

                                                   
min max ,k k k ku S u u                                                         (6) 

where up n
kS


 , 

min max, p
k ku u  . 

For control of system (1)–(5) we synthesize the strategies with a predictive control model. At each step k we minimize the quadratic 

criterion with a receding horizon 

T 1 T
| 1| 1 1|

1

{ | , , },
m

k m k k i k i k i k i k k i k i k k k k
i

J E x R x u R u x y         


    

on trajectories of system (1) over the sequence of predictive controls uk|k, ..., uk+m–1|k dependent on information up to time k, under 

constraints (6), where
1

10, 0k i k iR R    are given symmetric weight matrices of corresponding dimensions; m is the prediction  

horizon, k is the current moment. The synthesis of predictive control strategies is reduced to the sequence of quadratic programming 

tasks. 
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