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К ОПТИМАЛЬНОСТИ ОСОБЫХ В КЛАССИЧЕСКОМ СМЫСЛЕ УПРАВЛЕНИЙ  

В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

СИСТЕМАМИ С ПЕРЕМЕННОЙ СТРУКТУРОЙ 

 

Рассматривается одна задача оптимального управления с переменной структурой для системы, описываемой 

уравнением Гурса–Дарбу. При предположении открытости области управления выведены необходимые усло-

вия оптимальности первого и второго порядков. Исследованы на оптимальность особые, в классическом 

смысле, управления. 

Ключевые слова: система Гурса–Дарбу; особые в классическом смысле управления; необходимые условия 

оптимальности; вариация функционала; уравнения в вариациях. 

 

К настоящему времени различные аспекты задач оптимального управления для систем, описы-

ваемых уравнениями Гурса–Дарбу, изучены в работах многих авторов, начиная с работы А.И. Егорова [1]. 

Довольно подробный обзор соответствующих результатов имеется, например, в [2–10] и др. 

При предположении открытости области управления установлен аналог уравнения Эйлера [11–14]. 

Далее, применяя модифицированный вариант метода приращений, предложенный и развитый в рабо-

тах [1–10, 15–21] и др., для систем Гурса–Дарбу выведено довольно общее необходимое условие опти-

мальности второго порядка. Отдельно изучен случай вырождения аналога условия Лежандра–Клебша 

(в классическом смысле особый случай [10, 13, 15, 20, 21]). 

В отличие от работ [1–10], предлагаемая работа посвящена исследованию задачи оптимального 

управления с переменной структурой для систем, описываемых уравнениями Гурса–Дарбу. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

        1 1 2 2, , ,S u v z t X y t X    (1) 

при ограничениях 

 
       

       

1 0 1 0

2 1 2 0

, , , , , ,

, , , , , ,

r

q

u t x U R t x D t t x X

v t x V R t x D t t x X

    

    
 (2) 

  ,,,, uzxtfztx        1, Dxt  , (3) 

 
     

     
0 0

0 1 0 1

, , , ,

, , , ,

z t x a x x x X

z t x b t t t t

 

 
 (4) 

  , , , ,txy g t x y v       2,t x D , (5) 

 
      

     

1 1 0

0 2 1 2

, , , , ,

, , , ,

y t x G z t x x x X

y t x b t t t t

 

 
 (6) 

    1 0 2 1,G z t x b t . 

Здесь  , , ,f t x z u ,   , , ,g t x y v  – заданная n (m)-мерная вектор-функция, непрерывная в 1

n rD R R   

 2

m qD R R   вместе с частными производными по  ,z u    ,y v  до второго порядка включительно, 
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 G z  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая в nR  m-мерная вектор-функция,  a x ,  

 ib t , 1,2i   – заданные вектор-функции соответствующих размерностей, удовлетворяющие условию 

Липшица с некоторыми константами, ,,, 210 ttt  Xx ,0  – заданы, причем 210 ttt  , Xx 0
, управля-

ющие вектор-функции  ,u t x    ,v t x  всюду в дальнейшем считаются измеримыми по Лебегу на пря-

моугольнике 1D   2D , U   V  – заданное непустое, открытое и ограниченное множество. 

Пару     , , ,u t x v t x  таких управляющих воздействий назовем допустимой. 

Предполагается, что при заданном допустимом управлении     , , ,u t x v t x   краевые задачи 

(3)–(4) и (5)–(6) имеют единственное абсолютно непрерывное (в смысле [2, 3]) решение  ,z t x  и 

 ,y t x
 соответственно. 

Допустимое управление     , , ,u t x v t x  , доставляющее минимум функционалу (1), при  

ограничениях (2)–(6) назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 

        , , , , , , ,u t x v t x z t x y t x     – оптимальным процессом. 

 

2. Вычисление вариаций функционала качества 

 

Пусть         , , , , , , ,u t x v t x z t x y t x     есть фиксированный допустимый процесс. Через 

                     , , , , , , , , , , , , , ,u t x u t x u t x v t x v t x v t x z t x z t x z t x y t x y t x               

 ,y t x  обозначим произвольный допустимый процесс. 

Тогда ясно, что приращение     , , ,z t x y t x   состояния     , , ,z t x y t x   будет решением кра-

евой задачи 

    ,,,,,,,  uzxtfuzxtfztx        1Dx,t  , (7) 

 
   
   ,,,0,

,,,0,

210

00

tttxtz

Xxxxtz




 (8) 

     ,,,,,,,  vyxtgvyxtgytx        2Dx,t  , (9) 

 
          

   

1 1 1 1

0 1 2

, , , , ,

, 0, , ,

y t x G z t x G z t x G z t x

y t x t t t

     

  
 (10) 

    1 0 2 1,G z t x b t  . 

Через  ψ ,i t x
, 1,2i   обозначим пока неизвестные n и m-мерные вектор-функции соответ-

ственно. Умножая обе части соотношения (7) ((9)) слева скалярно на  1ψ ,t x
   2ψ ,t x , а затем инте-

грируя по области 1D   2D  и вводя обозначения 

   1 1, , , ,ψ ψ , , ,H t x z u f t x z u
   ,     2 2, , , ,ψ ψ , , ,M t x y v g t x y v

   , 

получим 

 

   

             

1

0 0

1

0 0

1

1 1

ψ , ,

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ , ,

t X

tx

t x

t X

t x

t x z t x dxdt

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dxdt



   

 

  
 

 

 

 (11) 
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   

             

2

1 0

2

1 0

2

2 2

ψ , ,

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ , .

t X

tx

t x

t X

t x

t x y t x dxdt

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x dxdt



   

 

  
 

 

 

 (12) 

Считая  ψ ,i t x
, 1,2i   достаточно гладкими вектор-функциями и учитывая краевые условия (8), 

можно убедиться в (10) в справедливости тождеств 

       
 

 

 
 

 
 

1

0 0 0

1 1

0 0 0

1 1

1 1 1 1 1

2

1 1

ψ ,
ψ , , ψ , , ,

ψ , ψ ,
, , ,

t X X

tx

t x x

t t X

t t x

t x
t x z t x dxdt t X z t X z t x dx

x

t X t x
z t X dt z t x dxdt

t t x



  

  


     



 
   

  

  

  

 

       
 

     

 
 

 
 

 
 

2

1 0 0

2 2

0 1 1 0

2 2

2 2 2 2 2 2 1 1

2

2 1 2 2

1

ψ ,
ψ , , ψ , , , ψ , ,

ψ , ψ , ψ ,
, , , .

t X X

tx

t x x

t tX X

x t t x

t x
t x y t x dxdt t X y t X y t x dx t X y t X

x

t x t X t x
y t x dx y t X dt y t x dxdt

x t t x



    

    


       



  
     

   

  

   

 

Поэтому с учетом тождеств (11), (12), а также того, что 

       1 1 1, , , ,y t x G z t x G z t x    

формула для приращения критерия качества (1) записывается в виде: 

                 

   
 

 
 

 

 
     

 
 

1

0 0

1

0 0 0

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1

2

1 2 2

2 2 2 2 2

, , , , , , ,

, ψ ,
ψ , , , ,

ψ , ,
, ψ , , , ψ

tX

x t

t X X

t x x

S u v S u v S u v z t X z t X y t X y t X

t x t X
t X z t X z t x dx z t X dt

x t

t x t x
z t x dxdt t X y t X y t x dx

t x x

     

  



  

 

            
   

 
      

 

 
      

  

 

      1 1, ,t X y t X  

 

 

 
 

 
 

 
 

             

             

2 2

0 1 1 0

1

0 0

0

2

2 1 2 2

1

1 1

2 2

ψ , ψ , ψ ,
, , ,

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ ,

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ ,

t tX X

x t t x

t X

t x

x

t x t X t x
y t x dx y t X dt y t x dxdt

x t t x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dxdt

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x dxdt

    

   

   

  
      

   

   
 

  
 

   

 

2

1

.

t X

t

 

 (13) 

Полагая 

 
 

 
 

  2 1 2 12
1 1 1

ψ , ψ ,ψ
, , , , ,

t x t x
N x z t x y t x G z t x

x x x

     
  

   
, 

       2 1 2 1 1ψ , , ψ , ,Q z t X t X G z t X
   

и используя формулу Тейлора из (13), получим 

 
  

   
  

    
  

   
  

    

2
21 1 1 1

1 1 1 1 12

2
22 2 2 2

2 2 2 2 22

, ,1
, , , , ,

2

, ,1
, , , ,

2

z t X z t X
S u v z t X z t X z t X z t X

z z

y t X y t X
y t X y t X y t X y t X

z y

 

 

 

  
         

 

  
        

 
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M t x y t x v t x t x v t x M t x y t x v t x t x y t x

  

     

     

  
    

  

        
 

       


  

 

2

1 0

t X

t x

dxdt 
 

 (14) 

            

                   

            

1

0 0

2

1 0

1

1 1

2

1
, , , , , , , , , 2 ,

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

1
, , , , , , , , , 2 ,

2

,

t X

zz

t x

uz uu

t X

yy

t x

vy

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

y t x M t x y t x v t x t x y t x v t x

M t x

  

     

  

        


      


        




 

 

                   

         
1 2

0 0 1 0

2 2

2 2

5 6

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , .

vv

t tX X

t x t x

y t x v t x t x y t x v t x M t x y t x v t x t x v t x dxdt

z t x u t x dxdt y t x v t x dxdt

            


                  

 

Если предполагать, что  ,i t x , 1,2i   удовлетворяют соотношениям  

 
        2

11
, , , , , , ,, H t x z t x u t x t xt x

t x z

     


  
, (15) 

 
 2

1

1 1

, , ,
,

N x z t x
t x x

x z






 
  

  
 

 
,   

 1 ,
0

t X

t





, 

  
     1 1 2 1

1 1

, , ,
,

z t X Q z t X
t X

z z

 


  

   
 

, (16) 

 
        2

22
, , , , , , ,, M t x y t x v t x t xt x

t x y

     


  
, (17) 

 2 2 ,
0

t x

x





,  

 2 ,
0

t X

t





, 
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  
  2 2

2 2

,
,

y t X
t X

y






  


, (18) 

то формула приращения (14) примет вид: 

 

          

        

1

0 0

2

1 0

1

2

, , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

t X

u

t x

t X

v

t x

S u v H t x z t x u t x t x u t x dxdt

M t x y t x v t x t x v t x dxdt

    

  

     

   

 

 

 (19) 

 
  

   
  

 
2

1 1 2 2

1 1 2 22

, ,1 1
, , , ,

2 2

z t X y t X
z t X z t X y t X y t X

z z

   
       

 
 

 
  

   
 

 

            

              

0

1

0 0

2 2
2 1

2 1

1 1 1 12 2

1

1 1

, , ,
, ,1 1

, , , ,
2 2

1
, , , , , , , , , 2 ,

2

, , , , , , , , , , , , , , ,

X

x

t X

zz

t x

uz uu

N x z t x
Q z t X x

z t X z t x z t x z t x dx
z z

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x



 

  

     

 
            

 

        


    



 

    , ,t x u t x dxdt 


 

            

                   

           

    

2

1 0

0

2

2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 3 1 4 1

2

5

1
, , , , , , , , , 2 ,

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , ,

, ,

t X

yy

t x

vy vv

X

x

y t x M t x y t x v t x t x y t x v t x

M t x y t x v t x t x y t x v t x M t x y t x v t x t x v t x dxdt

z t X y t X z t X z t x dx

z t x u t x

  

     

        


       


           

      

 



    
1 2

0 0 1 0

2

6 , , .

t tX X

t x t x

dxdt y t x v t x dxdt         

 

Краевую задачу (15)–(18) назовем сопряженной системой в задаче оптимального управления (1)–(6). 

Поскольку множества U  и V  открытые, то специальное приращение допустимого управления 

    , , ,u t x v t x   можно определить по формуле: 

 
   

   

, , ,

, , .

u t x u t x

v t x v t x





  

  
 (20) 

Здесь   достаточно малое по абсолютной величине произвольное число, а  ,u t x  и  ,v t x  произ-

вольные измеримые и ограниченные соответственно r и q-мерные вектор-функции со значениями из 
rR  и qR  соответственно. 

Такие  ,u t x  и  ,v t x  назовем допустимыми вариациями управляющих функций  xtu ,
 и 

 xtv ,
 соответственно. 

Через     , ; , , ;z t x y t x      обозначим специальное приращение состояния     , , , ,z t x y t x   

отвечающее приращению (20) управления     , , ,u t x v t x  . 

Из оценок, установленных, например, в [1–3], следует, что 

    
1

0 0

1, ,

t X

t x

z t x L u s ds d      , (21) 
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      
2

1 0

2 1, , ,

t X

t x

y t x L v s dsd z t x
 

       
  
  , (22) 

где const 0iL   , 1,2i   – некоторое постоянное. 

Из (22) с учетом (21) получаем, что 

      
2 1

1 0 0 0

3, , ,

t tX X

t x t x

y t x L v s dsd u s d ds
 

         
  
    , (23) 

где 
3 const 0L    – некоторое постоянное. 

Из оценок (21), (23) следует, что  , ;z t x   и  , ;y t x   имеют порядок малости ε . 

А из краевых задач (7)–(10) получаем, что     , , ,z t x y t x    является решением линеаризованной 

краевой задачи 

                  , ; , , , , , , ; , , , , , , ; , ,tx z uz t x f t x z t x u t x z t x f t x z t x u t x u t x t x                (24) 

    0 0, ; 0, , ; 0,z t x z t x       (25) 

                  , ; , , , , , , ; , , , , , , ; , ,tx y vy t x g t x y t x v t x y t x g t x y t x v t x v t x t x                (26) 

 
        

 

1 1 1

0

, ; , , ; ; ,

, ; 0.

zy t x G z t x z t x x

y t x

       

  
                                       (27) 

При помощи (24)–(27) по схеме, аналогичной, например, схеме из [13], доказывается 

Теорема 1. Для специального приращения     , ; , , ;z t x y t x     состояния     , , ,z t x y t x   

имеют место разложения 

 
     

     

, ; , ; , ,

, ; , ; , .

z t x z t x t x

y t x y t x t x

      

      
 (28) 

Здесь     , , ,z t x y t x   – вариация вектора состояния     , , ,z t x y t x  , являющаяся решением урав-

нения в вариациях 

              , , , , , , , , , , , ,z utx
z f t x z t x u t x z f t x z t x u t x u t x         (29) 

 
   

   
0 0

0 0 1

, 0, , ,

, 0, , ,

z t x x x X

z t x t t t

  

  
 (30) 

              , , , , , , , , , , , ,y vtx
y g t x y t x v t x y g t x y t x v t x v t x         (31) 

 
      

 

1 1 1

0

, , , ,

, 0.

zy t x G z t x z t x

y t x

  

 
 (32) 

Используя разложения (28) и (20) из формулы приращения (19) получаем справедливость соот-

ношения 

 

     

        

        

1

0 0

2

1 0

1

2

, , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

t X

u

t x

t X

v

t x

S u v S u u v v S u v

H t x z t x u t x t x u t x dxdt

M t x y t x v t x t x v t x dxdt

     

  

  

  

       


    




   



 

 

 (33) 
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 
  

   
  

 

 
 

   
  

 

            

0

1

0 0

2 22
1 1 2 1

1 1 1 12 2

2 2
21

2 2

1 1 2 22 2

1

, , ,
, , , ,

2

, , ,
,

, , , ,

, , , , , , , , , 2 ,

X

x

t X

zz

t x

z t X Q z t X
z t X z t X z t X z t X

z z

N x z t x
y t Xx

z t x z t x dx y t X y t X
z y

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x

  






  

     
       

 

 
            

 

        




 

 

                   

                   

            

2

1 0

1 1

2 2

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , 2 , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

uz uu

t X

yy vy

t x

vv

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

y t x M t x y t x v t x t x y t x v t x M t x y t x v t x t x

y t x v t x M t x y t x v t x t x v t x

     

     

  

      


         


    

 

  2 .dxdt   


 

Из разложения (33) следует, что первая и вторая вариации (в классическом смысле) функционала ка-

чества (1) имеют вид: 

 

          

        

1

0 0

2

1 0

1

1

2

, ; , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

t X

u

t x

t X

v

t x

S u v u v H t x z t x u t x t x u t x dxdt

M t x y t x v t x t x v t x dxdt

    

  


       




   



 

 

 (34) 
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 
 

   
  

 

            

0

0
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1 1 2 12

1 1 1 12 2

2 2
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, , ,
,

, , , ,

, , , , , , , , , 2 ,

X

x

X
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t x

z t X Q z t X
S u v u v z t X z t X z t X z t X

z z

N x z t x
y t Xx

z t x z t x dx y t X y t X
z y

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x

  

 








  

   
          

 

 
           

 

        





1

0

t



 (35) 

                   

                   

            

2

1 0

1 1

2 2

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , 2 , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

uz uu

t X

yy vy

t x

vv

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

y t x M t x y t x v t x t x y t x v t x M t x y t x v t x t x

y t x v t x M t x y t x v t x t x v t x

     

     

  

      


         


    

 

.dxdt


 

 

3. Необходимые условия оптимальности 

 

Из результатов классического вариационного исчисления (см. напр.: [11–14]) следует, что вдоль 

оптимального управления     , , ,u t x v t x   первая вариация функционала качества равна нулю, а вто-

рая неотрицательна, т.е. для всех     , , ,u t x v t x   

  1 , ; , 0S u v u v     , (36) 

  2 , ; , 0S u v u v     . (37) 



К оптимальности особых в классическом смысле управлений в одной задаче оптимального управления 

17 

При помощи (36) по схеме, например, из [13, 22] доказывается справедливость утверждения 

Теорема 2. Для оптимальности допустимого  управления     , , ,u t x v t x   необходимо, чтобы 

соотношения 

       1, , , , 0uH x u          , (38) 

       2, , , , , , , 0vM y v             (39) 

выполнялись для всех      0 1 0, , ,t t x X     и      1 2 0, , ,t t x X     соответственно. 

Здесь и в дальнейшем      0 1 0, , ,t t x X           1 2 0, , ,t t x X     – произвольная правильная 

точка (точка Лебега) [2, 3] управления  ,u t x    ,v t x . 

Соотношения (38), (39) представляют собой аналог уравнения Эйлера [11–14] для рассматрива-

емой задачи и являются необходимым условием оптимальности первого порядка. 

Каждое допустимое управление     , , ,u t x v t x  , удовлетворяющее уравнению Эйлера, назо-

вем классической экстремалью для рассматриваемой задачи. 

Неравенство (37) есть необходимое условие для оптимальности классических экстремалей, за-

данное в неявном виде. С его помощью получим необходимые условия оптимальности, явно выражен-

ные через параметры задачи (1)–(6). 

Через  , ; ,iR t x s , 1,2i   – обозначим решения матричных интегральных уравнений 

        1 1 1, ; , , ; , , , , , ,

t x

z

s

R t x s E R t x f z u d d 



              ,     1,t x D , 

        2 2 2, ; , , ; , , , , , ,

t x

y

s

R t x s E R t x g y v d d 



              ,     2,t x D . 

Уравнения в вариациях (29), (31) являются линейными неоднородными дифференциальными 

уравнениями гиперболического типа с краевыми условиями Гурса (30), (32) соответственно. Решения 

краевых задач (29)–(30) и (31)–(32) допускают в соответствии с представлением [23] 

           
0 0

1, , ; , , , , , , ,

t x

u

t x

z t x R t x s f s z s u s u s dsd           , (40) 

             
 

1 0 0

1

2 2 1

,
, , ; , , , , , , , , ; ,

t x x

v

t x x

y t s
y t x R t x s g s y s v s v s dsd R t x t s ds

s

 


         
   . (41) 

Из (41) получим 

     
 

 

        

0

1 0

2 1

2 1 1 1

2

, ; ,
, , ; , , ,

, ; , , , , , , , .

x

x

t x

v

t x

R t x t s
y t x R t x t x y t x y t s ds

s

R t x s g s y s v s v s ds d 


     



       



 

 

Поскольку  

      1 1 1, , , ,zy t s G z t s z t s    

то из (41) получаем, что 

 

        
 

    

        

0

1 0

2 1

2 1 1 1 1 1

2

, ; ,
, , ; , , , , ,

, ; , , , , , , , .

x

z z

x

t x

v

t x

R t x t s
y t x R t x t x G z t x z t x G z t s z t s ds

s

R t x s g s y s v s v s ds d

 

 


     



       



 

 (42) 
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Введя обозначения 

      , , , , , ,u uf t x f t x z t x u t x  ,         , , , , , ,v vg t x g t x y t x v t x   

и принимая во внимания представление (40), формулу (42) представим в виде: 

            

 
        

     

0 0

1

0 0 0

0 0

2 1 1 1 1

2 1

1 1 1

2

, , ; , , , ; , , ,

, ; ,
, , ; , , ,

, ; , , , .

t x

z u

t x

tx s

z u

x t x

t x

v

t x

y t x R t x t x G z t x R t x s f s u s ds d

R t x t s
G z t s R t x f u d d ds

s

R t x s g s v s ds d





       

 
           

  

     

 

  

 

 

Используя формулу Дирихле, получим 

             
0 0

2 1 1 1 1, , ; , , , ; , , ,

t x

z u

t x

y t x R t x t x G z t x R t x s f s u s dsd          (43) 

 
        

     

1

0 0

0 0

2 1

1 1 1

2

, ; ,
, , ; , , ,

, ; , , , .

tx x

z u

x t s

t x

v

t x

R t x t
G z t R t x s d f s u s d ds

s

R t x s g s v s ds d


  

         
 

     

  

 

  

Полагая 

        
 

    2 1

2 1 1 1 1 1 1 1

, ; ,
, ; , , ; , , , ; , , , ; ,

x

z z

s

R t x t
Q t x s R t x t x G z t x R t x s G z t R t x s d

s

 
 

      
 , 

формула (43) записывается в виде: 

              
1

0 0 1 0

2, , ; , , , , ; , , , .

t x t x

u v

t x t x

y t x Q t x s f s u s dsd R t x s g s v s dsd                 (44) 

Представления (40), (44) позволяют вывести необходимые условия оптимальности второго по-

рядка, явно выраженные через параметры задачи (1)–(6). 

Используя произвольность  ,u t x  и  , ,v t x  предположим, что  , 0v t x  . Тогда неравенство 

(37) с учетом (35) примет вид: 

 
  

   
  

 
2 2

1 1 2 1

1 1 1 12 2
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z t X Q z t X
z t X z t X z t X z t X

z z

    
     

 
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   
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 
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0

1
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, , ,
,

, , , ,

, , , , , , , , , 2 ,

X

x

t X
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t x

N x z t x
y t Xx

z t x z t x dx y t X y t X
z y

z t x H t x z t x u t x t x z t x u t x






  

 
           

 

        




 

 (45) 

                   

          
2

1 0

1 1

2

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , 0,

uz uu

t X

yy

t x

H t x z t x u t x t x z t x u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

y t x M t x y t x v t x t x y t x dxdt

     

  

      


     
 

При этом представление (44) примет вид: 

        
1

0 0

, , ; , , ,

t x

u

t x

y t x Q t x s f s u s dsd        . (46) 



К оптимальности особых в классическом смысле управлений в одной задаче оптимального управления 

19 

Используя представления (40), (45), доказывается справедливость тождеств 

 

 
     

       

     
     
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0 0 0 0

2 2

1 1 2 1

1 1 12 2

2 2
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1 12 2

, , ,
, , , , , ; ,

, , ,
, ; , , , ,

t tX X

u
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u

z t X Q z t X
z t X z t X u s f s R t x s

z z

z t X Q z t X
R t X f u dsd d d

z z

  

  

    
            

   

    
            

   

   
 (47) 
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 

       
1 1

0 0 0 0 0 0

2 2
1

1 1 1 12

, , ,

, , , , , ; ,

t tX X x x
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x x t x t x
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 
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t t x x s

u
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x

R t x f u d ds d d dx
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x
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z

f u d ds d d
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


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  

             




  
  

           
 
 
  

        

      

 

              
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1 1 1

0 0 0 0 0 0
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1
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max , max ,

, , , , , , , , , , ,

, ; , , , , , , , , , ; ,

, , ,

t t tX X X

zz u

t x t x t x

t X

zz

s

u

z t x H t x z t x u t x t x z t x dxdt u s f s

R t x s H t x z t x u t x t x R t x dxdt

f u d ds d d

  

  

  

         

 
      

  
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     

   (49) 
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1

0 0

1 1
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1
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t x t x

u t x H t x z t x u t x t x z t x dxdt

u s H s z s u s s R s t x d ds f t x u t x dxdt

  

  

   

 
            

  

 

   

 

 
 

  
       

  

     

1 1

0 0 0 0

2 2

2 2 2 2

2 2 22 2

2

, ,
, , , , , ; ,

, ; , , , ,

t tX X

u

t x t x

u

y t X y t X
y t X y t X u s f s Q t X s

y y

Q t X f u ds d d d

    
          

 

          

     (50) 

              

          
 

   

2 1 1

1 0 0 0 0 0

2

1

2

2

max ,

, , , , , , , , , , ,

, ; , , , , , , , , , ; , , , .

t t tX X X

yy u

t x t t x x

t X

yy u

t s

y t x M t x y t x v t x t x y t x dxdt u s f s

Q t x s M t x y t x v t x t x Q t x dxdt f u ds d d d

  

  



         

 
             

  

     

 

 

Введя обозначение 

 
     2 2

1 1 2 1

2 2

, , ,
, ; ,

z t X Q z t X
K s

z z

      
       

   
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 
 

 
 

 
  

 

          
  

1

2 2
1

1 1 1 12

max ,

2

2 2

2 22

1 1 1

max , max ,

, , ,

, ; , , ; ,

,
, ; , , ; ,

, ; , , , , , , , , , ; ,

X

s

t X

zz

s

N x z t x
x

R t x s R t x dx
z

y t X
Q t X s Q t X

y

R t x s H t x z t x u t x t x R t x dxdt







  

  

 
  

     


 
    



     



 

 

          
 

2

1

2

max ,

, ; , , , , , , , , , ; , ,

t X

yy

t s

Q t x s M t x y t x v t x t x Q t x dxdt  



       

и учитывая тождества (47)–(50), из неравенства (45) получим 

          
1 1

, , , ; , , ,u u

D D

u s f s K s f u dsd d d                 (51) 

              

          

1

1

1

1 1

1

2 , , , , , , , , , ; , , ,

, , , , , , , , , 0.

t X

uz u

D t x

uu

D

u s H s z s u s s R s t x d ds f t x u t x dxdt

u t x H t x z t x u t x t x u t x dxdt

  

  

 
            

  

    

  



 

Теперь предположим, что  , 0u t x  ,  , 0v t x  . При этом предположении неравенство (37) 

примет вид: 

 

 
  

            

          

          

2

1 0

2

2 2

2 2 22

2

2

,
, , , , , , , , , , ,

2 , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , 0.

t X

yy

t x

vy

vv

y t X
y t X y t X y t x M t x y t x v t x t x y t x

y

v t x M t x y t x v t x t x y t x

v t x M t x y t x v t x t x v t x dxdt



  

  

  

 
       


    

   


 

 (52) 

Используя представление (44) (с учетом того, что  , 0u t x  ), получим 

 
  

 

     
  

     
2 2

1 0 1 0

2

2 2

2 22

2

2 2

2 2 2 22

,
, ,

,
, , , ; , , ; , , , ,

t tX X

v v

t x t x

y t X
y t X y t X

y

y t X
v s g s R t X s R t X g v s dsd d d

y





 
  



 
               

   

(53) 

 

          

              

2

1 0

2 2

1 0 0

2

2 2

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ; , , , .

t X
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t x

t tX X

vy v

t x t x

v t x M t x y t x v t x t x y t x dxdt

v s M s y s v s s R s t x ds d g t x v t x dxdt

  

  

   

 
           

  

 

   

 (54) 

Далее имеет место тождество 

           
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t X
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  
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 
               

  
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Введя обозначение  
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и учитывая тождества (53)–(55), из неравенства (52) получим 
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D D
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Таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема 3. Для оптимальности классической экстремали     , , ,u t x v t x   в задаче (1)–(6) необ-

ходимо, чтобы неравенства (51), (56) выполнялись для всех  , ru t x R  ,   1,t x D  и  , qv t x R  , 

  2,t x D  соответственно. 

Неравенства (51) и (56) являются довольно общими необходимыми условиями оптимальности 

второго порядка. Из них можно получить ряд более легко проверяемых необходимых условий опти-

мальности, и в частности аналог условия Лежандра–Клебша. 

Теорема 4. (Аналог условия Лежандра–Клебша) Для оптимальности классической экстремали 

    , , ,u t x v t x   необходимо, чтобы выполнялись соотношения 

       1, , , , 0uuu H x u u           , (57) 

для всех ru R ,      0 1 0, , ,t t x X    ,  

       2, , , , , , , 0vvv M y v v             , (58) 

для всех qv R ,      1 2 0, , ,t t x X    .  

Неравенства (57), (58) являются аналогом условия Лежандра–Клебша. 

Рассмотрим случай вырождения аналога условия Лежандра–Клебша. 

Определение. Классическую экстремаль назовем особым, в классическом смысле, управлением, 

если для всех      0 1 0, , ,t t x X     и ru R  

       1, , , , 0uuu H x u u           , (59) 

а для всех      1 2 0, , ,t t x X     и qv R  

       2, , , , , , , 0vvv M y v v             . (60) 

Имеет место 

Теорема 5. Для оптимальности особого в классическом смысле, управления     , , ,u t x v t x   

необходимо, чтобы выполнялись соотношения 

               1, , ; , , 0,5 , , , , , , , , 0u u uz uu f K f H z u f u                         
 

, (61) 

для всех      0 1 0, , ,t t x X    , ru R , 

               2, , ; , , 0,5 , , , , , , , , 0v v vy vv g N g M y v g v                        
 

, (62) 

для всех      1 2 0, , ,t t x X     и qv R . 
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Докажем, например, соотношение (61). Неравенство (62) доказывается симметричными рассуж-

дениями. Считая     , , ,u t x v t x   классически особым оптимальным управлением, вариацию  ,u t x  

управляющей функции  ,u t x  определим по формуле 

  
   

   1

, , , , ,
,

0, , \ , , ,

u t x
u t x

t x D


           
 

  
            

 (63) 

где 0   достаточно малое произвольное число, такое что 
1t   , X    , а ru R  произволь-

ный вектор. 

Принимая во внимание (63) в неравенстве (51) и учитывая (59), после некоторых преобразований 

получим 

                 2 2

1, , ; , , 0,5 , , , , , , , , 0u u uz uu f K f H z u f u                            
 

. 

Отсюда в силу произвольности 0   следует неравенство (61). Этим теорема 5 доказана. 

 

Заключение 

 

В статье рассматривается одна задача оптимального управления, описываемая системой гипер-

болических уравнений с краевыми условиями Гурса. При предположении открытости областей управ-

ления установлены необходимые условия оптимальности первого и второго порядков. Отдельно изу-

чен случай вырождения аналога условия Лежандра–Клебша. Выведено необходимое условие опти-

мальности (в классическом смысле особых управлений). 
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The paper deals with the problem of the minimization the functional 
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Here  , , ,f t x z u ,   , , ,g t x y v  is a given n  (m)-dimensional vector-function continuous in 
1

n rD R R    2

m qD R R   together 

with their partial derivatives with respect to
 
 ,z u    ,y v  up to the second order inclusive,  G z  is a given twice continuously 

differentiable in nR  m-dimensional vector-function,  a x ,  ib t , 1,2i  , are given vector-functions of the corresponding dimensions 

satisfying a Lipschitz condition with some constants, 0 1 2, , ,t t t  0 ,x X  are given, so that 0 1 2t t t  , 0x X , control vector-function 

 ,u t x    ,v t x  everywhere is Lebesgue measurable on a rectangle 1D   2D , U  V  is a given non-empty, open, and bounded set. 

When the control domain is open, the first and second orders necessary optimality conditions are derived. Optimal singular controls 

in the classical sense are studied. 
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