
А.А. Назаров, Е.Е. Худяшова, А.Н. Моисеев 

72 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2018               Управление, вычислительная техника и информатика               № 44 
 

 

УДК 519.872 

DOI: 10.17223/19988605/44/8 

 

А.А. Назаров, Е.Е. Худяшова, А.Н. Моисеев 

 

СИСТЕМА H2|GI|∞ С БЕСКОНЕЧНЫМ ЗНАЧЕНИЕМ  

СРЕДНЕГО ВРЕМЕНИ ОБСЛУЖИВАНИЯ 

 
Проводится исследование математической модели системы массового обслуживания с неограниченным  

числом приборов и рекуррентным входящим потоком, в котором длины интервалов между моментами наступ-

ления событий имеют двухфазную гиперэкспоненциальную функцию распределения. С помощью метода  

динамического просеивания получены среднее значение и дисперсия числа заявок в системе. Предложена дис-

кретная гауссовская аппроксимация нестационарного распределения вероятностей числа заявок в системе.  

С помощью имитационного моделирования установлена область применимости предлагаемой аппроксимации. 

Ключевые слова: система с неограниченным числом приборов; бесконечное значение среднего времени  

обслуживания; рекуррентный поток; метод динамического просеивания. 

 

Системы массового обслуживания все чаще используются для описания широкого круга практи-

ческих задач. Некоторые из них могут быть сформулированы таким образом, что количество обслужи-

вающих приборов становится настолько большим, что его можно считать бесконечным. Это могут 

быть такие модели страховых компаний, в которых договоры страхования жизни или имущества с фи-

зическими или юридическими лицами выступают в качестве обслуживающих приборов. Разумеется, 

ограничивать число таких договоров в подобных системах совершенно нелогично [1]. Результаты для 

системы обслуживания с бесконечным числом каналов и идентичным временем обслуживания, полу-

ченные в [2], применяются к анализу процесса образования очередей на неуправляемых перекрестках 

автомобильных дорог. Также системы массового обслуживания с неограниченным числом приборов 

используются для моделирования систем распределенной обработки данных [3] или, как показано в 

[4], – для анализа изменения числа клиентов торговой компании. 

Исследованием систем с неограниченным числом приборов занимаются со второй половины XX в. 

В [5] была рассмотрена система массового обслуживания типа M|G|∞ – телефонная станция, в которой 

ни один звонок не задерживался и не терялся. В 1960–1980-е гг. публикуется ряд статей [6–10], посвя-

щенных системам GI|G|∞ и G|M|∞. В [9, 11] изучаются системы GI|GI|∞, интенсивность входящего по-

тока в которых стремится к бесконечности, но распределение времени обслуживания фиксировано.  

В [12] доказывается ряд предельных теорем для системы, в которой среднее время обслуживания бес-

конечно. В работе Е. Баштовой и Е. Чернавской [13] показано, что в предельном условии растущего 

времени число заявок в системе имеет гауссовское распределение. 

Как показано в [14–16], модели с неограниченным числом приборов можно применять и в слу-

чаях, когда вероятность достижения загрузки всех каналов достаточно мала. Поэтому модели массо-

вого обслуживания с неограниченным числом приборов последние десятилетия изучаются довольно 

подробно [17–22]. В этих работах исследованы распределения вероятностей числа занятых приборов 

как в стационарном [21], так и в нестационарном случае [19]. И нестационарное распределение веро-

ятностей найдено лишь для пуассоновского входящего потока. Результаты исследования однофазных, 

многофазных систем и сетей массового обслуживания с неограниченным числом приборов и рекур-

рентным обслуживанием представлены в работах [17, 23–25]. Однако все работы объединены общей 

идеей конечного математического ожидания времени обслуживания заявки. Но при рассмотрении мо-

делей, для которых математическое ожидание времени обслуживания заявки бесконечно, все резуль-

таты перестают иметь хоть какое-то логическое обоснование. Поэтому возникает необходимость  
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рассмотреть бесконечнолинейную систему массового обслуживания с бесконечным математическим 

ожиданием времени обслуживания заявки. Такая система с входящим рекуррентным потоком, в кото-

ром интервалы между моментами наступления событий имеют гиперэкспоненциальное распределе-

ние, рассматривается в настоящей работе. 

 

1. Описание модели и постановка задачи  

 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом приборов (рис. 1). 

 
Рис. 1. Система массового обслуживания с неограниченным числом приборов, произвольной функцией 

распределения времени обслуживания заявок В(х) и гиперэкспоненциальным рекуррентным потоком A(x) 

длин интервалов между моментами наступления событий 

 

На вход этой системы поступает гиперэкспоненциальный рекуррентный поток, длины интерва-

лов между моментами наступления событий в котором имеют двухфазную гиперэкспоненциальную 

функцию распределения  

 1 2( ) (1 ) (1 )(1 )
x x

A x q e q e
 

     , (1) 

с параметрами 0 ≤ q ≤ 1, λ1 > 0 и λ2 > 0. Продолжительности обслуживания заявок являются независи-

мыми случайными величинами с функцией распределения B(x) и бесконечным первым моментом,  

т.е. выполняется равенство 

  


0

))(1( dxxB . (2) 

Обозначим i(t) – число заявок (число занятых приборов) в системе в момент времени t. 

Для рассматриваемой системы, в силу условия (2), не существует стационарного распределения 

вероятностей значений процесса i(t), поэтому его нестационарное распределение обозначим 

 })({),( itiPtiP  , (3) 

полагая, что при t = 0 система свободна и в ней нет обслуживаемых заявок. 

Задачей исследований в данной работе является нахождение нестационарного дискретного рас-

пределения P(i, t) числа занятых приборов в момент времени t. 

Для решения поставленной задачи применим метод динамического просеивания [17] (метод про-

сеянного потока). 

 

2. Метод динамического просеивания 

 

Рассмотрим две оси времени t (рис. 2). На первой оси отметим моменты наступления событий 

входящего потока, а также моменты времени t = 0 и t = T > 0. 

Обозначим 

 TttTBtS  0),(1)(  (4) 

вероятность того, что заявка входящего потока, поступившая в момент времени 0 ≤ t ≤ T, будет нахо-

диться в системе в момент времени t = T, занимая один из ее приборов.  

Каждое событие входящего потока, наступившее в момент времени t с вероятностью S(t) просе-

ивается на вторую ось (реализуется динамическое по t просеивание), а с вероятностью 1 – S(t) не рас-

сматривается. По построению на второй оси генерируется нестационарный просеянный поток. 
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Рис. 2. Метод динамического просеивания заявок, поступающих в систему на обслуживание 
 

Обозначим n(t) – число событий просеянного потока, наступивших за время t на интервале [0, t]. 

Доказано [17], что выполняется равенство 

 ,,0),,(})({})({  mTmPmTnPmTiP  (5) 

поэтому для нахождения распределения вероятностей P(i, T) из (3) числа i занятых приборов в системе 

в момент времени t = T достаточно найти распределение вероятностей числа n(t) событий просеянного 

потока, наступивших за время t, и положить t = T. 

Обозначим k(t) – состояние входящего рекуррентного двухфазного гиперэкспоненциального по-

тока в момент времени t, положив k(t) = k, если в момент времени t поток находится на k-й фазе  

(k = 1, 2) двухфазного гиперэкспоненциального распределения A(x) из (1). 

Рассмотрим двумерный случайный процесс {k(t), n(t)}, а его распределение вероятностей обо-

значим 

  ,0,2,1),,(})(,)({ nktn
k

PntnktkP . (6) 

Нетрудно показать, что это распределение Pk(n, t) является решением системы уравнений 
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 (7) 

Для распределения вероятностей Pk(n, t) обозначим частичные по k характеристические функции 

числа n(t) событий, наступивших в просеянном потоке за время t, 
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0

),( tn
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для которых, в силу (7), запишем систему двух дифференциальных уравнений 
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Нетрудно показать, что  

 ,),0()0,(
k

Rt
k

Hu
k

H   (10) 

тогда, положив в (9) u = 0, получим для Rk систему двух эквивалентных уравнений 
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t = T 
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Решение {R1, R2} этой системы, удовлетворяющее условию нормировки R1 + R2 = 1, имеет вид: 

 2 ,
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2 1
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(1 )

1 .
2 (1 )

2 1

q
R

q q

 

   

 (11) 

 

3. Среднее значение числа заявок в системе 

 

Обозначим 
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k
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где mk(t) – частичные первые моменты числа событий, наступивших в просеянном потоке за время t, а 

их сумма m(t) = m1(t) + m2(t) является средним значением числа событий, наступивших в просеянном 

потоке за время t на интервале [0, t]. 

Докажем следующее утверждение. 

Лемма 1. Пусть  






0

))(1( dxxAa  – 

средняя длина интервалов входящего двухфазного гиперэкспоненциального рекуррентного потока, то-

гда среднее значение m(t) = M{n(t)} числа событий, наступивших в просеянном потоке за время t на 

интервале [0, t], имеет вид: 
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Доказательство. Дифференцируя по u равенства (9) и полагая u = 0, для mk(t) получим систему 

двух дифференциальных уравнений 
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Складывая уравнения этой системы, получим равенство 

( ) ( ) ( ).
1 1 2 2

m t R R S t     

Из этого равенства при начальном условии m(0) = 0 получим 
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поэтому m(t) из (13) имеет вид 
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который совпадает с (12). Лемма 1 доказана. 
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Из этой леммы следует утверждение. 

Теорема 1. Пусть B(x) – функция распределения времени обслуживания заявок, тогда математи-

ческое ожидание M{i(T)} числа i(T) заявок в системе H2|GI|∞ в момент времени T определяется равен-

ством 

  
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T
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a
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Доказательство. В (12) вероятность просеивания S(x) определяется равенством (4), поэтому 
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тогда, в силу (5), выполняется равенство 

 
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M ( ) ( ) (1 ( )) ,
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T
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a
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которое совпадает с (14). Теорема доказана. 

Далее найдем дисперсию числа заявок в системе. 

 

4. Дисперсия числа заявок в системе 

 

Для центрирования случайного процесса n(t) рассмотрим частичные характеристические функции 
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где k = 1, 2 для разности n(t) – m(t) = n(t) – M{n(t)}.  

Можно доказать следующее утверждение. 

Лемма 2. Пусть ν = λ1λ2a, тогда дисперсия D(t) числа n(t) событий, наступивших в просеянном 

потоке за время t на интервале [0, t], имеет вид: 
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Доказательство. В системе (9) выполним совпадающую с (15) замену: 
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H  получим систему уравнений  
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Обозначая )(
)2(

t
k

m  – частичные математические ожидания центрированного процесса n(t) – 

M{n(t)}, а Dk(t) – частичные дисперсии числа заявок в системе 
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дифференцируя по u в нуле (17), получим две системы, первая из которых для )(
)2(

t
k

m : 
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1 1 1 2 2 1

(2) (2) (2) 1( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2 1 1 2 2 1

m t q m t q m t q R S t
a

m t q m t q m t R q S t
a

        



       


 (18) 

а вторая – для Dk(t)Ф: 

(2)2( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2

(2) (2)
2 ( )[ ( ) ( )] ( )[ ],

1 1 2 2 1 1 2 2

(2)2( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )
2 2 1 1 2 2

(2) (2)
2(1 ) ( )[ ( ) ( )] (1 ) ( )[ ].

1 1 2 2 1 1 2 2

D t S t m t q D t qD t
a

qS t m t m t qS t R R

D t S t m t q D t qD t
a

q S t m t m t q S t R R

       


        



       

         







 

Складывая уравнения этой системы и обозначая D1(t) + D2(t) = D(t), получим равенство 

 

(2) (2)2( ) ( )( ( ) ( ))
1 2

(2) (2)
2 ( )[ ( ) ( )] [ ] ( ),

1 1 2 2 1 1 2 2

D t S t m t m t
a

S t m t m t R R S t

   

       

 (19) 

в котором содержатся комбинации )(
)2(

2
)(

)2(
1

tmtm   и 
(2) (2)

( ) ( )
1 1 2 2
m t m t    компонент 

)2(
1

m  и 
)2(

2
m  

решения системы (18). 

Из (18) очевидно следует, что 0)(
)2(

2
)(

)2(
1

 tmtm , поэтому, записав )(
)2(

2
)(

)2(
1

tmtm  , второе 

уравнение системы (18) перепишем в виде обыкновенного неоднородного дифференциального урав-

нения 

(2) (2) 1( ) ( (1 ) ) ( ) ( ) ( )
2 2 1 2 1

1 (2) 1( ) ( ) ( )
1 2 2 1

1 2

(2) 1( ) ( ) ( ).
1 2 2 1

m t q q m t R q S t
a

q q
m t R q S t

a

am t R q S t
a

         

 
       
  
 

    

 

Решение 
)2(

2
m  этого уравнения при начальном условии 0

)2(
2

m  имеет вид 

(2) 11 2 1 2( ) ( ) ( ) ,
2 1

0

tat ax
m t e e R q S x dx

a

   
   

а выражение 
(2) (2)

( ) ( )
1 1 2 2
m t m t    можно переписать в виде: 
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(2) (2) (2)
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 2 1 2

2 1 1 2 1 2( ) ( ) .
1

0

m t m t m t

tat ax
R q e e S x dx

a

       

      
  

 

При нулевом начальном условии D(0) = 0 из равенства (19) получим выражение для D(t) в виде: 

 
1 2 1 1 2 1 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) .

1
0 0 0

t t xax ay
D t S x dx R q e S x e S y dy dx

a a

      
      

  

  (20) 

Найдем значение коэффициента 2 12 ( )
1

R q
a

  
  при интеграле второго слагаемого в (20). При-

нимая во внимание (11), после несложных преобразований, запишем 

2
(1 )2 1 2 1 2 2 12 ( ) 2 2 .

1 1 2(1 )
2 1 1 2

q q q
R q q a

a a q q a a

             
        
        
   

 

Тогда (20), обозначив λ1λ2a = ν, перепишем в виде: 

2
1 (1 )2 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ,

0 0 01 2

t t xq q yxD t S x dx e S x e S y dydx
a a a

         
  
 

 

совпадающем с (16). Лемма доказана. 

Для дисперсии D(T) = M{(i(T) – M i(T)) 2} числа i(T) заявок в момент времени t = T в системе 

H2|GI|∞ можно сформулировать следующее утверждение: 

Теорема 2. Пусть 

 

2
(1 )2 12 ,

1 2

q q

a a

   
  
  
 

 (21) 

тогда дисперсия D(T) числа i(T) заявок в момент времени t = T в системе H2|GI|∞ имеет вид: 

   .

0 0

))(1))((1(

0

))(1(
1

)( 




















 

T
dy

yT
dxyxBxB

y
e

T
dxxB

a
TiD


  (22) 

Доказательство. В силу (5) и обозначения (21) дисперсия D(T) числа i(T) заявок в системе сов-

падает с дисперсией D(T) при t = T, определяемой равенством (16), поэтому 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) .

0 0 0

T T t
t xD i T S t dt e S t e S x dx dt

a

 
        

  

 

Интеграл во втором слагаемом этого выражения запишем в виде: 

( ) ( ) .

0 0

T t
t xe S t e S x dx dt

 
    

  

 

И после двойной замены переменных и изменения порядка интегрирования, получим 

(1 ( ))(1 ( ))

0 0

T yT
y

e B z B z y dz dy
 


     
  

 

тогда дисперсию D{i(T)} перепишем в виде: 
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 
1

( ) (1 ( )) (1 ( ))(1 ( ))

0 0 0

T yT T
y

D i T B x dx e B x B x y dx dy
a

 


          
  

, 

совпадающем с (22). Теорема доказана. 

В статье получены допредельные (при конечном T) характеристики, при этом математическое 

ожидание совпадает с предельным результатом [13]. 

 

5. Дискретная гауссовская аппроксимация распределения вероятностей P(i, T) 

и ее область применимости 

 

Опираясь на результаты Е. Баштовой и Е. Чернавской [13], для аппроксимации нестационарного 

распределения вероятностей используем дискретную гауссовскую аппроксимацию. Обозначим G(x, T) 

функцию гауссовского распределения с параметрами, определяемые равенствами (14) и (22).  

Дадим следующее определение. Дискретной гауссовской аппроксимацией P1(i, T) нестационар-

ного распределения вероятностей P(i, T) числа i(T) заявок в момент времени t = T в системе H2|GI|∞ 

будем называть распределение вероятностей P1(i, T), определяемое равенством 

 
1( , ) ( ( 0,5, ) ( 0,5, ))[1 ( 0,5, )] .

1
P i T G i T G i T G T        (23) 

Для оценки точности предлагаемой аппроксимации будем применять расстояние Колмогорова 

Δ, определяемое равенством 

 .

0

)),(
1

),((
0

max 









n

TnPTnP
i

 (24) 

При нахождении значений точности Δ оценку исходного нестационарного распределения веро-

ятностей P(i, T) найдем, применяя имитационное моделирование системы H2|GI|∞ при заданных зна-

чениях параметров q = 0,5, λ1 = 6 и λ2 = 30 гиперэкспоненциального распределения длин интервалов 

входящего рекуррентного потока A(x), определяемого формулой (1) и заданной функцией распределе-

ния B(x) времени обслуживания заявок. Тогда интенсивность входящего потока 
1

10
a

   . 

Функцию распределения B(x), удовлетворяющую свойству (2), возьмем в виде: 

 ( ) , 0 1,

1

x
B x

x



   



 (25) 

задав определённое значение параметра 0 1   . 

На рис. 3–5 приведены графики распределения вероятностей числа занятых приборов в системе, 

полученных методом имитационного моделирования и гауссовской аппроксимацией с заданными па-

раметрами. 
 

 
 

Рис. 3. Распределение вероятностей P(i, T), полученное с помощью имитационного моделирования (пунктирная линия),  

и гауссовская аппроксимация P1(i, T) (сплошная линия) при γ = 1 и T = 0,25 
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Рис. 4. Распределение вероятностей P(i, T), полученное с помощью имитационного моделирования (пунктирная линия),  

и гауссовская аппроксимация P1(i, T) (сплошная линия) при γ = 1 и T = 1 
 

 
 

Рис. 5. Распределение вероятностей P(i, T), полученное с помощью имитационного моделирования (пунктирная линия),  

и гауссовская аппроксимация P1(i, T) (сплошная линия) при γ = 1 и T = 25 
 

В таблице приведены значения расстояния Колмогорова для указанных распределений при раз-

личных значениях параметров γ и T. 
 

Расстояние Колмогорова между результатами имитационного моделирования  

и гауссовской аппроксимацией 
 

γ 

Т 
0,25 0,5 1 5 10 25 

1 0,118 0,069 0,041 0,020 0,017 0,015 

0,5 0,124 0,074 0,044 0,018 0,014 0,011 

0,25 0,124 0,083 0,046 0,017 0,012 0,009 

 

Будем считать, что нас удовлетворяет точность Δ < 0,05. Тогда, как видно из результатов числен-

ного моделирования, областью применимости гауссовской дискретной аппроксимации является зна-

чение параметра времени T ≥ 1, при котором расстояние Колмогорова Δ дает значение меньше 0,05.  

 

Заключение 

 

В работе получено аналитические выражение для среднего значения и дисперсии числа заявок  

в системе массового обслуживания с неограниченным числом приборов и гиперэкспоненциальным ре-

куррентным входящим потоком, длины интервалов между моментами наступления событий в котором 

имеют двухфазную гиперэкспоненциальную функцию распределения. С помощью имитационного  
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моделирования показано, что возможно применение дискретной гауссовской аппроксимации распре-

деления вероятностей, установлена область применимости этой аппроксимации. Предложенный под-

ход может быть применен к аналогичным задачам для систем с другими рекуррентными входящими 

потоками. 
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The paper deals with queueing systems with an unlimited number of devices and renewal arrival process, in which the lengths of 

inter-arrivals have a two-phase hyper-exponential distribution function: 

 1 2( ) (1 ) (1 )(1 )x xA x q e q e      . (1) 

Service times are independent and identically distributed with distribution function ( )B x  and they have infinite first moments, that is 

 
0

(1 ( ))B x dx



   . (2) 

Due to expression (2), there is no stationary probability distribution of the number of customers in the considered system. Using the 

method of dynamic screening, the average value and variance of the number of customers in the system are obtained. Mean of the 

number of customers in the system at the instant T is given by expression 

  
0

1
( ) (1 ( ))

T

M i T B x dx
a

  , (3) 

where 
1

a
   is an intensity of the arrival process. 

Variance of the number of customers in the system at the instant T is determined by the following expression: 

  
0 0 0

1
( ) (1 ( )) (1 ( ))(1 ( )) ,

T yT T

yD i T B x dx e B x B x y dx dy
a




 

        
  

    (4) 

where 

2

2 1

1 2

(1 )
θ 2 ,

q q

a a

    
  

  
 and 1 2a    . 

A numerical implementation of the discrete Gaussian approximation of the probability distribution ( , )P i T  is proposed. The 

range of applicability of the proposed approximation is determined using simulation approach. 
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