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В статье приводится один из способов верификации численных моделей, ос-
нованных на методе дискретных элементов, которые часто применяются для
моделирования процессов седиментации, фильтрования и уплотнения седи-
ментационных слоев. Предложенный метод заключается в сравнении ре-
зультатов тестового расчета с точным аналитическим решением.
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Верификация является одним из необходимых элементов любого моделирова-
ния, так как только после проведения верификации моделей исследователь и на-
учное сообщество может доверять результатам моделирования.

Метод дискретных элементов (DEM) изначально был предложен Кандэлом
(Cundall) и Стрэком (Strack) для моделирования поведения горных пород [1].
С увеличением вычислительной мощности суперкомпьютеров этот метод разви-
вается и применяется для моделирования широкого спектра задач, в которых
имеются системы из большого числа таких частиц, как молекулы, песчинки, зерна
и т.д. Для верификации моделей, основанных на методе дискретных элементов,
часто проверяется закон сохранения полной энергии системы [2]. Наиболее часто
результаты моделирования верифицируются сравнением с экспериментальными
результатами, например [3, 4].

В данной статье предлагается метод верификации, который можно применять
для DEM-моделей осаждения частиц, фильтрования и медленного уплотнения се-
диментационных слоев.

1. Основы метода моделирования

Подробное описание метода моделирования приводится в [5]. Здесь показаны
лишь основные элементы математической постановки метода моделирования.
Полагается, что для каждой из множества сферических частиц решается система
уравнений движения центра массы:
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где 34
3i im r= ρ π  – масса частицы, t – время, iF  – результирующая сила, дейст-
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вующая на частицу, ix – положение центра частицы в пространстве, iv  – вектор
скорости частицы, ρ – плотность материала частиц.

Считается, что частица i в некоторый момент имеет Ni точек соприкосновения
с другими частицами и/или с границами расчетной области.

Сила iF  выражается в виде

ad fr, st,
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где Ni – количество контактов частицы радиусом ri с окружающими ее частицами
радиусами rj, g – ускорение свободного падения, ( , , , )i j i jr rf x x

 
– сила упругого

взаимодействия двух частиц i и j, ad ( , )i jr rF
 
– сила адгезии двух частиц, находя-

щихся в контакте, fr,ijF  – обобщенная сила трения скольжения и качения между

двумя частицами, St,iF  – сила сопротивления движению, вычисляемая по закону
Стокса (Stokes).

Для решения поставленной выше задачи численно интегрируется система
уравнений (1) с учетом соотношений (2), начальных и граничных условий [5].

2. Частный случай, имеющий аналитическое решение

Рассмотрим систему из 10 частиц размером d = 0,1 мм, плотностью
ρ = 2500 кг/м3, эффективным модулем Юнга E = 100 ГПа, коэффициенты адгезии
и трения полагаются равными нулю, μ = 1·10−3 Па·с. В начальный момент времени
частицы имеют координаты

(0,5, 0,5, 0,1 0, 2 ) мм,ix i= + ⋅
G

где i = 0 − 9. Таким образом, частицы располагаются строго друг над другом на
расстоянии 0,1 мм (рис. 1, а) вдоль вертикальной оси Z. Начальные скорости час-
тиц равны нулю. Очевидно, частицы будут падать вниз, образуя вертикальный
столб, поскольку отсутствуют силы, которые бы смещали частицы по осям X и Y.

а б в г

Рис. 1. Положение системы 10 частиц для моментов времени t, с:
а – 0, б – 0,015, в – 0,045, г – 1
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На рис. 1, б, в, г представлено положение системы для некоторых моментов
времени, полученное с помощью описанной в [5] численной модели.

3. Результаты моделирования частного случая

Зависимость относительной совместной деформации 1-й и 2-й частиц
2 1d x xh

d d
− −⎛ ⎞=⎜ ⎟

⎝ ⎠

G G
 от времени показано на рис. 2; на рис. 3 приведена более де-

тальная информация для моментов времени 0,0183−0,0186 с, в течение которых
происходил контакт между 2-й и 3-й частицей и установление положения 2-й час-
тицы относительно первой.

Из рис. 2 видно, что в момент времени t ≈ 0,012 с на первую частицу упала
вторая частица, и относительная деформация составила h/d ≈ 1·10−7. Каждая по-
следующая частица падала на столб с периодом T ≈ 0,0079 с. При этом, когда по-
следняя частица соединилась со столбом, относительная деформация составила
h/d ≈ 3,7·10−7. В моменты касания новой частицы со столбом в нем возникали ко-
лебания, обусловленные переходом кинетической энергии частицы в потенциаль-
ную упругую энергию.
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Рис. 2. Зависимость относительной совместной деформации
1-й и 2-й частиц (считая снизу) от времени
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Рис. 3. Зависимость относительной совместной деформации 1-й и
2-й частиц (считая снизу) от моментов времени, в течение которых
происходил контакт между 2-й и 3-й частицами и установление
положения 2-й частицы относительно первой
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Относительное положение двух частиц описывается затухающими колебания-
ми (рис. 3). Колебания затухают ввиду наличия между частицами вязкости среды
(коэффициент вязкости µ взят такой же, как у воды). Стоит отметить, что в случае
отсутствия вязкости (µ = 0) частицы отскакивают после падения, и высота, до ко-
торой они отскакивают, остается постоянной, т.е. в модели сохраняется полная
энергия, а расчетная схема не обладает численной вязкостью. Незначительные ко-
лебания системы из 10 частиц сохраняются с момента t = 0,071 с и до конца чис-
ленного расчета (рис. 2). Вероятно, эти колебания обусловлены численными по-
грешностями, с чем согласны авторы работы [2].

Для построения рис. 2, 3 использовался только каждый десятый шаг по време-
ни из численных расчетов.

4. Аналитическое решение и сравнение

Определим силу, действующую на первую частицу со стороны вышележащих
9 частиц:

3 749 9 9 1,16 10 .
3

F mg V g r g H−= = ρ = π ρ ≈ ⋅ (4)

Тогда, согласно решению задачи Герца [6], имеем углубление частиц:
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Относительная совместная деформация 1-й и 2-й частиц
11

7
4

3,76 10 3,76 10 .
1 10

h
d

−
−

−

⋅
≈ = ⋅

⋅
(6)

Это значение хорошо согласуется с полученным из расчетов (рис. 2) значени-
ем h/d. Отклонение аналитического значения (6) от расчетного находится в преде-
лах численной погрешности схемы и не более 0,1 %.

Заключение

Представлен способ верификации численной модели осаждения частиц, осно-
ванной на методе дискретных элементов. Способ верификации заключается в
сравнении результатов тестового расчета с известным аналитическим решением.
Применение этого метода верификации на численной модели [5] показало адек-
ватность модели.
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