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Рассматривается математическая модель гипоидного передаточного меха-
низма на основе эксцентриково-циклоидального зацепления. Получены
уравнения движения поверхности входной детали, порождающего семейст-
во поверхностей, для которого удаётся найти точное уравнение огибающей –
поверхности выходной детали. Доказано, что такой способ получения урав-
нения поверхности выходной детали применим для любой поверхности
входной детали при условии, что семейство этих поверхностей имеет глад-
кость C2.
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В современном машиностроении определяющую роль играют передаточные
механизмы, преобразующие вращение ведущего вала во вращательное движение
другого вала с изменением угловых скоростей и крутящих моментов. В 2007 г.
томскими конструкторами был разработан и запатентован новый вид зацепления
в передаточных механизмах – «эксцентрико-циклоидальное (ЭЦ) зацепление»
[1−2], которое обладает повышенными силовыми характеристиками и позволяет
получать высокие передаточные отношения в одной ступени. В отличие от клас-
сического эвольвентного зацепления, в котором профили зубьев изготавливаются
на основе эвольвенты окружности, в ЭЦ-зацеплении профили колес – циклои-
дальная кривая и эксцентрически повёрнутая окружность. На основе ЭЦ-зацеп-
ления сконструировано большое количество редукторов с различными типами
передач, изготовлены опытные образцы, прошедшие испытания в России и
Германии (http://www.ec-gearing.ru/).

Боковые поверхности зубьев, участвующих в зацеплении, должны при переда-
че движения находиться в непрерывном взаимном касании, т.е., с позиций диффе-
ренциальной геометрии, поверхность зуба одного колеса является огибающей се-
мейства поверхностей зубьев другого колеса; это семейство образовано движени-
ем детали при работе механизма. Таким образом, возможность построения мате-
матической модели формы зуба как огибающей зависит от того, удастся ли раз-
решить уравнение, возникающее при записи необходимого условия существова-
ния огибающей [3] относительно одного из параметров. Это уравнение для доста-
точно сложных форм боковых поверхностей зубьев имеет весьма громоздкий вид
и, на первый взгляд, допускает разрешение только численными методами. Следу-
ет заметить, что геометрия ЭЦ-зацепления в большинстве случаев (для парал-
лельных и пересекающихся осей вращения валов) позволяет получать уравнения
поверхностей зубьев, не прибегая к теории огибающих. Но при моделировании
гипоидной передачи (оси валов скрещиваются под прямым углом) такое решение
задачи найти не удалось, зато оказалось, что можно аналитически разрешить
уравнение, вытекающее из условия огибания, и найти точное уравнение боковой
поверхности зуба выходной детали.
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На рис. 1 изображен внешний вид гипоидной передачи с коническими зубча-
тыми колесами.

Рис.1. Детали конической гипоидной передачи:
шестерня (4 зуба) и колесо (20 зубьев)

Поверхность зуба шестерни получается следующим образом. Дана сфера ра-
диуса R и круговой конус с вершиной в центре этой сферы, пересекающий её по
окружности радиуса ε. Поверхность зуба образована окружностями, лежащими на
концентрических сферах уменьшающихся радиусов, с центрами на конической
винтовой линии, причем по мере приближения к центру сферы уменьшаются и
радиусы окружностей. Наибольшая образующая окружность зуба лежит на сфере
радиуса R и имеет радиус ρ. Эту окружность можно задать в виде вектор-функции
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, lr  – длина отрезка на оси конуса,

равная ширине шестерни, z  – количество зубьев шестерни. Помещая начало сис-
темы координат в центр сферы и направляя ось OZ по оси вращения колеса, а ось
OX параллельно оси вращения шестерни, поверхность зуба шестерни можно за-
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дать в виде вектор-функции двух аргументов:
( , ) (1 ) ( ) ( )C Qxυ α = − υ υ αSv okr , (1)

где через Qx(υ) обозначена матрица поворота вокруг оси OX:
1 0 0
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Заметим, что если оси вращения деталей пересекаются, то профиль колеса
можно построить исходя из основной идеи ЭЦ-зацепления – как циклоидальную
кривую на сфере, а поверхность колеса – как семейство таких кривых на концен-
трических сферах. В случае гипоидной передачи (оси скрещиваются) боковую по-
верхность зуба колеса будем искать как огибающую семейства поверхностей зуба
шестерни. Пусть оси вращения валов скрещиваются под прямым углом и смеще-
ны на величину h. Нужное для решения задачи семейство поверхностей образова-
но вращением поверхности (1) вокруг своей оси с одновременным поворотом во-
круг оси колеса, причем, если первый поворот происходит на угол τ, то второй –
на угол n

τ , где n – отношение числа зубьев колеса к числу зубьев шестерни. Ис-

ходя из этого, искомое уравнение семейства поверхностей запишется в виде
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Необходимым условием существования огибающей является [3] обращение в
нуль смешанного произведения трех векторов – производных вектор-функции (2)
по параметрам υ, α, τ:
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При переходе к координатам левая часть уравнения (3) принимает очень громозд-
кий вид, но после упрощений (разумеется, не вручную, а с помощью символьного
процессора математического пакета) исчезают слагаемые, содержащие функции
от аргумента n

τ , и уравнение (3) приводится к виду
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Поскольку координаты вектор-фукции, задающей боковую поверхность ( , )υ αSv
зуба шестерни, входят только в коэффициенты уравнения (4), рассматриваемого как
уравнение на τ, то это уравнение разрешимо относительно параметра τ независимо
от того, какова боковая поверхность зуба шестерни. Таким образом, доказана
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Теорема. Пусть семейство поверхностей зуба входной детали, получающееся
при работе гипоидной передачи удовлетворяет условиям теоремы о достаточном
признаке существования огибающей [3, с. 30]. Тогда поверхность выходной дета-
ли может быть построена как огибающая семейства поверхностей зуба входной
детали.

Из (4) находим два варианта выражения параметра семейства τ через парамет-
ры поверхности υ, α:
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Подставляя в уравнение семейства (2) 1(υ,α)τ , если (υ,α) 0G ≥  и 2 (υ,α)τ – в про-
тивном случае, получаем уравнение части огибающей, которая моделирует боко-
вую поверхность зуба колеса (на рис. 2 она изображена точками).

Рис. 2. Компьютерная иллюстрация математической модели
поверхностей деталей гипоидной передачи в зацеплении

Еще один пример моделирования поверхности детали как огибающей получен
для реечного передаточного механизма. Такой механизм на основе ЭЦ-
зацепления рассмотрен в [4]. Если ось вращения входной детали (червячного эле-
мента) расположена перпендикулярно направлению поступательного движения
рейки (рис. 3), поверхность рейки легко получается как семейство циклоидальных
кривых, обкатываемых окружностями сечений червяка.

В варианте механизма, когда ось червяка параллельна направлению поступа-
тельного движения рейки (ось OY), уравнение поверхности червяка приходится
получать как огибающую семейства поверхностей, получающегося при движении
рейки. Итак, уравнение профиля рейки – эквидистанты трохоиды [5] – запишем в
виде

(α)ε cosα(α)= ρ
ε sinα (ρ+ε)α (α)
−⎛ ⎞ +⎜ ⎟− +⎝ ⎠

NE
N
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Рис.3. Внешний вид реечного передаточного механизма

где ρ – радиус окружности сечения червяка, ε – эксцентриситет (смещение центра
этой окружности относительно оси), (α)N – вектор нормали трохоиды. Поверх-
ность рейки образована смещениями этой кривой по осям OY и OZ:
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Здесь lr  – ширина рейки. Нужное для решения задачи семейство поверхностей
образовано вращением поверхности (6) вокруг оси OY с одновременным смеще-
нием вдоль этой оси. Исходя из этого, искомое уравнение семейства поверхностей
запишется в виде
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Рис.4. Поверхность входной детали механизма, найденной как огибающая,
в контакте с поверхностью рейки
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Необходимое условие вида (3) существования огибающей этого семейства
оказывается легко разрешимо относительно параметра υ:

2

2

2πε sinα (ρ+ε) 2πρ +2περ(cosα 1)+( lr 2πε cos(α) (α)
υ=

(ε cos(α) ρ ε) lr (α)

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦
− −

N

N
, (8)

причем в это выражение не входит параметр τ. Это означает, что при подстановке
(8) в (7) мы получаем уравнение огибающей поверхности (червячного элемента), а
при подстановке (8) в (6) – линию на поверхности рейки, по которой она касается
огибающей, т.е. – характеристику. На рис. 4 изображена компьютерная иллюстра-
ция огибающей (червячного элемента), касающейся поверхности рейки по харак-
теристике.
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Shcherbakov N.R., Zakharkin N.V. GEOMETRICAL SIMULATION OF THE DRIVING GEAR
DETAIL SURFACE AS AN ENVELOPE. The mathematical model of the hipoid driving gear on
the basis of ec-gearing is under consideration. Equations are obtained for the in-coming detail sur-
face motion that generates a family of surfaces for which one can find an exact equation of the
envelope, i.e., of the out-coming detail surface. It is proved that this way of obtaining an exact
equation of the out-coming detail surface can be applied for any in-coming detail surface under
the condition that the family belongs to the C2 class.
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