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УПРАВЛЕНИЕ С ПРОГНОЗИРОВАНИЕМ  

РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ СТОХАСТИЧЕСКИМИ ГИБРИДНЫМИ СИСТЕМАМИ  

С МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМИ ШУМАМИ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ 

 
В работе рассматривается задача синтеза оптимальных стратегий управления с прогнозирующей моделью для 

класса распределенных гибридных систем с мультипликативными шумами, состоящих из подсистем, с учетом 

ограничений на управляющие переменные. Параметры каждой из подсистем изменяются в соответствии с эво-

люцией марковских цепей, состояния которых взаимосвязаны между собой. 

Ключевые слова: управление с прогнозирующей моделью; распределенные гибридные системы; векторная 

односвязная цепь Маркова; мультипликативные шумы; ограничения. 

 

Современные системы управления, как правило, представляют собой сложные иерархические 

системы, состоящие из взаимодействующих подсистем неоднородной непрерывно-дискретной при-

роды. В частности, инвестиционный портфель представляет собой сложную стохастическую нестаци-

онарную динамическую систему и может содержать рисковые финансовые активы разных классов, 

динамика доходностей которых меняется скачкообразно в соответствии с эволюцией состояний взаи-

мосвязанных марковских цепей, характеризующих, например, состояние различных секторов эконо-

мики или различных финансовых рынков [1]. Такие системы относятся к классу распределенных ги-

бридных систем [2, 3]. 

Гибридные системы с марковскими скачкообразными параметрами нашли широкое признание и 

применение в практике управления многими реальными процессами [2, 4]. Эффективным подходом к 

управлению гибридными системами в присутствии ограничений является метод управления с прогно-

зирующей моделью [3]. В работах [5–9] рассматриваются задачи управления с прогнозированием для 

гибридных систем, параметры которых изменяются в соответствии с эволюцией одномерной марков-

ской цепи, с учетом ограничений на управления. В работе [10] предложен метод синтеза стратегий 

управления с прогнозированием для взаимосвязанных гибридных систем с марковскими скачками при 

условии, что от состояния марковской цепи зависит только матрица управления каждой из подсистем.  

В настоящей работе рассматриваются распределенные гибридные системы с мультипликатив-

ными шумами. Параметры каждой из подсистем изменяются в соответствии с эволюцией марковских 

цепей, состояния которых взаимосвязаны между собой. Получены уравнения синтеза оптимальных 

стратегий управления с прогнозирующей моделью с учетом явных ограничений на управляющие пе-

ременные.  

1. Постановка задачи 

Пусть система состоит из совокупности подсистем, состояния которых описываются уравнениями 
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где x(q)(k) – ( )q
xn -мерный вектор состояния q-й подсистемой, u(q)(k) – ( )q

un -мерный вектор управления  

q-й подсистемой; A(q)[α(q)(k),k], Bj
(q)[α(q)(k),k], j = 0, …, n – матрицы соответствующих размерностей;  

wj
(q)(k) – последовательность белых шумов с нулевым средним и единичной дисперсией; α(q)(k) – ска-

лярная однородная цепь Маркова с конечным множеством состояний {1,2,…,νq}; α(q)(k) и wj
(q)(k) неза-

висимы. Таким образом, каждая из подсистем может находиться в νq состояниях, определяемых ска-

лярным случайным процессом с дискретным множеством значений (состояний).  

Между подсистемами существует взаимосвязь: состояние цепи α(q)(k) q-й подсистемы  

(q = 1, 2, …, s) в k-й момент времени зависит от состояний цепей α(r)(k–1) (r = 1, 2, …, s) в момент 

времени k–1. Таким образом, динамика системы в целом зависит от дискретного векторного случай-

ного процесса α(k) = [α(1)(k), α(2)(k), …, α(s)(k)]T с конечным множеством состояний {q, jq} (q = 1, 2, …, s;  

jq =1, 2, …, νq) и дискретным временем. Случайный процесс α(k) представляет собой векторную одно-

связную цепь Маркова. 

Для векторной цепи вероятности перехода за один шаг определяются в виде: 

 
1 1 1 1 1 1
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,..., ; ,..., 1 1 1 1 ,..., ; ,...,
,...,

α ( 1) α ,...,α ( 1) α α ( ) α ,...,α ( ) α , 1
s s s s s s

s

i i j j j s sj i s si i i j j
j j

P P k k k k P       
 

с начальным распределением 

 
1 1

1

,..., 1 1 1 1 ,...,
,...,

α (0) ,...,α (0) ,( 1, ;...; 1, ), 1.
s s

s

j j s s s s j j
j j

p P j j j j p      
 

Предполагается, что состояние векторной марковской цепи в момент времени k доступно наблю-

дению. 

На управляющие воздействия каждой из подсистем накладываются ограничения: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
maxmin ( ) ( ) ( ) ( ), 1, ,q q q qu k S k u k u k q s    (2) 

где S(q)(k) – матрицы соответствующих размерностей. 

Необходимо определить закон управления системой, состоящей из подсистем вида (1), при огра-

ничениях (2) из условия минимума критерия со скользящим горизонтом управления 

 



( ) ( )( ) T ( ) ( )
1 2

1 1

( ) T ( ) ( ) ( )

( / ) { ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( 1 / )) ( 1) ( 1 / ) ( ),α( ) ,

s m
q qq q q

q i

q q q q

J k m k M x k i R k i x k i R k i x k i

u k i k R k i u k i k x k k

 

        

      


 (3) 

где ( ) ( / ), 0, 1qu k l k l m  

 
– последовательность прогнозирующих управлений q-й подсистемой, 

u(q)(k)=u(q)(k/k), M{a/b} – оператор условного математического ожидания, ( )
1 ( ) 0,qR k i  ( )

2 ( ) 0,qR k i 

( )( ) 0qR k i   – весовые матрицы соответствующих размерностей, m – горизонт прогноза, k – текущий 

момент времени.
 

2. Синтез стратегий управления с прогнозированием 

Стратегии управления с прогнозированием определяются по следующему правилу. На каждом 

шаге k минимизируем функционал (3) по последовательности прогнозирующих управлений  

u(q)(k/k), …, u(q)(k + m – 1/k), q = 1, 2, ..., s, зависящих от состояния подсистемы в момент времени k, при 

ограничениях (2). В качестве управления в момент времени k берем u(q)(k) = u(q)(k/k). Тем самым полу-

чаем управление q-й подсистемой u(q)(k) как функцию состояний x(q)(k) и α(k), т.е. управление с обрат-

ной связью. Чтобы получить управление u(q)(k + 1) на следующем шаге, процедура повторяется для 

следующего момента k + 1 и т.д.  

Если цепи Маркова α(q)(k) (q = 1, …, s) независимы между собой (состояния подсистем не зависят 

от состояний других подсистем), т.е. представляют собой однородные скалярные цепи Маркова, то 

каждая из них допускает следующее представление в пространстве состояний [11]: 

 
( ) ( ) ( ) ( )θ ( 1) θ ( ) υ ( 1),q q q qk P k k     (4) 
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где θ(q)(k) = [δ(α(q)(k),1), …, δ(α(q)(k),νq)]T, δ(α(q)(k),j) – функция Кронекера (j = 1, … νq); P(q) – матрица 

переходных вероятностей для q-й цепи; υ(q)(k) – мартингал разность.  

Обобщим соотношение (4) для скалярных цепей на случай векторных однородных цепей  

Маркова. 

Введем мультииндексы i = (i1, i2, …, is), j = (j1, j2, …, js). Тогда матрицу вероятностей перехода за 

один шаг векторной цепи Маркова можно представить в виде P = (Pij), где 

1 1,..., ; ,..., 1 1 1 1;( 1, ;...; 1, ; 1, ;...; 1, ).
s sij i i j j s s s sP P i i j j        

 
Матрица P обладает свойством: 

1, .ij
j

P i 
 

Введем вектор θ(k) = [δ(α(k),1), …, δ(α(k),ν)]T, ν = ν1 × ν2 × ... × νs. Значение вектора θ(k) соответ-

ствует комбинации состояний одномерных цепей Маркова.  

Тогда для многомерной цепи можно записать представление в пространстве состояний, анало-

гичное (4): 

 θ( 1) θ( ) υ( 1).k P k k     (5) 

С учетом (5) уравнения для подсистем (1) можно представить в следующем виде: 

 

0

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

( 1) [θ ( 1), 1] ( ) [θ ( 1), 1] ( )

[θ ( 1), 1] ( 1) ( ), 1, ,

qq q q q q q

n
q q q q

j j
j

x k A k k x k B k k u k

B k k w k u k q s


       

    
 (6) 

где  

 

ν
( ) ( )( )

1

ν
( ) ( )( )

1

[θ( ), ] θ ( ) ( ),

[θ( ), ] θ ( ) ( ), 0, ,

q i q
i

i

q i q
j i j

i

A k k k A k

B k k k B k j n







 





 (7) 

здесь θi(k) (i = 1, 2, …, ν) – компоненты вектора θ(k); {A(i)(q)}, {Bj
(i)(q)} (i = 1, …, ν) – множества значений 

матриц A(q)[α(k),k] и Bj
(q)[α(k),k]. 

Критерий (3) примет вид: 

 



( ) ( )( ) T ( ) ( )
1 2

1 1

( ) T ( ) ( ) ( )

( / ) { ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( 1 / )) ( 1) ( 1 / ) ( ),θ( ) .

s m
q qq q q

q i

q q q q

J k m k M x k i R k i x k i R k i x k i

u k i k R k i u k i k x k k

 

        

      


 (8) 

Теорема. Векторы прогнозирующих управлений 

     
T

T T T
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( / ) , ( 1 / ) , , ( 1 / ) , 1, ,q q q qU k u k k u k k u k m k q s

 
     
  

  

минимизирующие критерий (3) при ограничениях вида (2), на каждом шаге k определяется из реше-

ния задачи квадратичного программирования с критерием вида 

 T T( / ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y k m k x k G k F k U k U k H k U k    
 

 (9) 

при ограничениях 

 
( )( ) ( ) ( )

maxmin ( ) ( ) ( ) ( ).
qq q qU k S k U k U k   (10) 

Оптимальное управление для q-й подсистемы равно  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 0 0 ( ),
q q qu u u

q q
n n nu k I U k 

  
 

где 
( )qu

nI – единичная матрица размерности ( )qu
n , 

( )
0

qu
n – квадратная нулевая матрица размерности ( )qu

n , 

     
T

T T T
(1) (2) ( )( ) ( ) , ( ) , , ( ) ,sU k U k U k U k

 
 
    
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( ) ( ) ( )( ) diag( ( ),..., ( 1)),
q q qS k S k S k m  

 
( ) ( ) ( )T T T
min min min( ) [( ( )) ,...,( ( 1)) ] ,q q qU k u k u k m  

( ) ( ) T ( ) T T
max max max( ) [( ( )) ,...,( ( 1)) ] ,q q qU k u k u k m    

H(k), G(k), F(k) – блочные матрицы вида 

  (1) (2) ( )( ) diag ( ), ( ),..., ( ) ,sH k H k H k H k  (11) 

 (1) (2) ( ) (1) (2) ( )( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ,s sG k G k G k G k F k F k F k F k    
   

 (12) 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) , 1, ,

( ) ( ) ( )

m

m

m m mm

q q q

q q q
q

q q q

H k H k H k

H k H k H k
H k q s

H k H k H k

 
 
 
  
 
 
 
 

 (13) 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ,q q q qq q q q

m mG k G k G k G k F k F k F k F k    
   

 (14) 

блоки которых равны 

 
T

( )( ) ( )( )( )( )( ) ( )

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1),t tt

t

n
i q i qi qq q

tt j j
i j

H k B k t Q k B k t R k t


 

         (15) 

 
     1

1

TT T ( )( )( )( ) ( )( )( )
0

1 1 1

( )( )( ,..., )( )

0

( ) ... ( ) ( 1) ... ( )

( ) ( ), ,

ft t

t t f

ft f

i qi q i qq
tf

i i i

i qi i q

H k B k t A k t A k f

Q k B k f f t

  


  

       

  

 (16) 

 ( ) ( ) T( ) ( ( )) , ,q q
tf ftH k H k f t    (17) 

     1 21

1

TT ( )( )( )( ) ( , ,..., )( )( )( )( )
0

1 1

( ) ... ( 1) ... ( ) ( ) ( ),tt t

t

i qi q i i i qi qq
t

i i

G k A k A k t Q k B k t
 

 

       (18) 

 
( )( ) ( )( )( )
2 0

1

( ) ( ) ( ).t t

t

i q i qq
t

i

F k Q k B k t




    (19) 

Матрицы 
( ,..., )( )( ,..., )( )

2( ), ( ),t ft f i i qi i q
Q k Q k  ( , 1, )t f m  определяются уравнениями: 

 
 

( ,..., )1
1 1

1

( ,..., )( ) ( ,..., ) ( )
1

T
( )( ) ( )( )( )

1

( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( 1), 1, 2, ,

t f t f

i it f
f f

f

i i q i i q

i q i qq

i

Q k k R k f

A k f Q k A k f t m t f m
 

 

 

   

        
  (20) 

 
 

( , )( )1
1 1

1

( )( ) ( )
1

T
( )( ) ( )( )

1

( ) θ( ) ( )

( 1) ( ) ( 1), 1, 1,

t

t

i i qt t
t t

t

i q qt
i

i q i q

i

Q k E P k R k t

A k t Q k A k t t m



 

 

  

      
  (21) 

 

( ,..., )( )1
1

1

( ,..., )( ) ( ,..., ) ( )( )( )
22 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1),

1, 2, ,

i i qt f
t f t f f

s

i i q i i i qq

i

Q k R k f k Q k A k f

t m t f m

 


 

     

   

  (22) 

1 1

1

( )( ) ( , )( ) ( )( )( )
2 2 2

1

( ) ( ) θ( ) ( ) ( 1), 1, 1,t t t t

t

t

i q i i q i qq t
i

i

Q k R k t E P k Q k A k t t m


 

 

         (23) 

с начальными условиями 
( )( ) ( )

1

( ,..., )( ) ( ,..., ) ( )
1

( ) θ( ) ( ),

( ) ( ) ( ), 1, 1,

m

m

t m t m

i q qm
i

i i q i i q

Q k E P k R k m

Q k k R k m t m

 

    
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1

( )( ) ( )
2 2

( ,..., )( ) ( ,..., )( )
2 2

( ) ( ) θ( ),

( ) ( ) ( ), 1, 1,

m

m

t m m

i q q m
i

i i q i iq

Q k R k m E P k

Q k R k m k t m

 

    
 

где 

1 1 1 1

( ,..., )

, , ,( ) ... θ ( | ), 1, 1, ,t f

f f f f t t t

i i

i i i i i i ik P P P k t k t m f t
   

       

θ ( | )it
k t k  – компонента вектора 

 θ( | ) θ( ) | θ( ) θ( ),tk t k E k t k P k     

1[0,...,0,1,0,...,0] , 1, , 1, .
ti tE i t m     

Доказательство. Критерий (8) и уравнение (6) можно представить в следующем виде: 

 




( )( ) T ( )
1

1

( ) ( ) ( ) T ( ) ( ) ( )
2

( / ) ( ( 1)) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( ( )) ( ) ( ) / ( ),θ( ) ,

s
qq q

q

q q q q q q

J k m k M X k k X k

k X k U k k U k x k k



      

    


 (24) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( 1) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), 1] ( )

[ ( 1), ( 1), 1] ( ),

q q q q q

q q q

X k k k x k k k U k

k W k k U k

         

    
  (25) 

где 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

θ( 1)( 1) ( / ) ( 1)

θ( 2)( 2) ( 1 / ) ( 2)
( 1) , ( ) , ( 1) , ( 1)

...... ... ...

θ( )( ) ( 1 / ) ( )

q q q

q q q

q q q

q q q

kx k u k k w k

kx k u k k w k
X k U k k W k

k mx k m u k m k w k m

      
     

              
     
     

            

,






 
   

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

[θ( 1), 1]

[θ( 2), 2] [θ( 1), 1]
[ ( 1), 1] ,

...

[θ( ), ]... [θ( 2), 2] [θ( 1), 1]

q

q q

q

q q q

A k k

A k k A k k
k k

A k m k m A k k A k k

  
 

        
 
 

       

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

0

( ) ( )

( ) 0

( ) ( ) ( )

0

( )

0

(

[θ( 1), 1]

[θ( 2), 2] [θ( 1), 1]
[ ( 1), 1]

...

[θ( ), ]... [θ( 2), 2] [θ( 1), 1]

0 ... 0

[θ( 2), 2] ... 0

... ... ...

q q q q
x u x u

q q
x u

q

q q

q

q q q

n n n n

q

n n

q

B k k

A k k B k k
k k

A k m k m A k k B k k

B k k

A

 



  


       



     

 

) ( ) ( ) ( )

0

,

[θ( ), ]... [θ( 3), 3] [θ( 2), 2] ... [θ( ), ]q q qk m k m A k k B k k B k m k m






        

 

( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

[θ ( 1), 1] ( 1)

[θ( 2), 2] [θ ( 1), 1] ( 1)
[ ( 1), ( 1), 1]

...

[θ( ), ]... [θ( 2), 2] [θ ( 1), 1] ( 1)

n
q q q

j j

j

n
q q q q

j jq q
j

n
q q q q q

j j

j

B k k w k

A k k B k k w k
k W k k

A k m k m A k k B k k w k








  




    
      





      







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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) (

1

0 ...

[θ ( 2), 2] ( 2) ...

... ...

[θ( ), ]... [θ( 3), 3] [θ ( 2), 2] ( 2) ...

... 0

... 0

... ...

... [θ ( ), ]

q q
x u

q q
x u

q q
x u

n n

n
q q q

j j

j

n
q q q q q

j j

j

n n

n n

n
q q q

j j

j

B k k w k

A k m k m A k k B k k w k

B k m k m w













  

      

 





 )

,

( )k m










 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

( ) diag ( 0), ( 1),..., ( 1) ,

( 1) diag ( 1), ( 2),..., ( ) ,

( 1) ( 1) ( 2) ... ( ) .

q q q q

q q q q

q q q q

k R k R k R k m

k R k R k R k m

k R k R k R k m

     

     

       

 

Приведем (24)–(25) к виду: 

  T T
1 2( / ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) / ( ),θ( ) ,J k m k M X k k X k k X k U k k U k x k k            (26) 

 ( 1) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), ( 1), 1] ( ),X k k k x k k k U k k W k k U k               (27) 

где  
(1) T (2) T ( ) T T (1) T (2) T ( ) T T

(1) (2) ( )

(1) (2) ( ) (1
1 21 1 1 2

( ) [( ( )) ,( ( )) ,..., ( ( )) ] , ( ) [( ( )) ,( ( )) ,..., ( ( )) ] ,

( 1) diag( ( 1), ( 1),..., ( 1)),

( 1) diag( ( 1), ( 1),..., ( 1)), ( 1)

s s

s

s

X k X k X k X k x k x k x k x k

k k k k

k k k k k

 

        

             ) (2) ( )
2 2( 1), ( 1),..., ( 1) ,sk k k     

 

(1) T (2) T ( ) T T( ) [( ( )) ,( ( )) ,...,( ( )) ] ,sU k U k U k U k  

   
T

T T
(1) ( )[ ( ), ] [ ( ), ] ,..., [ ( ), ] ,sk k k k k k

 
      

  

 

 

(1) ( )

(1) (1) ( ) ( )

[ ( ), ] diag [ ( ), ],..., [ ( ), ] ,

[ ( ), ( ), ] diag [ ( ), ( ), ],..., [ ( ), ( ), ] .

s

s s

k k k k k k

k W k k k W k k k W k k

      

      
 

С учетом (27) представим (26) в следующем виде: 

 

T T

1

T T

1 2 2

T T

1

T

( / ) { ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), 1] ( )

[2 ( ) [ ( 1), 1] ( 1) ( 1)] [ ( 1), 1] ( ) ( 1) [ ( 1), 1] ( )

( ) [ ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), 1] ( )

(

TJ k m k M U k k U k x k k k k k k x k

x k k k k k k k U k k k k x k

U k k k k k k U k

U k

              

                     

           

 T

1) [ ( 1), ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), ( 1), 1] ( ) / ( ),θ( )}.k W k k k k W k k U k x k k           

 (28) 

Определим матрицы 

   



  
  

T
1

T
1

T
1

2

( ) ( 1), 1 ( 1) ( 1), 1

[ ( 1), ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), ( 1), 1] / θ( ) ( ),

( ) [ ( 1), 1] ( 1) ( 1), 1 θ( ) ,

( ) ( 1) ( 1), 1 θ( ) .

H k M k k k k k

k W k k k k W k k k k

G k M k k k k k k

F k k M k k k

           

             

          

      
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Матрицы H(k), G(k), F(k) можно представить в блочном виде (11)–(14): 

 (1) (2) ( )( ) diag ( ), ( ),..., ( ) ,sH k H k H k H k  

 (1) (2) ( ) (1) (2) ( )( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ,s sG k G k G k G k F k F k F k F k    
   

 

где   

( ) ( )( ) , , 1, ,q q
ijH k H i j m  

 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) , 1, .q q q qq q q q

m mG k G k G k G k F k F k F k F k q s     
   

 

Используя представление матриц A(q)[θ(k),k], Bj
(q)[θ(k),k] в виде (7) и уравнение (5), получим, что 

блоки матриц H(q)(k), G(q)(k), F(q)(k) удовлетворяют уравнениям (15)–(23). 

Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (28) при ограничениях (2), которая эквива-

лентна задаче квадратичного программирования с критерием

 

T T( / ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y k m k x k G k F k U k U k H k U k    
 

 

при ограничениях (10). 

Заключение 

Предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления для гибридных взаимосвя-

занных систем с марковскими скачками и мультипликативными шумами. Данный подход позволяет в 

явном виде учесть ограничения на управления. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии вклю-

чает решение последовательности задач квадратичного программирования. 
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We consider the following complex Markov jump linear system composed of interconnected subsystems 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

( 1) [α ( 1), 1] ( ) [α ( 1), 1] ( )

[α ( 1), 1] ( 1) ( ), 1, ,

q q q q q q q

n
q q q q

j j
j

x k A k k x k B k k u k

B k k w k u k q s


       

    
 (1) 

where x(q)(k) is the ( )q
xn – dimensional subsystem state vector, u(q)(k) is the ( )q

un – dimensional subsystem control vector; A(q)[α(q)(k),k], 

Bj
(q)[α(q)(k),k],  j = 0, …, n are matrices of appropriate dimensions; wj

(q)(k) is a sequence of white noises; α(q)(k) denotes a time-invariant 

Markov chain taking values in a finite set of states {1, 2, …, νq}.   

These subsystems interact in the following way. The state of Markov chain α(q)(k) of qth subsystem (q = 1, 2, …, s) at the 

moment k depends on states of Markov chains α(r)(k – 1) (r = 1, 2, …, s) at the moment k – 1. Thus, the complex system dynamics 

depends on a discrete-time vector stochastic process α(k) = [α(1)(k), α(2)(k), …, α(s)(k)]T  taking values in a finite set of states  

{q, jq}(q = 1, 2, …, s; jq = 1, 2, …, νq). The process α(k) is a simple connected Markov chain with the transition probability matrix 

1 1 1 1 1 1

1

,..., ; ,..., 1 1 1 1 ,..., ; ,...,
,...,

{α ( 1) α ,...,α ( 1) α / α ( ) α ,...,α ( ) α }, 1
s s s s s s

s

i i j j j s sj i s si i i j j
j j

P P k k k k P        , 

and the initial distribution 

 
1 1

1

,..., 1 1 1 1 ,...,
,...,

α (0) ,...,α (0) ,( 1, ;..., 1, ), 1.
s s

s

j j s s s s j j
j j

p P j j j j p      

 

It is assumed that the Markov chain α(k) is observable at the moment k.

 

The following constraints are imposed on each subsystem control effects 

 ( ) ( ) ( ) ( )
maxmin ( ) ( ) ( ) ( ), 1, ,q q q qu k S k u k u k q s     (2) 

where S(q)(k) is the matrix of corresponding dimension. 

For control of system (1) we synthesize the strategies with a predictive control model according to the following rule. At each step 

k we minimize the following quadratic objective with receding horizon 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( / ) { ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( 1 / )) ( 1) ( 1 / ) ( ),α( ) ,

s m
q T q q q q

q i

q T q q q

J k m k M x k i R k i x k i R k i x k i

u k i k R k i u k i k x k k

 

        

      


 

on trajectories of system (1) over the sequence of predictive controls ( )( / ), 0, 1qu k l k l m   , depending on the subsystem state at 

the current time k under constraints (2); ( )
1 ( ) 0,qR k i  ( )

2 ( ) 0,qR k i 
( )( ) 0qR k i 

 
are weigh matrices of appropriate dimensions; 

m is the prediction horizon; k is the current moment. The synthesis of predictive control strategies is reduced to the sequence of quad-

ratic programming tasks. 

 

Keywords: model predictive control; distributed hybrid systems; vector simple connected Markov chain; multiplicative noises;  

constraints. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МНОГОФАЗНОЙ БЕСКОНЕЧНОЛИНЕЙНОЙ  

РЕСУРСНОЙ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ  

С ВХОДЯЩИМ MMPP ПОТОКОМ 

 

Рассматривается бесконечнолинейная ресурсная система массового обслуживания MMPP/(GI/∞)M. Решается 

задача исследования 2M-мерного процесса чисел занятых приборов и суммарных объемов занятого ресурса на 

фазах системы в стационарном режиме функционирования. С помощью метода асимптотического анализа по-

лучена асимптотическая характеристическая функция распределения вероятностей исследуемого многомерного 

процесса, которая совпадает с характеристической функцией многомерного гауссовского распределения.  

Ключевые слова: многофазная система массового обслуживания; объем ресурса; метод асимптотического 

анализа; гауссовская аппроксимация. 

 

Математические модели бесконечнолинейных систем массового обслуживания представляют 

большой интерес для практического применения в области телекоммуникаций, например для модели-

рования беспроводных сетей связи с целью оптимизации существующих и проектирования новых се-

тей [1–2]. Кроме того, такие системы важны при моделировании инженерных устройств, где необхо-

димо вычислить достаточный объем буфера для хранения данных. 

Так как необходимо учитывать объем передаваемой информации, то в связи с этим актуальной 

является разработка новых ресурсных моделей, сформулированных в терминах систем массового об-

служивания (СМО), которые бы позволили оценить объемы занятого ресурса [3–4]. 

К сожалению, аналитические результаты получены лишь для систем с входящим простейшим 

потоком заявок и экспоненциальным временем обслуживания, которые не всегда соответствуют реаль-

ным сетям [5–7]. 

В настоящее время появляется все больше работ, посвященных исследованию многофазных  

систем массового обслуживания, которые состоят из нескольких последовательно соединенных под-

систем, причем входящий поток каждой последующей подсистемы является выходящим для предыду-

щей, кроме последней. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим M-фазную ресурсную СМО с неограниченным числом приборов и неограниченным 

объемом предоставляемого ресурса на каждой фазе. На вход системы поступает MMPP-поток заявок, 

управляемый цепью Маркова k(t) = 1, 2, … K, которая задается матрицей инфинитезимальных характе-

ристик Q = ||qij|| размера K × K, и диагональной матрицей условных интенсивностей  1diag λ ,...,λkΛ . 

Поступающее требование занимает любой свободный прибор на первой фазе, где обслуживается в те-

чение случайного времени τ1 ≥ 0 с функцией распределения B1(x) = P{τ1 < x} и формирует запрос на 

предоставление случайного объема ресурса ν ≥ 0 с функцией распределения G(y) = P{ν < y}. По окон-

чании обслуживания на первой фазе заявка освобождает тот же объем ресурса, мгновенно переходит 

на вторую фазу, где обслуживается в течение случайного времени τ2 ≥ 0 с функцией распределения 
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B2(x) = P{τ2 < x} и занимает тот же объем ресурса, как и на первой фазе. И так далее; после окончания 

обслуживания на М-й фазе заявка покидает систему и освобождает занимаемый ресурс. 

Пусть im(t) – число заявок на m-й фазе в момент времени t, Vm(t) – суммарный объем занятого 

ресурса на m-й фазе в момент времени t, где 1,m M  – номер фазы. 

Поставим задачу нахождения характеристик многомерного случайного процесса 

             1 1, ,..., , ,...M Mt t i t i t V t V ti V . Отметим, что исследуемый процесс не является марков-

ским. Для его исследования применим метод многомерного динамического просеивания [8]. 

Изобразим M параллельных осей времени, пронумерованных от 0 до M (рис. 1). Ось под номером 

0 будет отображать события входящего потока, ось под номером 1 будет соответствовать первому про-

сеянному потоку, ось под номером 2 – второму и т.д., ось под номером M соответствует M-му просе-

янному потоку. 
 

 
 

Рис. 1. Просеивание входящего потока 

 

Пусть имеется набор функций Sm(t), 1,m M , значения которых лежат в диапазоне [0, 1] и об-

ладают свойством 

 
1

1
M

m
m

S t


 , 

для любых t. 

Событие входящего потока может просеяться только на одну из осей либо не просеяться ни на 

одну. Вероятность того, что заявка входящего потока, поступившая в систему в момент времени t > t0, 

сформирует событие потока на m-й оси, то есть к моменту времени T будет находиться на обслужива-

нии на m-й фазе, равна      * *
1m m mS t B T t B T t    , где     *

1m m mB B B     – свертка функций 

распределения Bm–1(x), Bm(x) длительности обслуживания на фазах системы. Вероятность того, что за-

явка не сформирует событие ни на одной из осей, равна    0
1

1
M

m
m

S t S t


   , т.е. к моменту времени T 

заявка закончит обслуживание на всех фазах и покинет систему. 

Обозначим nm(t) – число событий, наступивших на m-й оси просеянного потока до момента t, 

Wm(t) – суммарный объем занятого ресурса просеянными заявками на m-й оси. 

Как показано в [8], многомерное распределение вероятностей числа заявок на фазах системы в 

момент времени T совпадает с многомерным распределением вероятностей числа просеянных заявок 

на соответствующие оси: 

     P T P T  i m n m  

для любых  1,..., Mm mm . Нетрудно показать, что для исследуемого процесса     ,t ti V справед-

ливо 

          , ,P T T P T T    i m V z n m W z  (1) 
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для любых  1,..., Mm mm  и любых  1,..., Mz zz . Следует отметить, что неравенства  T V z , 

 T W z  подразумевают поэлементное сравнение векторов, т.е.  1 1W T z  и т.д. Будем использовать 

равенство (1) для исследования процесса     ,t ti V  с помощью исследования процесса     ,t tn W . 

 

2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

 

Добавим компоненту k(t) – состояние управляющей цепи Маркова в момент времени t, к про-

цессу     ,t tn W , тогда полученный многомерный процесс будет являться марковским. Введем обо-

значение для его распределения вероятностей: 

        , , , , ,P k t P k t k t t   n w n n W w . 

Для этого распределения составим Δt-методом прямую систему дифференциальных уравнений 

Колмогорова. По формуле полной вероятности запишем: 

    0( , , , ) ( , , , ) 1 λ 1 ( , , , )λk kk kP k t t P k t t q t P k t tS t        n w n w n w  

          ν
1 ν0

λ , , , ν, , ,
mwM

k m m m k
m k

tS t P k t dG y q tP t o t
 

         n e w y n w . (2) 

Из (2) получаем систему дифференциальных уравнений Колмогорова 

 
    0

, , ,
λ 1 , , ,k

P k t
S t P k t

t


   



n w
n w  

  ν
ν

ν, , ,k
k

q tP t


  n w      
1 0

λ , , ,
mwM

k m m m
m

S t P k t dG y


    n e w y  (3) 

для k = 1, …, K;    1 1,..., , ,...,M Mn n w w n w . 

Начальное условие для решения  tkP ,,, wn  в момент времени t0 определим в виде: 

 
 

0

, ,
, , ,

0, иначе.

r k
P k t

  
 


n w 0
n w  

где r(k) – стационарное распределение вероятностей состояний цепи Маркова k(t). 

Введем частичные характеристические функции вида: 

   1 1 1 1

1 0 00 0

, , , ... , , ,M M M M

M

ju n jv w ju n jv w

n n

h k t e e e e P k d t
  

 

    u v n w , 

где 1j    – мнимая единица. 

Тогда (3) можем переписать в виде следующей системы уравнений: 

 
 ν

ν

, , ,
, , ,k

h k t
q h k t

t


 



u v
u v      

1

*λ , , , 1
M

m
k m m

m

ju
S t h k t e G v



 
  

 
u v , 

для k = 1, …, K, где 

   *

0

jvyG v e dG y


  . 

Перепишем эту систему в виде матричного уравнения: 

 
 

     
1

, , *, , 1
M

m
m m

m

t ju
t S t e G v

t 

   
        

H u v
H u v Λ Q  (4) 

с начальным условием 

  0, ,t H u v r , (5) 

где 

     , , 1, , , ,..., , , ,t h t h K t   H u v u v u v , 
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r = [r(1), …, r(K)] – вектор стационарного распределения вероятностей состояний управляющей цепи 

Маркова k(t), удовлетворяющий системе 

 
,

1,






rQ 0

re
 (6) 

и e – единичный вектор-столбец. 

 

3. Метод асимптотического анализа 

 

Для решения задачи (4)–(5) воспользуемся методом асимптотического анализа [8] в условии рас-

тущей интенсивности входящего потока и предельно частых изменений состояний цепи Маркова [9–12]. 

Подставим в уравнение (4) Λ = NΛ1 и Q = NQ1, где N → ∞ – некоторый параметр, который ис-

пользуется для асимптотического анализа. Тогда можно записать 

 
 

     1 1
1

, ,1 *, , 1
M

m
m m

m

t ju
t S t e G v

N t 

   
        

H u v
H u v Λ Q  (7) 

с начальным условием (5). 

Теорема 1. Асимптотическая характеристическая функция первого порядка многомерного слу-

чайного процесса     tt Wn ,  имеет вид: 

     
0

1
1

, , exp τ τ
tM

m m m
m t

t N ju jv a S d


  
    

  

H u v r , 

где 1  rΛ e  – интенсивность входящего потока, a1 – средний объем занимаемого одной заявкой  

ресурса. 

Доказательство. Обозначим 

    1

1
ε, ε , ε , , , , , ,εt t

N
   u x v y H u v F x y . (8) 

Перепишем задачу (7)–(5) с учетом введенных обозначений: 

 
 

     1
1 1 1

1

, , ,ε *ε , , ,ε 1
M

m
m m

m

t j x
t S t e G y

t 

   
         

F x y
F x y Λ Q  (9) 

с начальным условием 

  1 0, , ,εt F x y r . (10) 

Найдем асимптотическое решение задачи (9)–(10) в два этапа. 

Этап 1. Подставляя в (9) ε = 0, получим 

 1 1, ,t F x y Q 0 . 

Сравнивая это уравнение с первым в системе (6), можно сделать вывод, что его можно записать 

в виде: 

    1 1, , , ,t t F x y r x y , (11) 

где  t,,1 yx  – некоторая скалярная функция, которая удовлетворяет условию: 

  1 0, , 1.t x y  (12) 

Этап 2. Умножим (9) на вектор e, подставим (11), учитывая разложение 

  21j xe j x O      , (13) 

разделим результаты на ε и произведем предельный переход при ε → 0. Тогда, учитывая, что Q1e = 0 и 

re = 1, для функции  1 , ,t x y  получим следующее дифференциальное уравнение: 

 
 

    1
1 1

1

, ,
, ,

M

m m m
m

t
t S t jx jy a

t 


  



x y
x y . (14) 
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Проинтегрировав уравнение (14) от t0 до t, учитывая начальное условие (12), получим 

     
0

1 1
1

, , exp τ τ
tM

m m m
m t

t jx jy a S d


  
     

  

x y . 

Подставляя это выражение в (11) и выполняя замены, обратные к (8), получим 

     1 1, , , , ,ε , ,t t t  H u v F x y F x y  

       
0 0

1 1
1 1

exp τ τ exp τ τ
t tM M

m m m m m m
m mt t

jx jy a S d N ju jv a S d
 

      
          

      

r r . 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Асимптотическая характеристическая функция второго порядка многомерного слу-

чайного процесса     tt Wn ,  имеет вид: 

 , ,t H u v    
 

   
0 0 0

2

2
1

1 1

exp
2

t t tM M
m

m m m m m
m mt t t

ju
N ju jv a S d N S d S d

 

  
                   

  

 

 
       

0 0 0 0

2

2 1 1 1
1 12

t t t tM M
m

m m m m m m
m mt t t t

jv
N a S d a S d N ju jv a S d a S d

 

   
                          

   

 

       

   

0 0

0

2
1

1 1 1 1

1
1 1

,

t tM M M M

m l m l m l m l
m l m lt t

l m l m

tM M

m l m l
m l t

l m

N ju ju S S d N jv jv a S S d

N ju jv a S S d

   
 

 


              




       



 

где 2 ( )  g Λ e , a2 – второй начальный момент случайной величины с функцией распределения 

G(y). 

Доказательство. Представим функцию  t,,vuH  в виде: 

        
0

2 1
1

, , , , exp
tM

m m m
m t

t t N ju jv a S d


  
      

  

H u v H u v , (15) 

получим уравнение относительно функции  t,,2 vuH : 

 
     2

2 1
1

, ,1
, ,

M

m m m
m

t
t N ju jv a S t

N t 

  
      

H u v
H u v  

       *
2 1 1

1

, , 1m
M

ju
m m

m

t e G v S t


 
    

H u v Λ Q . (16) 

Выполним здесь следующие замены: 

    2
2 2

1
ε , ε , ε , , , , , ,εt t

N
   u x v y H u v F x y . (17) 

С использованием этих обозначений уравнение (16) перепишется в виде: 

 
     22

2 1
1

, , ,
, , ,

M

m m m
m

t
t j x j y a S t

t 

 
       



F x y
F x y  

       *
2 1 1

1

, , , 1m
M

j x
m m

m

t S t e G y




 
      

F x y Λ Q . (18) 

Найдем асимптотическое, при 0 , решение этой задачи, т.е.    2 2
0

, , lim , , , .t t


 F x y F x y  

Этап 1. Выполним предельный переход при 0  в (18), получим: 

 2 1, , , 0t  F x y Q . 
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Представим  2 , ,tF x y  в виде: 

    2 2, , , ,t t F x y r x y , (19) 

где  2 , , t x y  – некоторая скалярная дифференцируемая функция, удовлетворяющая условию 

 2 0, , 1t x y . 

Этап 2. Решение уравнения (18) запишем в виде разложения: 

          2
2 2 1

1

, , , , ,
M

m m m
m

t t j x j y a S t O


 
         

 
F x y x y r g , (20) 

где g  – некоторая вектор-строка. Подставим разложение (20) в (18), используя разложение (13), полу-

чим матричное уравнение для вектора g: 

 1 1  gQ r I Λ . 

Этап 3. Домножим (18) на вектор e, используя (20) и разложение 

 
 

2

31
2

j x j x
e j x O 

      , 

в результате несложных преобразований получаем 

 
 

 
    

2

2 2
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1
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2

M
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m
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t S t S t

t 


    

 

x y
x y  
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         
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a S t a S t jx jy a S t a S t
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       2
1
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, 

где  12  g Λ e . 

Решение этого уравнения с учетом начального условия, имеет вид: 
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, 

подставляя его в (19), получаем 
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. 

Выполним замены, обратные к (17) и (15), запишем приближенное равенство для характеристи-

ческой функции  t,,vuH : 
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Следствие. Асимптотическое стационарное распределение вероятностей 2M-мерного процесса 

чисел занятых приборов и суммарных объемов занятых ресурсов на фазах системы MMPP/(GI/∞)M яв-

ляется 2M-мерным гауссовским распределением с параметрами: 

− вектор математических ожиданий  1 2λ ... LNY Y Y Y , где       * *
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− ковариационная матрица     1 2
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 

 

 

 

1

1

1
1 2

1

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... L

 
 
 

  
 
 
  

K

K
W

K

, 
 

     

     

     

2 2 2

1 12 1

2 2 2
2 21 2 2

2 2 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

L

L

LL L

 
 
 

  
 
 
  

K K K

K K K
W

K K K

, 

      1 1 * *
1

01 2

1
i i i

a
B B d

a a





 
     
 

K ,       
212 * *

12
01 1

1
i i i

a
B B d

a a





 
     
 

K , 

           12 * * * *
1 12

01 1

1
ij i i j j

a
B B B B d

a a



 

 
        
 

K . 

 

Заключение 

 

В работе построена математическая модель процесса изменения чисел занятых приборов и суммар-

ных объемов занятых ресурсов на фазах бесконечнолинейной многофазной ресурсной системы массового 

обслуживания MMPP/(GI/∞)M. С помощью метода асимптотического анализа при условии растущей 

интенсивности входящего потока доказано, что асимптотическое распределение вероятностей чисел 

занятых приборов и суммарных объемов занятых ресурсов на фазах системы является многомерным 

гауссовским. 
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In this work, the MMPP/(GI/∞)M queueing system with unlimited number of servers and with unlimited amount of resource is 

studied. The arrival process is a MMPP. Service times on each server on mth phase are i.i.d. with distribution function Bm(x) (m = 1,M). 

All customers form request for a random resource ν with distribution function G(y) = P{ν < y} on each phase. After the service end on 

Mth phase the customer leaves system and sets free the occupied resource. 

Consider 2M-dimensional stochastic process       1 1, ( ),..., ( ), ( ),... ( )M Mt t i t i t V t V ti V , where im(t) and Vm(t) denote the numbers 

of customers and the total resources at the mth phase in the system at time t, respectively. 

We proposed the dynamic screening method for its investigation. Note that this method exactly determines the characteristics of 

the process V(t) since the screened process contains only those customers, which do not finish the service at the moment T. 

The system of Kolmogorov differential equations is derived. By using the partial characteristic function, we obtained the main 

equation: 
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with the initial condition 

 0, ,t H u v r . 

To solve this equation, the method of asymptotic analysis is proposed under the condition of an infinitely growing arrival rate. We 

proved that in steady state regime the characteristic function of the customers numbers and the total resources at the system phases 

corresponds to a 2M-dimensional Gaussian distribution with parameters: 

− expectations vector   1 2λ ... LNY Y Y Y , where       * *
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− covariance matrix     1 2
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The paper deals with the estimation problem of the actuarial present value of the continuous whole life annuity using 

auxiliary information about the expectation of life. Nonparametric estimators of life annuity are constructed by indi-

viduals’ death moments. It is shown that the usage of such auxiliary information can often provide the mean squared 

error (MSE) smaller than that of standard estimators. An adaptive estimator is also proposed. The asymptotic normality 

of all these estimators is proved.   
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The idea of life annuity in accordance with [1. P. 170] is this: from the moment t = 0 an individual once 

a year begins to get a certain money, which we take as the unit of money, and payments are made only for the 

lifetime of an individual. It is known that the calculation of the characteristics of life annuity is based on the 

characteristics of the respective type of insurance. Thus, the average total cost of the present continuous annuity 

is defined by the following formula (see [1. P. 184]): 

1
(δ) ,

δ

x
x

A
a




 

where xA  is a net premium (the average of the present value of a single sum of money in the insurance lifetime 

at the age x), δ is a force of interest. Let x  be an individual’s age on the moment of payments start,  

X be his lifetime, xT X x   be his future lifetime. Let us introduce the random variable 



δ
1

( ) , 0.
δ

x
T

x

e
z x T




   

Then, by averaging the random variable z(x) (1), we get the formula of the whole life annuity  

(see [2–4]): 

 
1 ( , )

( ) ( ( )) 1 ,
( )

x

x
a E z x

S x

  
    

  
 (2) 

where E is the symbol of the mathematical expectation,  xXPxS )(  is a survival function,

 δ δ( ,δ) ( ),x t

x

x e e dF t


  

 
 ( ) 1 ( )F x P X x S x   

 

is a distribution function. 

 

1. Estimation of Annuity 

 

Suppose we have a random sample ,1 ..., NX X  of N individuals’ lifetimes. Now, separately estimate the 

numerator and denominator in (2). The substitution of unknown function S(x) for its nonparametric estimator 
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1

1
( ) ( ),

N

N i
i

S x X x
N 

  

 
where I(A) is the indicator of an event A, gives us the following estimators of the whole life annuity: 

              

δ

1

( ,δ)1 1
(δ) 1 exp( δ ) ( ) 1 ,

δ ( ) δ ( )

x N
N N
x i i

iN N

xe
a X X x

S x N S x

   
             

 (3) 

δ

1

( ,δ) exp( δ ) ( ).
x N

N i i

i

e
x X X x

N 

      

 

2. Bias and MSE of (δ)
N
xa  

 

In this section, we will obtain the principal term of the asymptotic MSE and the bias convergence rate 

of the estimator (3). Now introduce the notation according to [5]: 1 2( , ,..., )N N N sNt t t t   is an s-dimensional 

vector with components 1( ) ( ; ,..., ), 1, , ,jN jN jN Nt t x t x X X j s x R   
αR  is the α-dimensional Euclidean 

space; 
1( ) : sH t R R  is a function,  where 1( ) ( ( ),..., ( ))st t x t x t x    is an s-dimensional bounded vector 

function; ( , )s    is the s-dimensional normally distributed random variable with a mean vector and covariance 

matrix σ σ( );x  1( ) ( ( ),..., ( )) ,sH t H t H t    
( )

( ) ,j

j z t

H z
H t

z






 1, ,j s    is the symbol of convergence in 

distribution (weak convergence); || ||x  is the Euclidean norm of a vector x,   is the set of natural numbers.   

Definition 1. The function 
1( ) : sH t R R  and the sequence  ( )NH t  are said to belong to class 

ν,N ( ;γ)s t , provided that: 

1) there exists an ε-neighborhood 

 σ :| | ε, 1, ,i iz z t i s   
 

in which the function ( )H z  and all its partial derivatives up to order ν are continuous and bounded; 

2) for any values of variables ,1 ..., NX X  the sequence  ( )NH t  is dominated by a numerical sequence 

γ

0 ,NC d  such that ,Nd    as ,N   and 0 γ .   

Theorem 1 [5]. Let the conditions 

1) ( )H z ,   2,( ) N ( ;γ),N sH t t  

2)  /2i i
N NE t t O d    

hold for all .i  Then, for every k ,  

                                ( 1)/2( ) ( ) ( )    ( ) .
k k k

N N NE H t H t E H t t t O d                     (4) 

Note, if in formula (4) k = 1, we obtain the principal term of the bias for ( )nH t , and at k = 2, we have 

the principal term of the MSE. 

Theorem 2. If ( ) 0S x   and ( )S t  is continuous at x, then 

1) for the bias of (3), the following relation holds:  

 1( (δ)) ( (δ) (δ)) ;N N
x x xb a E a a O N    

2) the MSE of (3) is given by the formula 

 
2

2 2 3/2

2 2

( ,2 ) ( , ) / ( )
( ( )) ( ( ) ( )) .

( )

N N
x x x

x x S x
u a E a a O N

N S x

   
      

  
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Proof. For the estimator (δ)N
xa  (3) in the notation of Theorem 1, we have: 2;s   

1 2( , ) ( ( ,δ), ( )) ;N N N N Nt t t x S x   
  

;Nd N
  1 2( , ) ( ( ,δ), ( )) ;t t t x S x   

  

1

2

1 1 ( ,δ)
( ) 1 1 (δ);

δ δ ( )
x

t x
H t a

t S x

   
       

       

( ,δ)1
( ) 1 (δ);

δ ( )

NN
N x

N

x
H t a

S x

 
   

    

 1 2 2

1 ( ,δ)
( ) ( ), ( ) , 0.

δ ( ) δ ( )

x
H t H t H t

S x S x



  
     

   

The sequence  ( )NH t  satisfies the condition 1) of Theorem 1 with 0

2

δ
C   and γ 0.  Indeed, 

δ

1

1

exp( δ ) ( )
( ,δ) ( ,δ)1 1 1

| ( ) | 1 1 1
δ ( ) δ ( ) δ

( )

N
x

i i
N N i

N N
N N

i
i

e X X x
x x

H t
S x S x

X x





 
     

        
     
   

δ δ

1

1

( )
1 2

1 .
δ δ

( )

N
x x

i
i

N

i
i

e e X x

X x







 
  

   
   
    

Further, the function ( )H t  satisfies the condition 1) in view of 2 ( ) 0,t S x   the condition 2) due to  

Lemma 3.1 [6], provided that { ( )} ( ) 1,iE X x S x     δ δ δ δ{ ( )} ( ) ( ) 1i x i X i i x i xE e e X x e e S x S x       for 

all .i   

We know that
 

( )NS x  is an unbiased and consistent estimator of ( )S x . Show that ( ,δ)N x  is  

an unbiased estimator of the functional ( ,δ)x : 

δ

1

( ,δ) exp( δ ) ( ) ( ,δ).
x N

N i i
i

e
E x E X X x x

N 

 
       

 
 

Now, calculate the variance of ( ,δ)N x : 

   
δ 2δ

δ δ 2

2
1 1

1
( ,δ) ( ) ( ) ( ,2δ) ( ,δ) .i i

x xN N
X X

N i i
i i

e e
D x D X x e D X x e x x

N NN

 

 

  
           

  

 The ratio of two unbiased estimators can have a bias. Considering that all the conditions of Theorem 1 

are fulfilled and ( ) 0NE t t  , in accordance with (4) we get the order of the bias of ( )N
xa  : 

   1( (δ) (δ)) ( )( ) ( (δ) (δ)) .N N
x x N x xE a a E H t t t E a a O N      

 

Find the components of the covariance matrix 
11 12

21 22

σ σ
σ( (δ))

σ σ
xa

 
  
 

 for the statistics ( ,δ), ( ) :N Nx S x  

   

      

2
11 22 12 21σ ( ,δ) ( ,2δ) ( ,δ); σ ( ) ( )(1 ( )); σ σ

cov( ( ), ( ,δ)) ( ) ( ,δ) ( ) ( ,δ) (1 ( )) ( ,δ).

N N

N N N N N N

ND x x x ND S x S X S x

N S x x N E S x x E S x E x S x x

       

        

 
Using the previous results on the bias and the covariance matrix, we obtain 

     22 3/2 3/2( (δ))
( (δ)) ( )( ) ,N x

x N

C a
u a E H t t t O N O N

N

      
 

   

2
2 2

1 11 2 22 1 2 12 2 2

( ,2δ) ( ,δ) / ( )
( (δ)) ( )σ ( )σ 2 ( ) ( )σ .

δ ( )
x

x x S x
C a H t H t H t H t

S x

 
   

          (5) 

The proof is completed. 
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3. Asymptotic Normality of (δ)
N
xa  

 

To find the limit distribution of (3), we need the following two Theorems. 

Theorem 3 (The usual central limit theorem) [7, Appendix 5]. If 1 2ξ ,ξ ,...,ξ ,...N  is a sequence of inde-

pendent and identically distributed s-dimensional vectors, { } 0, ( ) { },k k kE x E        
1

1
,

N

N k
k

t
N 

   then, 

as N  , (0,σ( )).N sNt x  

Theorem 4 (asymptotic normality of ( )NH t ) [2]. Let  

1) {μ,σ( )}N sN t x  ; 

2) H(z) be differentiable at the point μ, (μ) 0H  . 

Then 

1
1 1 1

( ( ) (μ)) (μ)μ , (μ)σ (μ) .
s s s

N j j j jp p
j p j

N H t H H H H
 
 
 
    

        

Theorem 5. Under the conditions of Theorem 2 

 
2

1 2 2

( ,2 ) ( , )/ ( )
( ( ) ( )) 0, .

( )

N
x x

x x S x
N a a

S x

 
 
  
 

   
   


  

Proof. In the notation of Theorem 3, we have 2,s   ( ) ( ( ))xx a   . Thus, 

    2( ( , ), ( )) ( ( , ), ( )) (0,0), ( ) .N N xN x S x x S x a       
 

The function H(z) is differentiable at the point  ( ,δ), ( )t x S x   and ( ) 0.H t   Consequently, all the 

conditions of Theorem 4 hold, and using (5), we have  1( ( ) ( )) 0, ( ( )) .N
x x x

N a a C a       

Theorem 5 is proved. 

 

4. Construction of Estimators Using Expected Lifetime   

 

Suppose we know the expected lifetime  

                 .EX a                                                 (6) 

The estimator by making use of such information according to [8–17] can be taken in the following form:  

                      
( ,δ)1

(δ,λ) 1 λ( ) ,
δ ( )

N N
x

N

x
a x a

S x

 
    

 
                                      (7) 

where 
1

1 N

i
i

x X
N 

   is an estimator of a, parameter λ we will find minimizing the principal term of the  

asymptotic MSE of (δ,λ)N
xa  (7). The estimator (7) combines the available empirical information containing 

in (3) and prior information (6). 

For the estimator (δ,λ)N
xa  in the notation of Theorem 1, we have: 3,s   

1 2 3( , , ) ( ( ,δ), ( ), ) ;N N N N N Nt t t t x S x x   
 

;Nd N
 1 2 3( , , ) ( ( ,δ), ( ), ) ;t t t t x S x a     

1
1 2 3 3

2

1 1 ( ,δ)
( ) ( , , ) 1 λ( ) 1 λ( ) (δ);

δ δ ( )
x

t x
H t H t t t t a a a a

t S x

   
            

      

( ,δ)1
( ) 1 λ( ) (δ,λ);

δ ( )

NN
N x

N

x
H t x a a

S x

 
     

   

 1 2 3 2

1 ( ,δ) λ
( ) ( ), ( ), ( ) , , 0.

δ ( ) δδ ( )

x
H t H t H t H t

S x S x



  
      

   
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5. Bias and MSE of (δ,λ)N
xa  

 

Arguing as in Section 1, it is easy to show that

 

the sequence  ( )NH t  satisfies the condition 1) of The-

orem 1 with 0

2 λ (ω )

δ

a
C

 
 , ω <   is the limiting age, and γ 0;  also, the statistic Nt  satisfies the con-

dition 2) due to Lemma 3.1 [6], provided that ωi iEX    for all .i  From here, for the bias of (7) we 

obtain the following result: 

   1( (δ,λ) (δ)) ( )( ) ( (δ,λ) (δ)) ( (δ,λ)) .N N N
x x N x x xE a a E H t t t E a a b a O N        

 

Now, find the covariance matrix 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

σ σ σ

σ( (δ,λ)) σ σ σ

σ σ σ

xa

 
 

  
  

 for statistics ( ,δ), ( ), :N Nx S x x  

 33 13 31 1( ); cov( , ( , )) ( , ) ( , );NND x D X N x x C x a x            
 

23 32 2cov( ( ), ) ( ) ( ),NN S x x C x aS x    
 where 1( , ) ( ),x u

x

C x e e udF u


     2 ( ) ( ),

x

C x udF u



   and ,11σ

12σ ,  21σ ,  22σ  are defined in Section 1. Using (5), the above results for the bias and the covariance matrix 

σ( (δ,λ))xa , we obtain:     

       22 3/2 3/2( ( , ))
( , ) ( )( ) ,N x

x N

C a
u a E H t t t O N O N

N

  
         

3 3
2 2 2
1 11 2 22 3 33 1 2 12

1 1

( ( , )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )x j jp p
p j

C a H t H t H t H t H t H t H t
 

               

2
33 1 13 2 23

1 3 13 2 3 23 2

2 2
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ( ))x

H H
H t H t H t H t C a

     
         

 
 

                                             2
1 22 ,( ( ))x Q QC a                                                 (8) 

where 33
1 2

σ
0,

δ
Q    1 13 2 23

2

σ σ
.

δ

H H
Q


  Then the minimum of ( (δ,λ))xC a  with respect to λ is achived at 

2
0

1

λ .
Q

Q
  Such λ0 minimizes the principal term of MSE 

2 ( ( , ))N
xu a   , and this minimum is as follows:   

                                        

 
 

 2
0 2

1

( , ) ( ( )1
( ( ) .

x x
x

C a C aQ
C a

N N Q N

   
     

                                            (9) 

 

6. Bias, MSE,  and Asymptotic Normality of 0(δ,λ )N
xa  

 

In accordance with (9), the estimator       

                           0 0

( ,δ)1
(δ,λ ) 1 λ ( )

δ ( )

N N
x

N

x
a x a

S x

 
    

 
                                   (10) 

will be called the optimal (in the mean square sense) estimator. The non-negative quantity 
2
2

1

Q

NQ
 in (9) deter-

mines the decrease of the principal term of MSE for the optimal estimator by using auxiliary information (6).         

Theorem 6. If S(x)>0 and S(t) is continuous at x, then 

1) for the bias of (10), the following relation holds:  

   1
0(δ,λ ) ;N

xb a O N   



Estimation of present value of whole life annuity using information about expectation of life 

27 

2) the MSE of (10) is given by the formula 

   
 

 
2

02 3/2
0 0

( , )
( , ) ( , ) ( ) ,

xN N
x x x

C a
u a E a a O N

N

 
        

 

where  0( , )xC a    is defined by the formula (9). 

Theorem 7. Under the conditions of Theorem 2 

    0 1 0( , ) ( ) 0, ( , ) .N
x x xN a a C a        

Proof. The statements of Theorems 6 and 7 follow from Theorems 1 and 4 with the usage of the argu-

ments of Sections 3–5.  

  

7. Adaptive Estimator  

The statistic 0(δ,λ )N
xa  can be used as an estimator for ( )xa   if we know 0λ ;  otherwise, it is required 

to construct an adaptive estimator. We need a more detailed formula for 0λ :    

                                 0 2 1

1 ( ,δ)
λ ( ) ( ) ( ,δ) ( ,δ) .

( ) ( )

x
C x aS x C x a x

S x DX S x

 
     

 
                             (11) 

Using (11), we consider the following adaptive estimator: 

                                              0 0

( ,δ)1ˆ ˆ(δ,λ ) 1 λ ( )
δ ( )

N N
x

N

x
a x a

S x

 
    

 
                                   (12) 

with  

                               0 2 12

( ,δ)1ˆ ˆ ˆλ ( ) ( ) ( ,δ) ( ,δ) ,
( )( )

N
N N

NN

x
C x aS x C x a x

S xs S x

 
     

 
                       (13) 

where 2 2

1

1
( )

1

N

i
i

s X x
N 

 


 is an unbiased estimator of the variance ,DX   

1
2

1

ˆ ( ) I( ),
N

i i
i

C x N X X x



   1
1

1

ˆ ( , ) I( ).i

N
X

i i
i

C x N e X X x




    

Theorem 8. Under the conditions of Theorem 2,  

    0 1 0
ˆ( , ) ( ) 0, ( , ) .N

x x xN a a C a        

Proof. The following equality holds:  

   0 0
ˆ( , ) ( ) ( , ) ( )N N

x x x x NN a a N a a R          , 

where   1
0 0

ˆ ( ).NR N x a      All the estimators, used in (13), converge almost surely to their true 

values according to the strong law of large numbers (the Second Theorem of Kolmogorov [18]). Thus, from 

the First Continuity Theorem of Borovkov [7], estimator 0̂  converges almost surely to 0.  Based on the 

central limit theorem  1( ) 0, ,N x a DX   we retrieve 0.NR   Now, the statement of Theorem 8 is 

proved by making use of Theorem 7. 

 

Conclusion 

 

The paper deals with the problem of estimating the present values of the continuous whole life annuity 

using auxiliary information about the expectation of life. It is shown that the usage of such auxiliary infor-

mation can often provide the MSE smaller than that of standard estimators. We proved the results on asymp-

totic properties of the proposed estimators: unbiasedness, consistency and normality. Also, the main parts of 

the asymptotic MSEs of the estimators were found. An adaptive estimator is constructed; such estimator is 

equivalent (in the sense of asymptotic distribution) to the estimator with the optimal weight coefficient 0.  
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Note that the improved estimators of life annuities (3), (10) and (12) can be obtained by substituting of 

empirical survival functions by the smooth empirical survival functions (cf. [19–32]). 
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Рассматривается проблема оценивания актуарной непрерывной пожизненной ренты с использованием дополнительной 

информации о средней продолжительности жизни. По данным продолжительностей жизни индивидуумов строятся непара-
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ратической ошибке, меньшей, чем у стандартной оценки. Также предлагается адаптивная оценка. Показано, что адаптивная 
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ОПТИМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА СОСТОЯНИЙ ОБОБЩЕННОГО  

СИНХРОННОГО ПОТОКА СОБЫТИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В УСЛОВИЯХ НЕПОЛНОЙ НАБЛЮДАЕМОСТИ 

 
Рассматривается задача оптимальной оценки состояний обобщенного синхронного потока второго порядка. 

Определяются апостериорные вероятности состояний потока, учитывающие эффект непродлевающегося мерт-

вого времени. Предлагается алгоритм оптимального оценивания состояний, основанный на критерии макси-

мума апостериорной вероятности. Приводятся численные результаты статистических экспериментов, получен-

ные с использованием расчетных аналитических формул и аппарата имитационного моделирования. 

Ключевые слова: обобщенный синхронный поток событий второго порядка; состояние потока; оптимальная 

оценка состояний; непродлевающееся мертвое время; критерий максимума апостериорной вероятности. 

 

На современном этапе развития компьютерной техники и информационных технологий проис-

ходит усложнение структуры телекоммуникационных систем связи, глобальных компьютерных сетей 

и спутниковых сетей связи, для которых характерны наиболее сложные и актуальные исследования  

в сфере систем массового обслуживания (СМО) [1, 2]. Исследованию входящих случайных потоков 

событий, математической моделью которых, в частности, являются дважды стохастические потоки со-

бытий, посвящены работы [3–8]. 

При изучении последних выделяют два основных класса задач – оценивание состояний потока 

[9–11] и оценивание его параметров [12–15] по наблюдаемым моментам наступления событий. 

В работах [16, 17] решена задача оптимального оценивания состояний обобщенного синхрон-

ного потока событий второго порядка при его полной наблюдаемости. Однако наблюдаемое событие 

может вызвать период мертвого времени, т.е. повлечь за собой недоступность наблюдению в этот пе-

риод последующих событий потока [18, 19]. Таким образом, в настоящей статье, являющейся непо-

средственным развитием работ [16, 17], решается задача об оптимальной оценке состояний потока  

в условиях его частичной наблюдаемости, т.е. при наличии непродлевающегося мертвого времени, по 

методу максимума апостериорной вероятности, которая представляет наиболее полную информацию 

о потоке событий, содержащуюся в наблюдаемой выборке, и обеспечивает минимум полной (безуслов-

ной) вероятности вынесения ошибочного решения о его состоянии [20, 21]. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассматривается обобщенный синхронный дважды стохастический поток событий второго по-

рядка (далее – поток), сопровождающий случайный процесс которого )(t  является кусочно-постоян-

ным с двумя состояниями 1S  и 2S . Далее под i-м состоянием )(t  понимается состояние iS , 2,1i . 

Длительность интервала между событиями потока в i-м состоянии определяется случайной ве-

личиной ),min(
)2()1(

iii  , где случайная величина 
)1(

i  распределена по закону t
i

ietF


1)(
)1(

, 

случайная величина 
)2(

i  – по закону t
i

ietF


1)(
)2(

, 1,2i  ; 
)1(

i  и 
)2(

i  – независимые случайные 

величины. В момент наступления события потока в зависимости от того, какое значение приняла  

случайная величина i , 2,1i , процесс )(t  переходит из i-го состояния в j-е, ji  , или остается  
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в i-м состоянии, ji  , с вероятностью )|(
)1(

1 ijP   либо )|(
)2(

1 ijP  , 2,1, ji . При этом 

1)|()|(
)1(

1
)1(

1  iiij PP , 1)|()|(
)2(

1
)2(

1  iiij PP , 2,1, ji , ji  . Таким образом, длитель-

ность интервала между событиями потока в i-м состоянии процесса )(t  является случайной величи-

ной с функцией распределения 
t

i
iietF
)(

1)(


 , 2,1i . 

В дальнейшем принимается, что имеет место состояние iS , если it  )( , 2,1i  ( 021  ). 

Подчеркнем, что )(t  – принципиально ненаблюдаемый случайный процесс (скрытый марков-

ский процесс), матрицы инфинитезимальных характеристик которого имеют вид:  

)(

0

0

)(

22

11
0 


D , 

)|()|()|()|(

)|()|()|()|(

22
)2(

1222
)1(

1221
)2(

1221
)1(

12

12
)2(

1112
)1(

1111
)2(

1111
)1(

11
1






PPPP

PPPP
D . 

Диагональные элементы матрицы 0D  имеют смысл интенсивностей выхода процесса )(t  из 

своих состояний, взятые с противоположным знаком, недиагональные элементы – интенсивностей пе-

реходов из состояния в состояние без наступления события. Элементами матрицы 1D  выступают ин-

тенсивности переходов процесса )(t  из состояния в состояние с наступлением события потока. 

Имеет место ситуация недоступности наблюдению всех событий потока – каждое зарегистриро-

ванное в момент времени kt  событие порождает время фиксированной длительности T  (мертвое 

время), в течение которого другие события исходного потока теряются. Наступившие в течение мерт-

вого времени события не вызывают продления его периода, т.е. рассматривается непродлевающееся 

мертвое время, по окончании которого первое наступившее событие вновь вызывает период ненаблю-

даемости длительности T  и т.д. 

Вариант возникающей ситуации приведен на рис. 1, где 21, SS  – состояния процесса )(t , 

...,, 21 tt  – моменты наступления событий в наблюдаемом потоке, штриховкой обозначены периоды 

мертвого времени; белыми кружками обозначены наблюдаемые события, черными – ненаблюдаемые. 
 

 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

 

Цель настоящего исследования заключается в том, чтобы по реализации моментов наступления 
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что в момент окончания наблюдений t  значение процесса it  )( , 2,1i , а также на основании  

полученных формул для )|( tw i  ( 1)|()|( 21  twtw ) разработать алгоритм оценивания состояний 

потока (процесса )(t ). 

 

2. Оптимальное оценивание состояний потока событий 

 

Момент вынесения решения t  о состоянии процесса )(t  принадлежит интервалу ),( 1kk tt , 

...,2,1k , между соседними событиями наблюдаемого потока. Для интервала ),( 10 tt  момент t  лежит 

между моментом начала наблюдений 0t  и моментом наступления первого событий потока 1t . Длитель-

ность интервала ),( 1kk tt  есть величина kkk tt  1 , ...,1,0k . С другой стороны, так как событие, 

наблюдаемое в момент времени kt , порождает период мертвого времени длительности T , то 

kk T  , где k  – значение длительности интервала между моментом окончания периода мертвого 

времени Ttk   и моментом наступления следующего события потока 1kt , т.е. имеет место разбиение 

исходного интервала ),( 1kk tt  на два смежных: первый – полуинтервал ],( Ttt kk  ,  

второй – интервал ),( 1 kk tTt . Подчеркнем, что условия нахождения апостериорной вероятности 

)|( 1 tw   первого состояния процесса )(t  на полуинтервале ],( Ttt kk   и интервале ),( 1 kk tTt  прин-

ципиально разные – на полуинтервале ],( Ttt kk   поток недоступен наблюдению, в то время как на 

интервале ),( 1 kk tTt  поток наблюдаем. Кроме того, для нахождения вероятности )|( 1 tw   необхо-

димо точно знать значение длительности мертвого времени T  либо предварительно осуществить его 

оценку, в противном случае отсутствие такой информации делает невозможным нахождение апосте-

риорной вероятности )|( 1 tw   в явном виде. Уточним, что в настоящем исследовании предполагается, 

что значение T  фиксировано и известно точно. 

Ситуация полной наблюдаемости исследуемого потока событий, т.е. 0T , рассмотрена в рабо-

тах [16, 17]. В [17] показано, что априорная вероятность )|( 0
1 tt  того, что процесс )(t  в момент 

времени t  принимает значение 1  при условии, что функционирование потока началось в момент 

времени 0t , определяется дифференциальным уравнением 
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Априорная финальная вероятность 1  первого состояния процесса )(t  является решением урав-

нения (1) при t  (или 0t ) и определяется явной формулой [17] 
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Апостериорная вероятность первого состояния процесса )(t  на временных интервалах ),( 10 tt  и 

),( 1kk tt , ...,2,1k , определяется формулой [Там же] 
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1 kk ttt , ...,1,0k ; )0|( 1  ktw , ...,2,1k , определена в (3), 101 )0|(  tw , 1  задается (2). 

Обратимся к случаю, когда поток функционирует в условиях недоступности наблюдению всех 

событий потока, т.е. значение длительности мертвого времени 0T .  

Рассматривается полуинтервал ],( Ttt kk  , ...,2,1k , на котором событие потока имеет место в 

граничной точке kt ; на самом полуинтервале события отсутствуют. 

Теорема. Поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   для обобщенного синхронного потока 

событий второго порядка на полуинтервалах ],( Ttt kk  , ...,2,1k ,  определяется формулой 
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  (5) 

Tttt kk  ; 1  и a  задаются (2), )0|( 1  ktw  определяется формулой пересчета (3). 

Доказательство. На полуинтервале ],( Ttt kk  , ...,2,1k , обобщенный синхронный поток со-

бытий второго порядка является ненаблюдаемым. Вследствие этого поведение апостериорной вероят-

ности )|( 1 tw   в течение периода мертвого времени T  аналогично поведению априорной вероятности 

)|( 0
1 tt  первого состояния процесса )(t . Отличие заключается в задании начального значения 

)|( 1 tw   в момент времени kt  наступления наблюдаемого события потока. Можно показать, что веро-

ятность )|( 1 tw   на полуинтервале ],( Ttt kk  , ...,2,1k , определяется уравнением (1) с начальным 

условием )0|()|( 11  kk twttw , ...,2,1k . Интегрируя (1) [22], находим (5). Теорема доказана. 

Утверждение. На интервале ),( 1 kk tTt , смежном с временным полуинтервалом ],( Ttt kk  , вы-

числение апостериорной вероятности )|( 1 tw   осуществляется по формуле 
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
  (6) 

1 kk ttTt , ...,2,1k ; т.е. начальное условие для )|( 1 tw   привязывается к моменту времени 

,kt T  другими словами, в формуле (4) )0|( 1  ktw  заменяется на )|( 1 Ttw k  , вычисленную по (5) 

при Ttt k  , 1 kk ttTt , ...,2,1k   

В момент kt  наступления очередного события наблюдаемого потока, порождающего период 

мертвого времени, вероятность )0|( 1  ktw  рассчитывается по формуле пересчета (3).  

Полученные формулы позволяют сформулировать алгоритм расчета апостериорной вероятности 

)|( 1 tw   ( )|(1)|( 12 twtw  ) и алгоритм принятия решения о состоянии процесса )(t  (потока)  

в произвольный момент времени t : 

1) в момент начала наблюдений за потоком 00 t  задается 10101 )0|()0|(  twtw , где 

1  вычисляется по формуле (2); 

2) по формуле (4) для 0k  в любой момент времени t , 10 ttt  , где 1t  – момент наблюдения 

первого события потока, рассчитывается вероятность )|( 1 tw  , при этом начальное условие 

)0|( 01  tw  для )|( 1 tw   определено на предыдущем шаге; 

3) в момент времени 1t  по формуле (4) для 0k  вычисляется )0|()|( 1111  twtw ; 

4) k  увеличивается на единицу; с использованием формулы пересчета (3) для апостериорной 

вероятности для 1k  рассчитывается )0|( 11  tw  – начальное условие для )|( 1 tw   в формуле (5); 

5) в любой момент t , 1 1t t t T   , по формуле (5) для 1k  вычисляется )|( 1 tw  ; 
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6) по формуле (5) для 1k  рассчитывается )|( 11 Tttw   – начальное условие для )|( 1 tw   

на следующем шаге алгоритма; 

7) для 1k  по формуле (6) вычисляется )|( 1 tw   в любой момент времени t , 21 ttTt  ,  

где 2t  – момент наблюдения второго события потока; 

8) в момент времени 2t  по формуле (6) для 1k  рассчитывается )0|()|( 2121  twtw ; 

9) алгоритм переходит на шаг 4, шаги 4–8 последовательно повторяются для 2k  и т.д. 

Параллельно по ходу вычисления )|( 1 tw   в любой момент времени t  выносится решение о со-

стоянии процесса )(t  (потока) по критерию максимума апостериорной вероятности [20]. 

 

3. Результаты численных расчетов 

 

Для получения численных результатов разработанный алгоритм вычисления вероятности 

)|( 1 tw   реализован средствами языка C#, Microsoft Visual Studio 2013, посредством последователь-

ного выполнения двух этапов – имитационного моделирования [23] обобщенного синхронного потока 

второго порядка с непродлевающимся мертвым временем и вычисления вероятностей )|( 1 tw  , 

10 ttt  ; )0|( 1  ktw  и )|( 1 tw  , Tttt kk  ; )|( 1 tw  , 1 kk ttTt , ...,2,1k , а также опреде-

ления оценок )(ˆ t  траекторий истинного процесса )(t . 

С целью установления частоты ошибочных решений о состоянии )(t  по наблюдениям за пото-

ком событий проведен ряд статистических экспериментов, состоящих из следующих этапов: 

1) для определенного набора параметров 1 , 2 , 1 , 2 , )|(
)1(

1 ijP  , )|(
)2(

1 ijP  , 2,1, ji , 

T  единиц времени осуществляется имитационное моделирование наблюдаемого потока событий на 

заданном отрезке времени ],0[ mT  (отдельная k-я реализация (испытание)); 

2) осуществляется расчет апостериорной вероятности )|( 1 tw   первого состояния процесса )(t  

на отрезке ],0[ mT  по формулам (2)–(6); 

3) оценивается траектория процесса )(t  на ],0[ mT  (оценивание на отрезке ],0[ mT  временных 

интервалов, когда )(ˆ t  принимает то или иное значение); 

4) осуществляется определение (для k-го испытания) kd  – суммарной протяженности интерва-

лов, на которых значение процесса )(t  не совпадает с его оценкой )(ˆ t ; 

5) вычисляется доля ошибочных решений mkk Tdp /ˆ  ; 

6) производится повторение N  раз ( Nk ,1 ) шагов 1–5 для расчета оценки полной (безуслов-

ной) вероятности ошибки принятия решения о состояниях процесса )(t  на ],0[ mT . 

Результатом выполнения описанного алгоритма является выборка Nppp ˆ...,,ˆ,ˆ 21  долей ошибоч-

ных решений в N  испытаниях. По этому набору вычисляются выборочное среднее безусловной веро-

ятности ошибочного решения ошP̂  и ее выборочная дисперсия ошD̂ : 
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Первый статистический эксперимент проведен с целью установления времени моделирования 

mT , обеспечивающего удовлетворение свойства стационарности потока событий. Результаты работы 

имитационной модели получены для значений параметров, приведенных в табл. 1, в условиях полной 

наблюдаемости потока ( 0T  – табл. 2, рис. 2, а) и условиях наличия мертвого времени ( 1T  – табл. 3, 

рис. 2, б). В настоящем эксперименте количество испытаний фиксировано, 100N . 
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Т а б л и ц а  1  

Исходные данные для эксперимента 

1 4  , 2 0,25   (1)
1 1 1( | ) 0,2P     (1)

1 2 2( | ) 0,4P     (2)
1 1 1( | ) 0,3P     (2)

1 2 2( | ) 0,1P     

1 4  , 2 0,25   (1)
1 2 1( | ) 0,8P     (1)

1 1 2( | ) 0,6P     (2)
1 2 1( | ) 0,7P     (2)

1 1 2( | ) 0,9P     

 

Т а б л и ц а  2  

Результаты первого статистического эксперимента (T = 0) 

mT  1 10 20 30 40 50 60 70 80 … 1 000 

ˆ
ошP  0,1849 0,0830 0,0716 0,0617 0,0645 0,0638 0,0603 0,0569 0,0574 … 0,0552 

3ˆ 10ошD   2,4681 1,6610 0,9100 0,4771 0,3600 0,3790 0,2841 0,1560 0,2101 … 0,0012 

 

Т а б л и ц а  3  

Результаты первого статистического эксперимента (T = 1) 

mT  1 10 20 30 40 50 60 70 80 … 1 000 

ˆ
ошP  0,2188 0,0822 0,0726 0,0675 0,0704 0,0897 0,0642 0,0729 0,0646 … 0,0635 

3ˆ 10ошD   3,1527 2,0270 1,1331 0,7093 0,6412 0,5932 0,3091 0,2780 0,1911 … 0,0021 

 

На рис. 2 отражена зависимость оценки полной вероятности принятия ошибочного решения ˆошP  

от времени моделирования mT  при различных значениях мертвого времени: 0T  и 1T .

 
а                                                                                                     б

Рис. 2. График зависимости ˆошP  от значения mT  при 0T   (а) и 1T   (б) 

 

Анализ многочисленных результатов эксперимента, включая численные результаты табл. 2–3 и 

их графическое представление (см. рис. 2), позволяет сделать следующие выводы: 

1) при увеличении времени моделирования mT  оценки ошP̂  (в каждом из рассмотренных усло-

вий функционирования потока) стабилизируются; 

2) в случае полной наблюдаемости потока (см. рис. 2, а) оценка полной вероятности ошибки ошP̂  

для всех вариантов расчета является достаточно стабильной при 100mT  ед. времени, в случае нали-

чия мертвого времени (см. рис. 2, б) – при 500mT ; как следствие, для дальнейших экспериментов 

значение времени моделирования выбрано равным 1000mT   ед. времени; 

3) для всех вариантов расчета при 100mT  ед. времени оценка ошD̂  достаточно мала. 

Так как согласно 0D  переход )(t  из состояния i  в состояние j , 2,1, ji , в соответствии  

с [1, 8] невозможен без наступления события, то во втором статистическом эксперименте исследуется 
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зависимость ошP̂  и ошD̂  от 21   и 21  . При 1T , 1000mT  , 100N  и исходных данных табл. 4 

получены результаты, приведенные в табл. 5, 6. 

Т а б л и ц а  4  

Исходные данные для эксперимента 

1 6  , 1 2 3; ...; 192    (1)
1 1 1( | ) 0,6P     (1)

1 2 2( | ) 0,5P     (2)
1 1 1( | ) 0,3P     (2)

1 2 2( | ) 0,8P     

1 6  , 1 2 3; ...; 192    (1)
1 2 1( | ) 0,4P     (1)

1 1 2( | ) 0,5P     (2)
1 2 1( | ) 0,7P     (2)

1 1 2( | ) 0,2P     

 

Т а б л и ц а  5  

Результаты второго статистического эксперимента (для 1 2λ λ , 2α = 2 ) 

1 2   3 6 12 24 48 96 192 

ˆ
ошP  0,2038 0,1439 0,1104 0,0914 0,0821 0,0765 0,0745 

3ˆ 10ошD   0,0045 0,0032 0,0033 0,0022 0,0022 0,0027 0,0022 

 

Т а б л и ц а  6  

Результаты второго статистического эксперимента (для 1 2α α , 2λ = 2 ) 

1 2   3 6 12 24 48 96 192 

ˆ
ошP  0,2030 0,1855 0,1737 0,1689 0,1658 0,1641 0,1629 

3ˆ 10ошD   0,0044 0,0039 0,0042 0,0038 0,0041 0,0039 0,0040 

 

Результаты эксперимента свидетельствуют о лучшем оценивании состояний потока событий при 

больших значениях отношений 1 2   и 21  . Такая тенденция связана с тем фактом, что состояния 

)(t  становятся лучше различимы, за счет чего частота принятия ошибочных решений значительно 

сокращается. Отметим, что данные табл. 5 определяют лучшее в смысле малости оценки полной веро-

ятности ошибки качество оценивания рассматриваемого потока событий, нежели данные табл. 6; дру-

гими словами, увеличение значения отношения 21   обеспечивает меньшее значение оценки вероят-

ности принятия ошибочного решения, чем увеличение значения отношения 21  . Последнее свя-

зано с заданным набором параметров, определяющим поток (см. табл. 4). Обратим внимание, что срав-

нение приведенных в табл. 5–6 результатов статистического эксперимента с результатами аналогич-

ного эксперимента, проведенного для тех же исходных данных в условиях отсутствия мертвого вре-

мени, 0T  [16, 17], позволяет отметить увеличение значения ошP̂  при 0T  для каждого варианта 

расчета, что естественно в силу потери полезной информации для вынесения решения о состоянии 

потока за счет наличия мертвого времени. 

Предметом рассмотрения в третьем статистическом эксперименте является зависимость ошP̂  от 

значения длительности T , при этом рассматриваются ситуации увеличения значений 1  и 1 , опре-

деляющих интенсивность наступления событий в первом состоянии. В табл. 8–9 приведены резуль-

таты, полученные при 1000mT  , 100N  и значениях параметров, представленных в табл. 7. 

 

Т а б л и ц а  7  

Исходные данные для эксперимента 

1 4;6  , 2 0,5   (1)
1 1 1( | ) 0,2P     (1)

1 2 2( | ) 0,1P     (2)
1 1 1( | ) 0,1P     (2)

1 2 2( | ) 0,2P     

1 4;6  , 2 0,5   (1)
1 2 1( | ) 0,8P     (1)

1 1 2( | ) 0,9P     (2)
1 2 1( | ) 0,9P     (2)

1 1 2( | ) 0,8P     
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Т а б л и ц а  8  

Результаты третьего статистического эксперимента ( 1λ = 4 , 1α = 4 ) 

T  0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 

ˆ
ошP  0,0871 0,1091 0,1146 0,1178 0,1204 0,1216 0,1223 0,1243 

3ˆ 10ошD   0,0026 0,0022 0,0022 0,0023 0,0021 0,0025 0,0021 0,0031 

 

Т а б л и ц а  9  

Результаты третьего статистического эксперимента ( 61  , 61  ) 

T  0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 

ˆ
ошP  0,0610 0,0817 0,0856 0,0886 0,0898 0,0910 0,0925 0,0935 

3ˆ 10ошD   0,0009 0,0014 0,0012 0,0017 0,0017 0,0012 0,0014 0,0016 

 

Построенный согласно данным табл. 8–9 график зависимости оценки вероятности ошP̂  от значе-

ний длительности мертвого времени T  приведен на рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3. График зависимости ˆ
ошP  от T  при 1 1 4     – темным маркером, 

при 1 1 6     – светлым маркером 

 

Численные результаты, отраженные в табл. 8–9, и их графическое представление (см. рис. 3) де-

монстрируют, что при одном и том же значении T  отмечается тенденция к уменьшению оценки ошP̂  

в случае увеличения 1  и 1 , так как условия различимости состояний улучшаются, что также полно-

стью согласуется с результатами предыдущего эксперимента. Рассмотрение значений ошP̂  в обоих слу-

чаях задания интенсивностей ( 811  , 1211  ) в зависимости от 5,3...;;5,0;0T  приводит к 

обнаружению роста ошP̂  с увеличением T , так как увеличение продолжительности мертвого времени 

всегда означает уменьшение количества полезной информации, что отрицательно сказывается на  

качестве оценивания (это также можно видеть на рис. 2). При этом заметим, что поведение оценок 

)8(ˆ
11 ошP  (темный маркер на рис. 3) и )12(ˆ

11 ошP  (светлый маркер на рис. 3) в целом  

аналогично. 

Ввиду вероятностного механизма смены состояний потока в каждый момент наступления собы-

тия особый интерес (четвертый статистический эксперимент) представляет рассмотрение частного 

случая задания вероятностей )|(
)(

1 ij
l

P  , 2,1, ji , 2,1l , определяющих переходы процесса )(t  из 

состояния iS  в состояние jS , 2,1, ji : 0)|(
)(

1  ij
l

P , ji  , 1)|(
)(

1  ij
l

P , ji  ; при значениях 

параметров 1T , 1000mT  , 100N , 41  , 75,02  , 11  , 45,02  .  
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На рис. 4 в качестве иллюстрации приведено поведение оценки )(ˆ t  для отдельной реализации 

исследуемого потока; здесь 21,   – значения оценки )(ˆ t . Штриховкой отмечены участки ошибочных 

решений о состоянии процесса )(t  (потока событий), 001,0t . 

 

 
Рис. 4. Поведение оценки ˆ ( )t  

 

В четвертом эксперименте выборочное среднее полной вероятности ошибки – 1821,0ˆ ошP , вы-

борочная дисперсия – 3100049,0ˆ ошD . Существенное ухудшение качества оценивания (в смысле ма-

лости оценки полной вероятности ошибки) по сравнению с результатами, приведенными в [17] в слу-

чае 0T  при том же наборе параметров, объясняется наличием мертвого времени. 

 

Заключение 

 

В настоящей статье предложен основанный на критерии максимума апостериорной вероятности 

алгоритм оптимального оценивания состояний обобщенного синхронного потока событий второго по-

рядка, функционирующего в условиях непродлевающегося мертвого времени. Сформулированы алго-

ритм расчета апостериорной вероятности )|( 1 tw   и алгоритм принятия решения о состоянии про-

цесса )(t  в произвольный момент времени t  на основании выборки моментов наступления событий 

mttt ...,,, 21  в наблюдаемом потоке. Проведен ряд статистических экспериментов для установления ча-

стоты ошибочных решений о состоянии случайного процесса )(t . Численные результаты проведенных 

на имитационной модели потока экспериментов не противоречат физической интерпретации и иллю-

стрируют приемлемую оценку полной вероятности ошибки оценивания и достаточно малую выбороч-

ную дисперсию, которые обеспечиваются предложенным алгоритмом оптимального оценивания. 
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The paper deals with a generalized synchronous flow second-order events accompanying random process ( )t , which is an unob-

servable piecewise constant process with two states 1S  and 2S . Hereinafter, it is understood the i th state of process ( )t  as the state 

iS , 1,2i  . 

The duration of interval between the flow events at the i th state is determined by random variable (1) (2)min( , )i i i    , where 

random variable (1)
i  is distributed according to the law (1)( ) 1 it

iF t e


  , random variable (2)
i  is distributed according to the law 

(2)( ) 1 it
iF t e


  ; (1)

i  and (2)
i  are independent of each other, 1,2i  . At the moment when a flow event occurs, process ( )t  

transits from the i th state to the j th either with probability (1)
1 ( | )j iP    or with probability (2)

1 ( | )j iP    depending on the value 

of random variable i , , 1,2i j  , i j . At the moment when a flow event occurs, process ( )t  stays in the i th state either with 

probability (1)
1 ( | )i iP    or with probability (2)

1 ( | )i iP    depending on the value of random variable i , 1,2i  . Wherein,  

(1) (1)
1 1( | ) ( | ) 1j i i iP P      , (2) (2)

1 1( | ) ( | ) 1j i i iP P      , , 1,2i j  , i j . Thus, the duration of interval between the flow events 

in the i th state of process ( )t  is a random variable with the exponential distribution function ( )
( ) 1 i i t

iF t e
  

  , 1,2i  . 

In the sequel it is assumed that the state 1S  (the first state) of random process ( )t  takes place, if 1( )t   , and the state 2S   

(the second state) of random process ( )t  takes place, if 2( )t    ( 1 2 0    ). 

We consider the situation, where each event registered at the moment kt  generates the period of time T , called a dead time, 

during which other flow events are lost, and upon its completion, an occurring event also causes the period of non-observability of the 
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flow. It is necessary to estimate the state of random process ( )t  at the moment t , having  a sample of the moments of occurrence 

of events 1 2, ,...t t  in the observed flow. 

The algorithm of optimal estimation for the states of a generalized synchronous flow of second-order events with unextendable 

dead time is as follows: 

1) at the initial instant 0 0t   a priori probability of the first state 1  of the process ( )t  is calculated using explicit expression 

(1) (2)

2 1 1 2 2 1 1 2
1 (1) (2) (1) (2)

1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2

( | ) ( | )
;

( | ) ( | ) ( | ) ( | )

P P

P P P P

      
 

              
 

2) 0k  , at any moment t  of the interval 0 1( , )t t  a probability 1( | )w t  is computed according to formula 

1 1 2 2

1 1 2 2

( )( )

1
1 ( )( )

1 1

( | 0)
( | ) ,

1 ( | 0) ( | 0)

k

k

t t

k

t t

k k

w t e
w t

w t w t e

     

     

 
 

     
1 0 1( | 0) ;w t     

at the moment 1t  calculations are made for determination 1 1 1 1( | ) ( | 0)w t w t     using the same formula; 

3) k  increases by 1; for 1k   a posteriori probability is recalculated according to formula 

1 2 2 1 1 1 2 2( | 0) /[( ) ( | 0)( )],k kw t W w t                 

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 2 1 1 2( | ) ( | ) ( | 0)[ ( | ) ( | ) ( | ) ( | )];kW P P w t P P P P                      )0|( 11  tw   

is the initial value for 1( | )w t  at the next step; 

4) 1k  , at any moment t  of the half-interval 1 1( , ]t t T  a probability 1( | )w t  is calculated according to  

( )

1 1 1 1( | ) [ ( | 0) ] ,ka t t

kw t w t e
 

         

(1) (2) (1) (2)

1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2( | ) ( | ) ( | ) ( | );a P P P P              

here 1 1( | )w t t T    is the initial value for 1( | )w t  at the next step of the algorithm; 

5) 1k  , at any moment t  of the 1 2( , )t T t  a posteriori probability 1( | )w t  is calculated according to  

1 1 2 2

1 1 2 2

( )( )

1
1 ( )( )

1 1

( | )
( | ) ;

1 ( | ) ( | )

k

k

t t T

k

t t T

k k

w t T e
w t

w t T w t T e

      

      

 
 

     
 

1 2 1 2( | ) ( | 0)w t w t     can be found using the same formula when 2t t ; 

6) the algorithm goes to step 3, after that steps 3–5 are repeated sequentially for 2k   and so on. 

Simultaneously with the calculation process of probability 1( | )w t , the estimation of the flow state is made according to criterion 

of a posteriori probability maximum: if 1 2( | ) ( | )w t w t   , then 
1

ˆ ( )t   , else 
2

ˆ ( )t   . 

The numerical results of described statistical experiments conducted on the simulation model demonstrate the possibility of 

sufficiently qualitative estimation of the states of a generalized synchronous flow of second-order events in conditions of a constant 

dead time. 
 

Keywords: generalized synchronous flow of second-order events; flow state; optimal estimation of states; unextendable dead time; 

criterion of a posteriori probability maximum. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСОВ В МНОГОКАНАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ  

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С БЛОКИРОВКОЙ  

НА ОСНОВЕ СИНЕРГЕТИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ 

 
Строится оценка скорости сходимости к нулю вероятности отказа в многоканальной системе обслуживания, 

моделирующей телекоммуникационную сеть, при стремлении к бесконечности количества серверов и 

нагрузки. С ее помощью решается задача разделения ресурсов между различными пользователями телекомму-

никационной сети. 

Ключевые слова: многоканальная система массового обслуживания с отказами; телекоммуникационная сеть; 

модели телетрафика. 

 

Теория массового обслуживания как современная область прикладной теории вероятностей 

разработана в рамках исследования операций и стала одним из главных инструментов для анализа 

систем радиосвязи. В настоящее время теория очередей играет важную роль в анализе эффективно-

сти будущих поколений телекоммуникационных сетей. Например, в пятом поколении сети, несмотря 

на ее высокую пропускную способность, до 10 Гбит/с, возникает необходимость совместного ис-

пользования ограниченного количества ресурсов между различными приложениями и пользовате-

лями. Это приводит к формулированию и решению проблем распределения ресурсов с учетом нена-

дежной среды. 

В настоящее время теория массового обслуживания развивается именно в этом направлении, 

имея в качестве своей основы работы таких специалистов, как А. Боровков, Б. Гнеденко, Л. Афана-

сьева, Е. Булинская, В. Королев, Е. Яровая [1–6]. При этом важную роль играют результаты, полу-

ченные в работах по математической теории телетрафика Ф. Келли, К. Росса, Г. Башарина, В. Виш-

невского [7–10]. 

В работе рассматривается n-канальная система массового обслуживания с отказами в предполо-

жении, что интенсивность входного потока пропорциональна n. Исследуется сходимость вероятности 

блокировки в этой системе к нулю при .n  Решается задача о построении совокупности многока-

нальных систем с отказами и одинаковой (или близкой) асимптотикой сходимости к нулю вероятности 

отказа. Подобная задача возникает при конструировании современных систем передачи данных [9.  

Гл. 2]. Особенностью асимптотических результатов является их приближенный характер, позволяю-

щий получить достаточно удобные формулы для постановки и решения задач оптимизации систем пе-

редачи данных. 

 

1. Асимптотические соотношения 

 

Рассмотрим систему обслуживания | | | 0nA M M n  с интенсивностью входного пуассонов-

ского потока λn  и интенсивностями обслуживания μ  на всех n приборах, / μ.    Система 
nA  может 

рассматриваться как объединение n систем вида 
1 | |1| 0A M M  с пуассоновскими входными потоками 

интенсивности λ.  Количество заявок в системе 
nA  описывается процессом гибели и рождения ( )nx t   

с интенсивностями рождения и гибели ( ) , 0 < , ( ) = μ, 0 < .n nk n k n k k k n       
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Обозначим (ρ)nP  стационарную вероятность отказа в системе 
nA  при заданном ρ.  Пусть 

, , 1,n na b n   – две вещественные последовательности. При n  полагаем, что ,nn ba   если 

1,limsup 
n

n
n b

a  и что an ~ bn, если .nnn bab   

Теорема 1. Справедливо следующее предельное соотношение: (1)nP ~
2

, .
π

n
n

   

Доказательство. Пусть ε > 0,  рассмотрим функцию ( ) =1 exp( (1 ε) ).f x x x     Функция )(xf  

удовлетворяет следующим соотношениям:  

ln(1 ) ln(1 )
(0) = 0, '( ) > 0, 0 < < , '( ) < 0, < 1, (1) < 0.

1 1 ε
f f x x f x x f

   


  
 

Поэтому на отрезке [0,1] существует единственное (ε),x  удовлетворяющее равенству ( (ε)) = 0f x , и 

значит неравенствам 1 exp( (1 ) ), 0 (ε) <1.x x x x      Пусть ,0),=)((lim=)( nkktxPkp ntn   

тогда в силу [11. Гл. 2, § 1]  
2

2

( 1)
( 1) = ( ) , ( 2) = ( ) ,

λ
n n n n

n n n
p n p n p n p n

n n

   
   

  
 

Следовательно, стационарная вероятность отказа в силу интегральной теоремы восстановления и 

закона больших чисел для процесса восстановления [12. Гл. 9, § 4, 5] удовлетворяет равенству 
1

1

=0 =0

( ) ( ) = 1
kn

k

n n

k j

j
P p n

n





  

     
  

  , и значит  

 

1
1

=0 =0

(1) 1 ,
kn

n

k j

j
P

n


  

   
  

  (1) 

где 
1

0=j  полагается равным 1.  Из формулы (1) следует неравенство  

11
1 2

0 ( ) 0 ( ) 1 ( )=0 =0

(1) 1 exp( (1 ) / ) exp( (1 ε) / 2 ).
kk

n

k nx k nx k nxj j

j
P j n k n

n




        

 
         

 
     

Отсюда получаем, что  
( ) (1 )

1

( )

1 2 2

1

(1) exp( (1 ) / 2 ) exp( / 2) ,
1 ε

x n

n

nx

n

n
P x n dx y dy

 





      
   

следовательно,  

( ) (1 )

1

1

2 2
(1) (1 ) exp( / 2) (1 ε) , ,

x n

n

nP n y dy n

 





 
       
  
 

  

и значит limsup (1) 1 ε.
2

n
n

n
P




   

Используя формулу (1) и неравенство 1,0),(exp1  xxx  получаем  

1 2 2

1 1 0

(1) exp( ( 1) / 2 ) exp( ( 1) / 2 ) exp( / 2 ) ,n

k n k n

P k k n k n x n dx





   

           

откуда следует, что 
π

1 liminf (1) .
2

n
n

n
P


 Полученные выше неравенства для верхнего и нижнего 

пределов приводят к утверждению теоремы 1.  

Теорема 2  При <1  справедливы соотношения  

 

2 2ρ 2 ρ ρ ρ 1 2 ln ρln ln
exp (ρ) exp .

2 π 8 2 ln ρ π ρ 1
n

n n
P

n n

  
    

   
 (2) 
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Доказательство. Пусть величина ε  удовлетворяет равенству ( ) 1 ρ > 0x    , значит 

= ln(1 (ε))/ ( ) 1= ln /(1 ) 1> 0.x x          Из формулы (1) следует неравенство 1( ) (ρ),n nP     где  

 

2
2

1 ( ) 1 ( )

(1 ε) 2 lnρ
( ) exp( (1 ) / 2 ) = exp

2

k

n

k nx k nx

k kn
k n

n



     

  
         

 
   

 

2
2

1 ( ) 1

1 1ln
exp exp lnρ

2(1 ) 2 1k nx

n n
k

n   

     
                

  

 

2( ) 12

1

1 1ln
exp exp ln = ( ),

2(1 ) 2 1 ε 1

nx

n

n n n
x dx

n

       
                   

  

 

1
( ( ) 1) ln

1

1
ln

1

02 2 π
( ) = exp exp = , .

2 2 2

n
nx

n

n

n

n

y y
dy dy n


   




 





   
        

   
   

Таким образом, доказано неравенство  

 

2
ln

( )exp 1.limsup
2(1 ) 2(1 ε)

n
n

nn
P



  
  

   
 (3) 

Перейдем теперь к построению нижней оценки для (ρ).nP  Используя формулу (1) и неравенство 

1,0),(exp1  xxx  получаем 

 
22

1

=0

2 ln 1 1
( ) exp exp ln (ρ),

2 2 2

n

n n

k

k k nk
P n

n n


      

              
  

 
22

=0 =

( ln 1/ 2) 1 1
( ) = exp exp lnρ

2 2 2

n

n

k k

k n k
n

n n n





      
                

   

 22 exp( / 2) = 2 2π .n y dy n



      

Таким образом, доказано неравенство  

2
1 1

1 liminf ( )exp ln (2 2π ) =
2 2

n
n

P n n
n

  
        

2 8ln
liminf ( )exp .

2 2 ρ
n

n

n n
P



  
  

 
 (4) 

Из соотношений (3), (4) следует утверждение теоремы 2.   

Замечание. При =1 , γ 0,     верхняя и нижняя оценки для вероятности отказа (ρ)nP  

сближаются, поскольку множитель 1
1.

ln ρ

 
  Причем множитель 2ln ρn наиболее сильно влияет на 

вероятность отказа (ρ).nP   

Следствие. Пусть 1 , γ > 0,n    тогда соотношения (2) перепишутся в виде:  

 

1 21 1 2 1 1 1 2 1
( ) , γ , (ρ)exp , γ < .

2 π π 2 2 π 2 π 2
n n

n
P P

n n n n




 

  
 

 (5) 

Доказательство следствия 1 основано на неравенствах (3), (4), справедливых при ρ = 1 .n   

Такая зависимость коэффициента загрузки = /μ   от числа каналов n  позволяет выявить изменение 

вероятности отказа (ρ)nP  при больших n  от параметра ,  который определяет скорость сходимости 

коэффициента загрузки к единице.  

Теорема 3.  При >1  справедливо предельное соотношение (ρ) 1 / , .nP n      

Доказательство. Из формулы (1) следует, что  

 

1 1

( ) ( 1)
=0

1 ρ
( ) = 1 , .

1

n
k

n n
k

P n


 
 

 


 

 
    

 
  (6) 
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Зафиксируем > 0, 0 < γ <1/2  и определим (ε)n  такое, чтобы при > (ε)n n  выполнялось неравенство 

1/2 < (ε),n nx  тогда  

1/2

1
2

( )

0

(1 ε)
( ) exp

2

k

n

k n

k
P

n








 

   
          

  

 
1/2

exp((1 ) / 2)(1 / ) μ
1 , .

1 ( / )n

n
n



  

 


 
   


 (7) 

Формулы (6), (7) приводят к утверждению теоремы 3. 

 

2. Объединение многоканальных систем с блокировкой 

 

Предположим, что у нас имеется m  независимых пуассоновских потоков заявок с 

интенсивностями 
1λ = = = m   и параллельно работающими приборами с интенсивностью 

обслуживания на каждом из них, равной μ.  Полагаем, что заявка k-го потока одновременно 

обслуживается kc  приборами, .1 mk   Такие системы естественным образом возникают, если по 

каналу связи передаются сообщения различного типа, например текст, устная речь и т.д. Требуется так 

распределить приборы между потоками различных сообщений, чтобы вероятности отказа (1))(k
nP  для 

каждого из потоков mk ,1,=   были приблизительно одинаковыми. Подобная задача возникает при 

конструировании современных систем связи. 

Пусть число приборов в k-й подсистеме равно ,knn  исходя из теоремы 1 следует потребовать, 

чтобы выполнялись равенства  

 
1

1

= = .m

m

nn

c c
 (8) 

Перепишем эти равенства в виде: 

2
2 1 1

1 1

= , , = .m
m

cc
n n n n

c c
 

Предположим, что числа 2

1 1

, , mcc

c c
 являются рациональными и перепишем их в виде: 

2 2

1 2 1

, , ,m m

m

c pc p

c q c q
   

где пары натуральных чисел 
2 2( , ), ,( , )m mp q p q  состоят из взаимно простых чисел. Тогда для того, 

чтобы числа 
2 , , mn n  были целыми, требуется, чтобы число 

1n  было кратно числам 
2 , , .mq q  

Следовательно, число 
1n  должно делиться на наименьшее общее кратное L  чисел 

2 , , .mq q  Таким 

образом, всевозможные значения чисел 
1, , ,mn n  удовлетворяющие равенствам (8), выглядят 

следующим образом: 2
1 2 2

2

= , = , , = , =1, 2,m

m

np Lnp L
n nL n n n

q q
 

Рассмотрим теперь случай, когда интенсивности входных потоков 1, , m   различаются, и 

обозначим = , =1, , .
μ

k

k k m


  В этом случае естественно заменить равенства (8) на равенства  

22
1

1

1

ρlnln
= = m

m

m

n n
c c


 

и провести аналогичные рассмотрения. 
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Заключение 

 

Полученные в настоящей работе результаты позволяют распределять ресурсы канала связи 

между различными типами сигналов так, чтобы вероятность потери передаваемых сигналов была до-

статочно малой. Решение этой задачи основано, с одной стороны, на синергетических эффектах в мно-

гоканальных системах массового обслуживания с отказами, а с другой стороны, на разложении нату-

ральных чисел на простые множители и нахождении наименьшего общего кратного. 
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In this paper, we consider n – server loss system under the assumption that the intensity of the input flow is proportional to n. We 

investigate the convergence of the blocking probability in this system to zero at .n   A similar problem arises in the design of 

modern data transmission systems. A specific of suggested asymptotic results is that we did not obtain accuracy formulas or solutions 

of optimization problems for the transmission systems.  

Consider queuing system = | | | 0nA M M n  with intensity of input flow λn  and intensities of service at all n servers, ρ = λ/μ.  

Denote (ρ)nP  the stationary blocking probability in the system nA  at a given ρ.  Let , , 1,n na b n   be two real sequences. For .n   

we assume that n na b  if 1.limsup n
n

n

a

b


  Let us say ,n na b  if .n n nb a b  

Теорема 1. The following limit ratio is true: 
2

(1) , .nP n
n




 

Теорема 2.  At ρ < 1  following relations are valid 

 
2 2ρ 2 ρ ρ ρ 1 2 lnρln ln

exp (ρ) exp .
2 π 8 2 lnρ π ρ 1

n

n n
P

n n

   
    

   
  

Suppose that we have m independent Poisson flows of customers with intensities 1= λ = = m   and parallel servers with the 

intensity of service at each of them equal to μ. We assume that the service of the k-th flow customer is realized on kc  servers, 

1 .k m   We shoud like to distribute the servers between the flows so that the blocking probabilities ( ) (1)k
nP  for each of the flow 

= 1, ,k m  are about the same.  

Let the number of servers in the k-th subsystem be ,kn n  from Theorem 1 we obtain that the basic equations  

 1

1

= = m

m

nn

c c
 (1) 
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are fulfilled. We rewrite these equations in the form 2
2 1 1

1 1

= , , = .m
m

cc
n n n n

c c
 Assume that the numbers 2

1 1

, , mcc

c c
 are rational and 

rewrite them as 2 2

1 2 1

, , ,m m

m

c pc p

c q c q
   where pairs of positive integers 2 2( , ), ,p q  ( , )m mp q  consist of mutually prime numbers. 

Then, for the numbers 2 , , mn n  to be integers, it requires that number 1n  is a multiple of 2 , , .mq q  Therefore the number 1n  should 

be divided by the smallest common multiple L  of the numbers 2 , , .mq q  Thus, all possible values of the numbers 1, , ,mn n  satisfying 

the basic equality (1), look like these 

2
1 2 2

2

= , = , , = , =1,2,m

m

np Lnp L
n nL n n n

q q
 . 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОТОКОВ ЗАЯВОК В ДВУХФАЗНОЙ СИСТЕМЕ  

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ЧИСЛОМ ПРИБОРОВ  

И ПОВТОРНЫМИ ОБРАЩЕНИЯМИ 
 

Рассматривается двухфазная система массового обслуживания с неограниченным числом приборов 

на каждой фазе и возможностью повторного обращения заявок к каждой из фаз. Исследуется многомерный 

случайный процесс, описывающий потоки заявок, поступающие на фазы системы. Получено аналитическое 

выражение для производящей функции исследуемого процесса в нестационарном режиме, позволяющее опре-

делить его вероятностные характеристики. 

Ключевые слова: двухфазная система массового обслуживания с неограниченным числом приборов; повтор-

ное обслуживание; производящая функция; произвольное время обслуживания; метод предельной декомпозиции. 

 

В теории массового обслуживания решение значительного числа задач проводится в предполо-

жении, что входящий поток заявок является стационарным и имеет распределение Пуассона. В боль-

шинстве случаев это предположение подтверждается статистическим анализом реальных потоков [1]. 

Также пуассоновские процессы могут быть использованы для аппроксимации процессов в случае 

наблюдения достаточно большого числа независимых потоков [2–6]. 

Большинство задач теории массового обслуживания для моделей с простейшим входящим пото-

ком и экспоненциальным распределением времени обслуживания были решены еще в ХХ в. В 1956 г.  

Б.А. Севастьянов решил задачу Эрланга для систем с произвольной функцией распределения времени 

обслуживания М/G/N [7, 8] и показал, что, что при N → ∞ распределение числа занятых приборов 

сходится к пуассоновскому. В 1969 г. Л. Такач [9] показал, что количество клиентов в системе M/G/∞ 

имеет распределение Пуассона в стационарном режиме, которое зависит от средней скорости поступ-

ления заявок и среднего времени обслуживания вызовов. В работах [10, 11] доказано, что число заня-

тых приборов в системе М/М/∞ имеет распределение Пуассона. В работе [12] проведено исследование 

суммарного потока заявок в системе М/М/∞ с повторным обслуживанием. Исследование процессов 

числа заявок в многофазных системах и сетях массового обслуживания с рекуррентным обслужива-

нием представлено в работах [13–15]. 

Однако исследованию потоков в системах массового обслуживания (СМО) с неограниченным 

числом обслуживающих приборов с произвольным временем обслуживания, а также многофазных 

СМО с возможностью повторного обращения заявки в систему посвящено не так уж много работ. В [16] 

проведено исследование суммарного потока заявок в однофазной системе с входящим MMPP-потоком 

и повторными обращениями. В работе [17] для исследования системы M/GI/∞ предложен метод пре-

дельной декомпозиции. В работе [18] методом предельной декомпозиции исследованы суммарный и 

двумерный потоки обращений к системе M/GI/∞. В работах [19–21] исследованы потоки обращений  

в двухфазных СМО с неограниченным числом приборов на каждой фазе и повторными обращениями. 

В настоящей работе предлагается метод предельной декомпозиции для анализа различных потоков в 

двухфазной СМО с неограниченным числом обслуживающих приборов и возможностью повторного 

обращения заявки к любой фазе системы. 

 

1. Математическая модель 

 

Рассмотрим двухфазную систему массового обслуживания с неограниченным числом обслу-

живающих устройств на каждой фазе (рис. 1). На вход системы поступает простейший поток заявок  
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с параметром λ. Время обслуживания заявок на первой фазе независимо и имеет одинаковое распреде-

ление для каждого прибора с произвольной функцией распределения B1(x). По завершении обслужи-

вания на первой фазе заявка с вероятностью r11 может обратиться к первой фазе для повторного обслу-

живания, либо с вероятностью r12 может перейти на вторую фазу, либо с вероятностью (1 – r11 – r12) 

может покинуть систему. На второй фазе время обслуживания также имеет одинаковое распределение 

для каждого прибора с произвольной функцией распределения B2(x). По завершении обслуживания на 

второй фазе заявка с вероятностью r21 может обратиться к первой фазе для повторного обслуживания, 

либо с вероятностью r22 может повторно обратиться ко второй фазе, либо с вероятностью (1 – r21 – r22) 

может покинуть систему.  
 

 
 

Рис. 1. Двухфазная система массового обслуживания с обратной связью 

 

Введем следующие обозначения: 

l(t) – число обращений к системе из внешнего источника (первичные заявки), реализованных к 

моменту времени t;  

n12(t) – число обращений ко второй фазе системы после обслуживания на первой фазе;  

n11(t) – число повторных обращений к первой фазе системы после обслуживания на первой фазе;  

n21(t) – число повторных обращений к первой фазе системы после обслуживания на второй фазе;  

n22(t) – число повторных обращений ко второй фазе системы после обслуживания на второй фазе. 

Пусть в начальный момент времени система была пуста. Ставится задача исследования много-

мерного случайного процесса {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)}, описывающего потоки заявок 

в системе. 

 

2. Метод предельной декомпозиции 

 

Входящий поток заявок, интенсивность которого равна λ, разделим на N независимых потоков 

по полиномиальной схеме с равными вероятностями. Интенсивность каждого такого потока будет 

равна λ/N. Определим для заявок каждого из полученных потоков единственную однолинейную двух-

фазную линию обслуживания с отказами (рис. 2). В этой системе заявки, поступающие в период вре-

мени, когда хотя бы одна фаза линии занята, не обслуживаются (теряются).  

 
Рис. 2. Однолинейная двухфазная СМО с отказами 
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Нетрудно доказать, что при N → ∞ вероятностью потерь заявок можно пренебречь, и тогда ха-

рактеристики исходной системы будут сходиться к суммарным характеристикам совокупности N од-

нолинейных двухфазных СМО. Итак, задача нахождения распределения вероятностей числа обраще-

ний в двухфазной бесконечнолинейной СМО сводится к решению задачи нахождения распределения 

вероятностей числа обращений в однолинейной СМО с отказами. 

 

3. Исследование однолинейной двухфазной СМО с отказами 

 

В описанной выше однолинейной системе будем рассматривать многомерный случайный про-

цесс {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)}, описывающий число обращений, реализованных за 

время t в систему извне, с первой фазы на первую фазу, с первой на вторую фазу, со второй на первую 

и со второй на вторую фазу соответственно. Введем производящую функцию данного многомерного 

процесса в виде: 

11 12 21 22

11 12 21 22

11 12 21 22 11 12 21 22 11 12 21 22

0 0 0 0 0

( , , , , , , ) ( , , , , , , )n n n nl

l n n n n

g x y y y y t N x y y y y P l n n n n t N
    

    

     . 

Докажем следующее утверждение. 

Теорема. Пусть функции fk(x, y11, y12, y21, y22, t), k = 1, 2 определяются следующими преобразова-

ниями Фурье–Стилтьеса: 
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, (1) 

 2 11 12 21 22 2 11 12 21 22

0
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tx y y y y e d f x y y y y t
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1
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 * 22 12
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1
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r r

 
      

 
, (2) 

где    
0

j t

k kB e dВ t



     – преобразование Фурье–Стилтьеса от функции распределения  kВ t  времени 

обслуживания на фазах системы, k = 1, 2; 11 22 12 21(1 )(1 )r r r r r    . Тогда производящая функция  

g(x, y11, y12, y21, y22, t, N) многомерного случайного процесса {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)} 

в двухфазной однолинейной системе с повторными обращениями к фазам имеет вид: 

   11 12 21 22 11 11 12 12 1 11 12 21 22
0

1
( , , , , , , ) 1 1 ( 1) ( 1) ( , , , , , )

t
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
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
 

   2
21 21 22 22 2 11 12 21 22

0

( 1) ( 1) ( , , , , , ) ( )
t

r y r y f x y y y y s ds o N 
     


. (3) 
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Доказательство. Поскольку процесс {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)} не является 

марковским, введем в рассмотрение дополнительные переменные: процесс k(t) – состояние линии об-

служивания, т.е. если k-я фаза линии занята, то k(t) = k, k = 1, 2, а если линия свободна, то k(t) = 0;  

z(t) – длина интервала времени от момента t до момента окончания текущего обслуживания, если линия 

занята.  

Процесс {k(t), l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N), z(t)} является марковским. Распределение 

вероятностей этого процесса обозначим следующим образом: 

– P0(l, n11, n12, n21, n22, t, N) = P{k(t) = 0, l(t, N) = l, n11(t, N) = n11, n12(t, N) = n12, n21(t, N) = n21, 

n22(t, N) = n22} – вероятность того, что в момент времени t линия свободна и к этому моменту к системе 

обратилось l заявок из внешнего источника, n11 заявок обратилось для повторного обслуживания с пер-

вой фазы на первую, n12 заявок обратилось с первой фазы на вторую, n21 заявок обратилось повторно к 

первой фазе после обслуживания на второй фазе, n22 заявок повторно обратилось ко второй фазе си-

стемы после обслуживания на второй фазе системы; 

– Pk(l, n11, n12, n21, n22, z, t, N) = P{k(t) = k, l(t, N) = l, n11(t, N) = n11, n12(t, N) = n12, n21(t, N) = n21, 

n22(t, N) = n22, z(t) < z}, k = 1, 2, – вероятность того, что в момент времени t занята k-я фаза системы,  

к этому моменту к системе обратилось l заявок из внешнего источника, n11 заявок обратилось для по-

вторного обслуживания с первой фазы на первую, n12 заявок обратилось с первой фазы на вторую,  

n21 заявок обратилось повторно к первой фазе после обслуживания на второй фазе, n22 заявок повторно 

обратилось ко второй фазе системы после обслуживания на второй фазе системы, и остаточное время 

обслуживания заявки, находящейся в системе, меньше z.  

Для распределения вероятностей многомерного процесса {k(t), l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), 

n22(t, N), z(t)} составим прямую систему дифференциальных уравнений Колмогорова. 
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
, (4) 
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 
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 

 
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2 11 12 21 22 2 11 12 21 22( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )P l n n n n z t N P l n n n n z t N

t z

 
 
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( , , , , ,0, , ) ( , , 1, , ,0, , )
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P l n n n n t N P l n n n n t N
r B z

z z

  
  
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 2 11 12 21 22
22 2

( , , , , 1,0, , )
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P l n n n n t N
r B z

z

 



. (6) 

Начальные условия для системы (4)–(6) запишем в виде: 

11 12 21 22

0 11 12 21 22

0 11 12 21 22

0, есл 0, 0, 0, 0, 0,
( , , , , ,0, )

( ), если 0,

и l n n n n
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где R0(N), R1(z, N), R2(z, N) – стационарное распределение вероятностей занятости фаз в однолинейной 

СМО, удовлетворяющее условию нормировки: 

0 1 2( ) ( , ) ( , ) 1R N R N R N     . 
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Введем следующие функции: 

  11 12 21 22

11 12 21 22

0 11 12 21 22 11 12 21 22 0 11 12 21 22

0 0 0 0 0

, , , , , , ( , , , , , , )n n n nl
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     , k = 1, 2. 

Тогда, из уравнений (4)-(6) следует, что эти функции удовлетворяют уравнениям 
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Начальные условия для системы (7)-(9) имеют вид: 

0 11 12 21 22 0( , , , , ,0, ) ( )g x y y y y N R N , 

11 12 21 22( , , , , , ,0, ) ( , )k kg x y y y y z N R z N , k = 1, 2. 

В работе [22] показано, что  

22
1 1
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z
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N r
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12
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z
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R z N B v dv
N r


   , 

где 
11 22 12 21(1 )(1 )r r r r r    . 

Тогда  

 0 1 2 22 1 12 2

1
( ) 1 ( , ) ( , ) 1 (1 )R N R N R N r b r b

N r


          , 

где b1 и b2 – математические ожидания времени обслуживания на первой и второй фазах соответ-

ственно. 

Решение системы уравнений (7)–(9) будем искать в виде: 

   2

0 11 12 21 22 0 11 12 21 22

1
, , , , , , 1 ( , , , , , ) ( )g x y y y y t N F x y y y y t o N

N

   , (10) 
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11 12 21 22 11 12 21 22

1
, , , , , , , ( , , , , , , ) ( )k kg x y y y y z t N F x y y y y z t o N

N

  , k = 1, 2,  (11) 

где F0(∙), F1(∙) и F2(∙) – некоторые функции, не зависящие от N.  

Подставив выражения (10), (11) в систему (7)–(9), получим систему уравнений для функций F0(∙) 

и Fk(∙), k = 1, 2: 
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с начальными условиями: 

    0 11 12 21 22 0, , , , ,0 1 ( )F x y y y y N R N   , (15) 

  11 12 21 22, , , , ,0 ( , )k kF x y y y y N R z N  , k = 1, 2. (16) 

Решая дифференциальные уравнения (13) и (14) в частных производных первого порядка, найдем 

вид функций F1(x, y11, y12, y21, y22, z, t) и F2(x, y11, y12, y21, y22, z, t): 
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Из уравнения (12) несложно найти вид функции F0(x, y11, y12, y21, y22, t): 

22 12
0 11 12 21 22 1 2

1
( , , , , , )

r r
F x y y y y t b b t

r r

 
     

 
 

 
11 12 1 11 12 21 22 21 22 2 11 12 21 22

0 0

(1 ) ( , , , , , ) (1 ) ( , , , , , )

t t

r r f x y y y y s ds r r f x y y y y s ds       . (19) 

Тогда, учитывая (10), (11), получаем 
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, , , , , , , 1 ( , , , , )g x y y y y z t N F y y y y t

N
    

 2

1 11 12 21 22 2 11 12 21 22

1 1
( , , , , , ) ( , , , , , ) ( )F y y y y z t F y y y y z t o N

N N

   . (20) 

При z →∞ выражения (17), (18) примут вид: 

1 11 12 21 22 22 1( , , , , , ) (1 )F x y y y y t r b xt
r


      

 11 11 1 11 12 21 22 21 21 2 11 12 21 22

0 0

1 ( , , , , , ) ( , , , , , )

t t

r y f x y y y y s ds r y f x y y y y s ds    , 

2 11 12 21 22 12 2( , , , , , )F x y y y y t r b
r


   

 12 12 1 11 12 21 22 22 22 2 11 12 21 22

0 0

( , , , , , ) 1 ( , , , , , )

t t

r y f x y y y y s ds r y f x y y y y s ds    . 
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Тогда, учитывая (20), производящая функция g(x, y11, y12, y21, y22, t, N) многомерного случайного про-

цесса {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)} в двухфазной однолинейной системе с повторными 

обращениями к фазам имеет вид: 

   

11 12 21 22

11 11 12 12 1 11 12 21 22
0

( , , , , , , )

1
1 1 ( 1) ( 1) ( , , , , , )

t

g x y y y y t N

x t r y r y f x y y y y s ds
N




         



 

  2
21 21 22 22 2 11 12 21 22

0

( 1) ( 1) ( , , , , , ) ( )
t

r y r y f x y y y y s ds o N 
     


, 

что совпадает с выражением (3) теоремы. 

Для нахождения неизвестных функций f1(x, y11, y12, y21, y22, t) и f2(x, y11, y12, y21, y22, t) продифферен-

цируем равенства (17) и (18) и рассмотрим их при z = 0. Получим систему интегральных уравнений для 

функций f1(x, y11, y12, y21, y22, t) и f2(x, y11, y12, y21, y22, t): 

 22
1 11 12 21 22 1 1

(1 )
( , , , , , ) 1 ( ) ( )

r
f x y y y y t B t xB t

r

 
     

 
 

 11 11 1 1 11 12 21 22 21 21 1 2 11 12 21 22

0 0

( ) ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )

t t

r y b t s f x y y y y s ds r y b t s f x y y y y s ds     , (21) 

 12
2 11 12 21 22 2( , , , , , ) 1 ( )

r
f x y y y y t B t

r
     

 12 12 2 1 11 12 21 22 22 22 2 2 11 12 21 22

0 0

( ) ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )

t t

r y b t s f x y y y y s ds r y b t s f x y y y y s ds     , (22) 

где b1(t) и b2(t) – плотность распределения времени обслуживания на первой и второй фазах соответ-

ственно. 

Решение системы интегральных уравнений (21)–(22) относительно неизвестных функций 

f1(x, y11, y12, y21, y22, t) и f2(x, y11, y12, y21, y22, t) можно найти, используя преобразование Фурье–Стилтьеса 

вида: 










0

22211211
22211211

),,,,,(
),,,,,( dte

t

tyyyyxf
yyyyx tjk

k  






0
22211211 ),,,,,( tyyyyxfde kt

tj , k = 1, 2. 

Тогда из системы уравнений (21)–(22) можно получить систему для функций φ1(α, x, y11, y12, y21, y22) и 

φ2(α, x, y11, y12, y21, y22): 
* *

11 11 1 1 11 12 21 22 21 21 1 2 11 12 21 22( ( ) 1) ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )r y B x y y y y r y B x y y y y          

   *

22 11 11 12 21 21 1(1 )( 1) ( )xr r r y r r y B
r


       , (23) 

* *

12 12 2 1 11 12 21 22 22 22 2 2 11 12 21 22( ) ( , , , , , ) ( ( ) 1) ( , , , , , )r y B x y y y y r y B x y y y y          

   *

12 22 12 12 22 22 2(1 ) ( 1) ( )r r y r r y B
r


      , (24) 

где *

0 0

( )
( ) ( )j t j tk

k k

B t
B e dt e b t dt

t

 

 
  

  , k = 1,2. 

Решая систему (23)–(24), получим выражения (1) и (2) для функций φ1(α, x, y11, y12, y21, y22) и 

φ2(α, x, y11, y12, y21, y22), определяющие вид функций f1(x, y11, y12, y21, y22, t) и f2(x, y11, y12, y21, y22, t). 

Теорема доказана. 
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4. Исследование двухфазной СМО с неограниченным числом приборов  

и повторными обращениями на каждой фазе 

 

Определим совместную производящую функцию многомерного процесса {l(t), n11(t), n12(t), n21(t), 

n22(t)}, описывающего потоки в двухфазной системе с неограниченным числом линий и повторными 

обращениями на каждой фазе, в виде: 

11 12 21 22

11 12 21 22

11 12 21 22 11 12 21 22 11 12 21 22

0 0 0 0 0

( , , , , , ) ( , , , , , )n n n nl

l n n n n

G x y y y y t x y y y y P l n n n n t
    

    

     . 

Тогда, в силу независимости однолинейных систем, рассмотренных выше, производящая функция 

G(x, y11, y12, y21, y22, t) определяется выражением  

11 12 21 22 11 12 21 22( , , , , , ) lim ( , , , , , , )N

N
G x y y y y t g x y y y y t N


   

   11 11 12 12 1 11 12 21 22
0

1
lim 1 1 ( 1) ( 1) ( , , , , , )

t

N
x t r y r y f x y y y y s ds

N


         

 
 

  2
21 21 22 22 2 11 12 21 22

0

( 1) ( 1) ( , , , , , ) ( )

N
t

r y r y f x y y y y s ds o N  
       

 
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0

exp 1 ( 1) ( 1) ( , , , , , )
t
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
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

 

 21 21 22 22 2 11 12 21 22
0

( 1) ( 1) ( , , , , , )
t

r y r y f x y y y y s ds


     


. 

Так как совместная производящая функция многомерного распределения вероятностей процесса 

{l(t), n11(t), n12(t), n21(t), n22(t)} не равна произведению производящих функций одномерных распреде-

лений, то очевидно, что потоки не являются независимыми, поэтому анализ таких потоков требует их 

совместного рассмотрения. 

 

Заключение 

 

В настоящей работе рассмотрена математическая модель обслуживания заявок в неоднородной 

двухфазной системе массового обслуживания M/GI/∞ → GI/∞ с возможностью повторного обращения 

заявки к любой фазе системы. Методом предельной декомпозиции получено аналитическое выражение 

для производящей функции многомерного потока обращений заявок к фазам системы. Полученное вы-

ражение может быть использовано для определения вероятностных характеристик компонент рассмат-

риваемого многомерного потока. 

Полученные результаты могут быть использованы для анализа потоков в различных социально-

экономических системах, где имеет место повторное обращение клиентов к системе при различных 

условиях, например в торговых или страховых компаниях, а также в технических системах распреде-

ленной обработки больших данных и облачных сервисах. 
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The paper presents the study of a two-stage infinite-server queueing system with feedback. The arrival process is a stationary 

Poisson process with the rate equals to λ. Service times at the first stage are independent and identically distributed (i.i.d.) with an 

arbitrary distribution function B1(x). After a completion of the service at the first stage, the customer may return back to the first stage 

for a new service with the probability r11 or it may move to the second stage with the probability r12 or it may leave the system with 

the probability (1 – r11 – r12). Service times at the second stage are i.i.d. with an arbitrary distribution function B2(x). When the service 

at the second stage is completed, the customer may return to the first stage with the probability r21 or it may get a new service at the 

second stage with the probability r22 or it may leave the system with the probability (1 – r21 – r22).  

The problem is to study multidimensional stochastic process describing the flows of requests in the system. 

The method of limiting decomposition is used for the study. We divide the arrival process in the considered tandem into N inde-

pendent processes according to a polynomial scheme with identical probabilities. As the rate of the original arrivals was equal to λ, 
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then the intensity of each generated Poisson process will be equal to λ/N. After that we construct a single-line tandem for each of these 

arrival processes to serve their customers. The considered single-line two-stage queueing tandem is a system with loses, that is,  

the customers arrived during a period of any stage busyness are not servicing (they are lost). The total probability characteristics of  

the independent one-line systems constructed in this way coincide with the corresponding characteristics of the original infinite-server 

system if N → ∞. 

It is shown that the generating function of multidimensional stochastic process {l(t), n11(t), n12(t), n21(t), n22(t)} is as follows: 

   11 12 21 22 11 11 12 12 1 11 12 21 22
0

( , , , , , ) exp 1 λ ( 1) ( 1) ( , , , , , )
t

G x y y y y t x t r y r y f x y y y y s ds


      


 

 21 21 22 22 2 11 12 21 22
0

( 1) ( 1) ( , , , , , )
t

r y r y f x y y y y s ds


    


, 

where for functions fk(x, y11, y12, y21, y22, t), k = 1, 2 analytic expressions of Fourier-Stieltjes transformations are obtained. 

The obtained results can be used for the analysis of flows in different social and economic systems, where there is a repeated 

circulation of customers to the system under different conditions, for example, in trading or insurance companies, as well as in technical 

systems for distributed processing of big data and cloud services. 
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РЕШЕНИЕ ПРИКЛАДНЫХ ЗАДАЧ В СИСТЕМЕ  

ПАРАЛЛЕЛЬНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ АСПЕКТ 

 
Экспериментальная система параллельного программирования Аспект предназначена для исследования но-

вых форм представления алгоритмов и методов задания управления в параллельных программах. В статье 

кратко рассмотрены архитектура системы Аспект, особенности языка программирования Аспект, результаты 

применения системы Аспект для решения задач разложения матрицы, статистического моделирования мето-

дом Монте-Карло и моделирования методом «частицы-в-ячейках». 

Ключевые слова: система параллельного программирования Аспект; фрагментированное программирова-

ние; представление алгоритмов с высокой степенью непроцедурности. 

 

Современные суперкомпьютеры имеют сложную архитектуру. Они состоят из огромного коли-

чества вычислительных узлов, на каждом из которых есть несколько процессоров, каждый процессор 

содержит несколько ядер. Активно внедряются гибридные системы, где в дополнение к основным про-

цессорам используются графические ускорители, специализированные вычислители типа Cell B.E., 

Matrix2000 или Intel Xeon Phi, вычислители на базе ASIC и PLD. Стремительный прогресс в исполь-

зовании параллелизма аппаратной частью привел к большому разрыву между предоставляемыми  

ресурсами и возможностями по их эффективному использованию с помощью имеющихся средств 

разработки.  

Для преодоления этого разрыва в России и за рубежом ведутся активные исследования по созда-

нию средств параллельного программирования высокого уровня. К наиболее известным российским про-

ектам можно отнести систему OpenTS [1] (Институт программных систем им. А.К. Айламазяна РАН), 

системы DVM [2] и НОРМА [3] (Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша), язык mpC [4] 

(Институт системного программирования им. В.П. Иванникова), систему SFP [5] (Институт систем ин-

форматики им. А.П. Ершова), язык Пифагор [6] (Сибирский федеральный университет), систему ДВОР 

[7] (Южный федеральный университет), комплекс для параллельного программирования Graphplus 

templet [8] (Самарский государственный аэрокосмический университет). Результаты этих исследова-

ний показывают, что создание универсальной системы параллельного программирования высокого 

уровня трудно достижимо – слишком высока специфика отдельных предметных областей. Поэтому 

требуется дальнейшее изучение специализированных способов представления алгоритмов. 

В статье представлены результаты исследований решения ряда прикладных задач в системе па-

раллельного программирования Аспект. Аспект – это экспериментальная система, разрабатываемая в 

Институте вычислительной математики и математической геофизики СО РАН и предназначенная для 

исследования новых форм представления алгоритмов и методов задания управления в параллельной 

программе. В статье кратко рассмотрены архитектура системы Аспект, особенности языка программи-

рования Аспект, результаты применения системы Аспект для решения задачи LU-разложения матриц, 

задачи оценки математических ожиданий аддитивных функционалов от траекторий диффузионных 

процессов и задачи о взаимодействии короткого лазерного импульса с плазмой методом «частицы- 

в-ячейках». 
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1. Система параллельного программирования Аспект 

 

В основе системы параллельного программирования Аспект [9] лежат асинхронная модель вы-

числений с управлением на основе строгого частичного порядка [10] и фрагментированное програм-

мирование [11] как способ разработки параллельных программ. Архитектурно система Аспект состоит 

из транслятора с языка Аспект и исполнительной подсистемы. 

Суть фрагментированного программирования заключается в представлении алгоритма решения 

задачи в виде множества фрагментов данных и множества фрагментов кода. Фрагмент кода получает 

на вход набор входных фрагментов данных, на основе которых вычисляет набор выходных фрагментов 

данных. Подстановка фрагментов данных в качестве параметров фрагмента кода называется примене-

нием фрагмента кода к фрагментам данных (один и тот же фрагмент кода может применяться к раз-

личным фрагментам данных). Совокупность фрагмента кода и его входных и выходных фрагментов 

данных называется фрагментом вычислений. На множестве фрагментов вычислений задается частич-

ный порядок, т.е. множество ограничений на порядок выполнения фрагментов (управление). 

Для реализации фрагментированного программирования на практике разработан язык управле-

ния вычислениями Аспект [12]. В нем фрагменты кода и фрагменты данных записываются на суще-

ствующем процедурном языке программирования (в настоящее время поддерживается только С++),  

а фрагменты вычислений и частичный порядок их исполнения задаются средствами языка Аспект. 

Фрагменты вычислений, для которых зависимости явно не заданы, рассматриваются как независимые. 

Подробная информация о способах задания управления в языке Аспект приведена в [13]. 

Фрагментированная программа преобразуется транслятором языка Аспект в код на языке С++ и 

включается в одноименный класс, который предоставляет интерфейс для добавления фрагментов вы-

числений в очередь исполнения, а также осуществляет учет необходимых параметров (количество ис-

полняемых фрагментов, количество готовых к исполнению фрагментов и др.). Для каждого фрагмента 

данных создается отдельный тип, с использованием которого объявляются данные задачи (переменные 

класса). Для каждого фрагмента кода генерируется метод класса, а также две переменных: признак 

завершения и переменная синхронизации. 

Исполнительная подсистема Аспект состоит из набора функциональных модулей: менеджер по-

токов (управляет распределением работы между процессорами (ядрами); обращается за очередной пор-

цией работы к планировщику), менеджер памяти (управляет распределением памяти в системе, осу-

ществляет ее выделение / освобождение для очередей и фрагментированных программ), планировщик 

(управляет набором приоритизированных очередей, реализованных в виде мониторов; имеет слож-

ность планирования O(1)). 

 

2. Разложение матриц 

 

На примере задачи разложение квадратной матрицы A в произведение матриц L и U (LU-разло-

жения) рассмотрим применение фрагментированного программирования для решения численных задач. 

Постановка задачи. Пусть имеется матрица A = (aij), i = 1…N, j = 1…N. Ее разложение в виде  

A = LU, где L = (lij) – нижняя треугольная матрица, а U = (uij) – верхняя треугольная матрица с едини-

цами на главной диагонали, может быть вычислено по формулам [14]: 

    

1

1

j

ij ij ik kjk
l a l u




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(i  j), (1) 

  1

1

1 i

ij ij ik kjk
ii

u a l u
l




  , (i < j). (2) 

Фрагментация алгоритма. Матрица A собирается из фрагментов данных (подматриц) A[i][j]. 

Выделяются четыре фрагмента кода F1, F2, F3 и F4. Первый фрагмент кода обрабатывает фрагменты 

данных, расположенные на главной диагонали матрицы A, по формулам (1) и (2); второй – фрагменты 

данных справа от диагональных элементов по формуле (1); третий – фрагменты данных под диагональ-

ными элементами по формуле (2); четвертый пересчитывает внутреннюю матрицу по формуле (3): 
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ij ij ik kj

k

x a l u  . (3) 

Вычисления организуются по шагам. Первый шаг показан на рис. 1. Квадраты отображают фраг-

менты данных. Внутри каждого квадрата указано, какой экземпляр фрагмента вычислений его обраба-

тывает. Стрелками отображены зависимости между экземплярами фрагментов вычислений, а цифра в 

центре показывает порядок исполнения экземпляров. 

Первым запускается на исполнение экземпляр фрагмента вычислений G1[0] (применение фраг-

мента кода F1 к фрагменту данных A[0][0]), после чего параллельно могут исполняться экземпляры 

G2[0][1], G2[0][2], G3[1][0] и G3[2][0]. Любой из экземпляров с порядком исполнения 3 может начать 

исполнение, как только завершатся оба экземпляра, от которых он зависит. Например, G4[0][1][2] мо-

жет начать исполнение после завершения G3[1][0] и G2[0][2]. 
 

 
 

Рис. 1. Первый шаг вычисления LU-разложения матрицы A 

 

Более подробно решение задачи LU-разложения матрицы разбирается в [11]. Текст программы 

LU-разложения матрицы на языке программирования Аспект можно найти в [13].  

Результаты эксперимента. В качестве примера рассмотрим решение задачи о LU-разложении 

вещественной матрицы размера 5 040 × 5 040 при размере фрагмента данных 90 × 90 на системе  

HP ProLiant DL580 G5 (4 процессора Intel Xeon X7350, 16 ядер, 256 Гбайт RAM). Результаты представ-

лены в табл. 1. 
Т а б л и ц а  1  

Результаты измерений производительности программы решения задачи о LU-разложении 

Характеристика 
Количество ядер 

1 2 4 8 16 

Время счета, с 31,01 15,6 7,93 4,13 2,35 

Ускорение 1 1,99 3,91 7,51 13,2 

 

Аспект-программа демонстрирует практически линейное ускорение, что объясняется фрагмен-

тированным представлением алгоритма, за счет которого достигается более эффективное использова-

ние кэш-памяти. По этой же причине фрагментированный код лучше масштабируется. 

 

3. Метод Монте-Карло 

 

Статистическое моделирование является одним из численных методов решения математических 

задач, при котором искомые величины представляются вероятностными характеристиками какого-

либо явления и приближенно определяются путем наблюдения за поведением модели этого явления 

[15]. Задачи статистического моделирования, как правило, требуют больших вычислительных ресур-

сов, поскольку в среднем выборочное значение может долго вычисляться и / или из соображений точ-

ности необходимо моделировать большое число выборочных реализаций. 
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Рассмотрим задачу оценки математических ожиданий аддитивных функционалов от траекторий 

диффузионных процессов, представляющих собой интегралы по некоторым малым областям расши-

ренного фазового пространства от концентрации траекторий1 [16]. На ее примере можно проследить, 

как в системе Аспект реализуются алгоритмы, которые можно фрагментировать на большое число не-

зависимых фрагментов вычислений. 

Постановка задачи. Пусть трехмерный диффузионный процесс y(·) задан системой стохастиче-

ских дифференциальных уравнений в смысле Ито: 

  ( ) ( ( )) ( ( )) ( )dy t a y t dt b y t dw t  , 0 t T  , 
0(0)y y , (4) 

где a(y) – трехмерная векторная функция, b(y) – матричная функция размерности 3 × 3, w(t) – трехмер-

ный винеровский процесс, y0 – случайный вектор. 

Моделирование траекторий системы (4) выполняется с помощью метода Эйлера: 

1 ( ) ( )i i i i iy y ta y tb y      , i = 0, 1, …, n, 

где yi – численное решение системы (4) в узле ti равномерной сетки с постоянным шагом t = T / n,  

а {i} — последовательность независимых между собой нормальных случайных векторов с независи-

мыми в совокупности компонентами, имеющими стандартное нормальное распределение. 

Пусть необходимо вычислить полную концентрацию диффузионных траекторий (T, yc) во вре-

менном интервале [0, T] в некоторой удаленной от источника точке yc. При переходе к приближенной 

оценке точные диффузионные траектории заменим приближенными траекториями Эйлера, а точку yc – 

шаром c малого радиуса rc с центром в точке yc. Тогда будем иметь следующую статистическую 

оценку: 

0

( , ) ( )
n

c D i

i

T y E E y t 


    , 

где (y) = c(y)/Vc, Vc – объем шара c. 

Фрагментация алгоритма. Разобьем всё пространство моделируемых траекторий на m обла-

стей. Тогда входные фрагменты данных – это начальные значения генератора случайных чисел в каж-

дой области, выходные фрагменты данных – значение концентрации в каждой области. 

Фрагментов кода необходимо два: первый вычисляет концентрацию в интервале [j·m, (j + 1)·m − 1] 

(здесь j – номер части пространства моделирования), а второй осуществляет сложение всех концентра-

ций, полученных на каждой области пространства моделирования, и вычисление окончательного  

результата. 

Фрагменты вычислений получаются применением фрагмента кода первого типа к каждому вход-

ному фрагменту данных. Так как моделируемые реализации не зависят друг от друга, потоковое управ-

ление между этими фрагментами вычислений отсутствует. Все фрагменты вычислений первого типа 

должны выполниться до начала исполнения фрагмента вычисления второго типа. 

Результаты эксперимента. В качестве примера рассмотрим систему (4) на временном интер-

вале [0, 10] с постоянным вектором сноса a ≡ (0, 0,5, 0,5)T, единичной матрицей диффузии b ≡ I, шаром 

c радиуса rc = 0,1 с центром в точке yc = (8, 0, 0) и нулевым начальным условием y0 ≡ 0 [17]. Для метода 

Эйлера положим t = 10−2. 

Т а б л и ц а  2  

Результаты измерений производительности программы оценки математических ожиданий 

аддитивных функционалов от траекторий диффузных процессов методом Монте-Карло 

Характеристика 
Количество ядер 

1 2 4 8 16 

Время счета, c 23 805,50 12 051,00 5 939,00 2 990,00 1 510,68 

Ускорение 1 1,97 4 7,96 15,75 

                                                 
1 Текст последовательной программы был предоставлен М.А. Марченко, ИВМиМГ СО РАН. 



Решение прикладных задач в системе параллельного программирования Аспект 

63 

Результаты измерений на системе HP ProLiant DL580 G5 для 64 000 000 смоделированных тра-

екторий приведены в табл. 2. Видно, что ускорение практически линейное, что достигается за счет 

независимого расчета концентрации в каждом интервале, а также хорошей локальности данных, ис-

пользуемых в ходе расчета.  

Эта задача, тривиальная с точки зрения распараллеливания, тем не менее показывает, что сама 

система программирования Аспект не вносит существенных задержек и не требует существенных 

накладных расходов на исполнение фрагментов.  

 

4. Метод частицы-в-ячейках 

 

Методы частиц, как и конечно-разностные методы, образуют особую группу вычислительных 

алгоритмов, объединенных способом дискретизации исходной математической задачи [18]. Их приме-

нение широко распространено для решения сложных физических задач (например, задач физики бес-

столкновительной плазмы). Вычислительная сложность метода объясняется огромным количеством 

частиц, необходимых для получения результатов с хорошей точностью. 

Рассмотрим решение задачи о взаимодействии короткого лазерного импульса с плазмой методом 

«частицы-в-ячейках»2 [19]. Она позволяет оценить применение системы Аспект для решения достаточно 

сложной задачи численного моделирования, включающей в себя несколько различных алгоритмов. 

Постановка задачи. В области, имеющей форму параллелепипеда, находится фольга, представ-

ляемая тонким слоем плазмы. Плазма состоит из электронов и ионов одного типа. Лазерный импульс 

(в виде пакета электромагнитных волн различной амплитуды и поляризации) входит через поверхность 

параллелепипеда, взаимодействует с фольгой, частично отражаясь и проходя через нее. 

Описываемый физический процесс представляется уравнениями Власова для ионов и электронов: 
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которые дополняются уравнениями Максвелла для электрического и магнитного полей: 

4 1 E
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c c t
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
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rot E
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
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div E 4  , 

div B 0 . 

В свою очередь, плотность заряда  и плотность тока j  определяются из функций распределе-

ния ионов и электронов: 

, ,

,

j v vi e i e

i e

q f d  , 

, ,

,

vi e i e

i e

q f d   . 

Здесь индексы i и e обозначают тип частиц (ионы и электроны); qi,e – заряд; fi,e – функция распределе-

ния частиц. 

В начальный момент времени частицы располагаются в области x0 < x < x0 +  и образуют тонкую 

фольгу ( ≈ , где  – длина волны лазерного импульса). Известны линейные размеры и амплитуда 

волн лазерного импульса. Задана плотность плазмы. Скорости частиц, компоненты напряженностей 

электрического и магнитного полей равны нулю. 

Методы и алгоритмы решения, а также дискретизация задачи детально описаны в работе [19]. 

                                                 
2 Текст последовательной программы был предоставлен В.А. Вшивковым, ИВМиМГ СО РАН. 
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Фрагментация алгоритма. Значения компонент напряженности электрического и магнитного 

полей, а также плотности заряда и тока дискретизованы на одинаковых (возможно, сдвинутых во вре-

мени и пространстве) сетках, каждая из которых собирается из фрагментов данных размера fi × fl × fk. 

Информация обо всех частицах хранится в массиве фрагментов данных по fj частиц в каждом  

фрагменте. 

Один шаг моделирования выполняется с помощью пяти А-программ, которые содержат по не-

сколько фрагментов кода и вычисляют магнитное поле (две А-программы), ток, электрическое поле и 

передвижение частиц. Вычисление электромагнитных полей и тока по каждому измерению выполня-

ется отдельными фрагментами кода. Отдельные фрагменты кода обрабатывают вхождение импульса  

в пространство моделирования и границы этого пространства. Исполнение А-программ происходит 

последовательно, весь параллелизм сосредоточен внутри. 

Фрагменты вычислений получаются применением фрагментов кода к соответствующим фраг-

ментам данных сетки (электромагнитные поля и ток) либо к фрагментам данных массива частиц. 

Результаты эксперимента. В качестве примера рассмотрим решение задачи со следующими 

параметрами. Фольга расположена на расстоянии 16 длин волны лазерного импульса  от левого края 

области. Амплитуда лазерного импульса равна 20, длина и ширина импульса – 30 и 10 соответ-

ственно. Временной шаг  составляет 0,01, число частиц одного заряда в ячейке – 32, общее число 

частиц – 10 485 760. Область разделена на 40 × 40 × 1 ячеек, размер пространства – 5 × 5 × 0,125. 

Результаты измерений на сервере лаборатории синтеза параллельных программ ИВМиМГ СО 

РАН для 5 шагов моделирования приведены в табл. 3. 
Т а б л и ц а  3  

Результаты измерений производительности программы моделирования взаимодействия 

короткого лазерного импульса с плазмой методом частицы-в-ячейках 

Характеристика 
Количество ядер 

1 2 4 8 16 

Время счета, без HT 21,92 11,03 6,14 3,48 н/д 

Ускорение, без HT 1 1,99 3,57 6,30 н/д 

Время счета, с HT 21,92 18,68 10,0 5,1 3,57 

 

Особенность задачи состоит в том, что расчет электромагнитных полей распараллеливается хуже 

(из-за интенсивного доступа к памяти), чем расчет движения частиц. Поэтому чем больше частиц ис-

пользуется при моделировании, тем лучше показатель ускорения. В то же время большее количество 

частиц приводит к лучшей точности. 

 

Заключение 

 

В статье рассмотрено применение системы параллельного программирования Аспект для реше-

ния ряда практических задач численного моделирования. Показано, что если задача допускает хорошее 

распараллеливание, она может быть эффективно реализована в системе Аспект без существенных 

накладных расходов на организацию исполнения фрагментов вычислений. 

Результаты измерения производительности фрагментированных программ подтвердили гипо-

тезу исследования: по высокоуровневому фрагментированному представлению алгоритма для выбран-

ной предметной области возможна автоматическая генерация достаточно эффективных параллельных 

программ. 
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Modern supercomputers have a complex heterogeneous architecture, which can include in various combinations CPU, GPU, DSP, 

ASIC, PLD, etc. It is difficult to efficiently use all these hardware resources with the available software tools for developing parallel 

programs, therefore further development of automated high-level parallel programming systems is an actual task. 

Programming system Aspect is an experimental system of parallel programming developed at the Institute of Computational Math-

ematics and Mathematical Geophysics of the Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences and designed to study new forms 

of representation of algorithms and methods for specifying control in a parallel programs. It is based on an asynchronous model of 

computation controlled by strict partial order and fragmented programming as a way of developing parallel programs. System Aspect 

consists of a translator from the Aspect language and the executive subsystem. 

The essence of the fragmented programming is to represent an algorithm and its implementing program as a set of data fragments 

and code fragments. In the course of execution, the fragmented structure of a program is kept. 

Each code fragment is supplied with a set of input data fragments (formal parameters) used to compute output data fragments. The 

substitution of data fragments as parameters into a code fragment is referred to as applying a code fragment to data fragments (the same 

code fragment may be applied to different data fragments). The code fragment with its input and output data fragments constitutes  
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a computation fragment. On the set of computation fragments, a partial order (control scheme) is defined. The resulting program is 

created from such computation fragments. 

Aspect language for computations control was developed to implement fragmented programming on practice. In that language, 

code fragments and data fragments are defined in existing procedural programming language (currently only C++ is supported), while 

special constructs are used to define computation fragments and dependencies between them. The construction of control scheme is 

based on two key features: strict partial order and explicit support of massive control schemes. Computation fragments that do not have 

explicitly specified dependencies are considered independent and can be executed simultaneously. 

Fragmented algorithms for solving LU-matrix decomposition problem, estimating the mathematical expectations of additive func-

tionals from the trajectories of diffusion processes problem, and the interaction of a short laser impulse with plasma by the “particle-

in-cell” method were developed and implemented in the Aspect system.  

The results of experiments on the HP ProLiant DL580 G5 shared memory system (4 Intel Xeon X7350 processors, 16 cores,  

256 GB RAM) showed that due to the locality of the data fragments and the efficient use of cache memory, fragmented programs allow 

achieving acceleration, close to linear, and provide good scalability. Experiments also showed that Aspect system does not introduce 

significant delays and does not require significant overhead for the execution of fragmented program. 

Fragmentation of the algorithm may require its significant modification, and, therefore, cannot be performed automatically. This 

is a price for the good properties of fragmented programs. 

 
Keywords: parallel programming system Aspect; technology of fragmented programming; representation of algorithms with high de-

gree of nonprocedurality. 
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CLASSIFICATION OF AUDIO SAMPLES BY CONVOLUTIONAL  

NETWORKS IN AUDIOBEEHIVE MONITORING 

 
In the investigation, we consider the problem of classification of audio samples resulting from the audio beehive  

monitoring. Audio beehive monitoring is a key component of electronic beehive monitoring (EBM) that can potentially 

automate the identification of various stressors for honeybee colonies. We propose to use convolutional neural networks 

(ConvNets) and compare developed ConvNets in classifying audio samples from electronic beehive monitors deployed 

in live beehives. As a result, samples are placed in one of the three non-overlapping categories: bee buzzing (B), cricket 

chirping (C), and ambient noise (N). We show that ConvNets trained to classify raw audio samples perform slightly 

better than ConvNets trained to classify spectrogram images of audio samples. We demonstrate that ConvNets can 

successfully operate in situ on low voltage devices such as the credit card size raspberry pi computer. 

Keywords: deep learning; machine learning; convolutional neural networks; audio classification; audio processing; 

electronic beehive monitoring. 

 

Beekeepers ascertain the state of their honey bee colonies by listening to them, because bee buzzing 

carries information on colony behavior and phenology. While experienced beekeepers can tell audio changes 

in sounds produced by stressed colonies, they may not always be able to determine the exact causes of  

the changes without hive inspections. Unfortunately, hive inspections can be quite invasive in that they disrupt 

the life cycle of bee colonies and put additional stress on the bees.  

Audio beehive monitoring is a key component of EBM that attracts considerable research and develop-

ment effort, because honey bees generate specific sounds when exposed to stressors such as failing queens, 

predatory mites and airborne toxicants. Bromenschenk et al. [1] designed a system for profiling acoustic sig-

natures of honeybee colonies, analyzing these signatures, and identifying various stressors for the colonies 

from this analysis. A foam insulated microphone probe assembly is inserted through a hole drilled in the back 

of the upper super of a Langstroth hive that consists of two supers. The probe’s microphone is connected via 

a microphone amplifier to a computer with an audio card and audio processing software that performs the Fast 

Fourier Transform (FFT) of captured wav files. The frequency spectrum is processed into a running average 

and an overall average to associate sound spectra with acoustic variations. In an experiment, bee colonies 

treated with naptha, ammonia, or toluene produced statistically different acoustic signatures.  

Ferrari et al. [2] assembled a system for monitoring swarm sounds in beehives. The system consists of  

a microphone, a temperature sensor, and a humidity sensor placed in a beehive and connected to a computer 

in a nearby barn via underground cables. In a field experiment, the sounds were recorded at a sample rate of  

2 kHz and analyzed with Matlab. The researchers monitored three beehives for 270 hours and observed that 

swarming was indicated by an increase of the buzzing frequency at about 110 Hz with a peak at 300 Hz when 

the swarm left the hive. Another finding was that a swarming period correlated with a rise in temperature from 

33◦ C to 35 ◦ C with a temperature drop to 32 ◦ C at the actual time of swarming. 

Mezquida and Martinez [3] developed a distributed audio monitoring system for apiaries. The system 

consists of nodes and wireless sensor units with one node per apiary and one sensor unit per hive. A node is 

an embedded solar-powered computer. A sensor unit consists of an omnidirectional microphone and a temper-

ature sensor. Sensor units are placed at the bottom of each hive protected by a grid to prevent propolization. 

The system was tested in an apiary of 15 Langstroth hives where up to 10 hives were monitored continuously 

by taking 8 second audio samples every hour with a sampling rate of 6,250 Hz. The timestamped frequency 

spectra obtained with Fourier transform and temperature data were logged in a SQL database from May 2008 
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to April 2009. The researchers reported that sound volume and sound intensity at medium and low frequencies 

showed no identifiable daily patterns in the winter but exhibited distinguishable daily patterns in the spring. 

Kulyukin et al. [4] designed an algorithm for digitizing bee buzzing signals with harmonic intervals into 

A440 piano note sequences to obtain symbolic representations of audio signals over specific time periods. 

When viewed as a time series, such sequences correlate with other timestamped data such as estimates of bee 

traffic levels or temperatures [5]. The note range detected by the proposed algorithm on 3421.52MB of  

30-second wav files contained the first four octaves, with the lowest note being A0 and the highest note being 

F#4. In a 24-hour period, the peaks in the frequency counts started in the first octave (D1), shifted higher to 

C3 and C#3 in the third octave, and returned back to the first octave at the end of the selected time period. 

Several notes in the fourth octave, e.g., F#4 and C#4, were also detected but their frequency counts were 

substantially lower than those of the peaks in the first three octaves. 

Ramsey et al. [6] presented a method to analyze and identify honeybee swarming events through a com-

putational analysis of acoustic vibrations captured with accelerometers placed on outside walls of hives.  

The researchers placed two accelerometers on the outer walls of two Langstroth hives with Apis mellifera 

honey bees, one accelerometer per hive. A cavity was drilled in the center of the back wall of each hive. Both 

hives were located in close proximity to each other and approximately 10 meters away from a house with a PC 

running a Linux distribution. The accelerometers were placed in the cavities and connected to a dual channel 

conditioner placed between the hives and encased in a waterproof acrylic box. The conditioner was coupled  

to the indoor PC with two coaxial cables through which the captured vibration samples were saved on the PC’s 

hard disk. An ad hoc roof was placed above both hives to control for vibrations caused by rain drops.  

The vibration samples, each one hour long, were logged from April to June 2009. Averaged frequency spectra 

were computed for a frequency resolution of 20 Hz and an averaging time of 510 seconds. The spectra were 

combined into one day long spectrograms which were analyzed with the Principal Component Analysis (PCA) 

for feature extraction. The witnessed swarming events were juxtaposed with the corresponding spectrograms 

and were found to exhibit a unique set of features. 

In this article, we contribute to the body of research on audio beehive monitoring by designing and 

evaluating ConvNets that classify audio samples from microphones located above landing pads of Langstroth 

beehives. The proposed audio processing methods are applicable to any audio samples obtained from micro-

phones placed inside or outside beehives. To ensure the replicability of our findings reported in this article we 

have made public our source code [7] and our curated dataset of 9110 audio samples [8]. 

 

1. Materials and methods 

 

Hardware. All audio data were captured by BeePi, a multi-sensor electronic beehive monitoring system 

we designed and built in 2014.  A BeePi monitor consists of a raspberry pi computer, a miniature camera,  

a microphone splitter, 3 or 4 microphones connected to the splitter, a solar panel, a temperature sensor,  

a battery, and a hardware clock. The solar version of BeePi is shown in Fig 1. All hardware components, except 

for solar panels, are placed in a Langstroth super (see Fig 2). The solar panel is placed either on top of or next 

to a beehive, as shown in Fig 1. We used the Pi Model B+ 512MB RAM models, Pi T-Cobblers, half-size 

breadboards, waterproof DS18B20 digital temperature sensors, and Pi cameras. For solar harvesting, we used 

the Renogy 50 watts 12 Volts monocrystalline solar panels, Renogy 10 Amp PWM solar charge controllers, 

and Renogy 10ft 10AWG solar adaptor kits. For power storage, we used two types of rechargeable batteries: 

the UPG 12V 12Ah F2 lead acid AGM deep cycle battery and the Anker Astro E7 26800mAh battery. Each 

BeePi unit is equipped with four Neewer 3.5mm mini lapel microphones that are placed either above the land-

ing pad or embedded in beehive walls. In this study, the microphones were placed 10cm above the landing pad 

with two microphones on each side, as shown in Fig 3. 

BeePi monitors have so far had four field deployments. The first deployment was in Logan, UT  

(Sept. 2014) when one BeePi unit was placed into an empty hive and ran exclusively on solar power for two 

weeks. The second deployment was in Garland, UT (Dec. 2014 – Jan. 2015) when one BeePi unit was placed 

in a hive with overwintering bees and successfully operated for nine out of the fourteen days of deployment 



V.A. Kulyukin, S. Mukherjee, Yu.B. Burkatovskaya 

70 

exclusively on solar power and collected about 200 MB of data. The third deployment was in North Logan, 

UT (Apr. 2016 – Nov. 2016) where four BeePi units were placed into four beehives at two small apiaries and 

collected 20GB of data. The fourth deployment was in both Logan and North Logan, UT (Apr. 2017 –  

Sept. 2017) when four BeePi units again placed into four beehives at two small apiaries to collect 220GB of 

audio, video, and temperature data. 
 

   

Fig. 1. Deployed BeePi monitor Fig. 2.  BeePi hardware components Fig. 3. Four microphones above a landing pad 

 

Audio Data. The training and testing audio data were captured by two of our four BeePi monitors de-

ployed in Logan, UT and North Logan, UT from April 2017 to September 2017 in four Langstroth beehives 

with Italian honey bee colonies. Each monitor saved a 30-second audio wav file every 15 minutes recorded 

with the four USB microphones placed 10cm above the beehives’ landing pads and plugged into a raspberry 

pi computer. Each 30-second audio sample was segmented into 2-second wav samples with a 1-second overlap, 

resulting in 28 2-second wav samples per one 30-second file.  

We obtained the ground truth classification by manually labeling 9110 2-second audio samples by lis-

tening to each sample and placing it into one of the three non-overlapping categories: bee buzzing (B), cricket 

chirping (C), and ambient noise (N). The B category consisted of the samples where we could hear the buzzing 

of bees. The C category consisted of the files where we could hear the chirping of crickets. The N category 

included all samples where we could not clearly hear either bee buzzing or cricket chirping. The final labeled 

dataset included 3,000 B samples, 3,110 C samples, and 3,000 N samples. 

Convolutional Neural Networks. Representation learning is a branch of AI that investigates automatic 

acquisition of representations for detection and classification from raw signals. Standard machine learning 

techniques are limited in their ability to acquire representations from raw data, because they require consider-

able feature engineering to develop robust feature extractors that convert raw signals into feature vectors used 

in classification methods [9]. ConvNets are deep networks designed to acquire multi-layer representations 

from raw data. Starting from raw input, each layer is a transformation function that transforms its input to the 

one acceptable for the next layer. Many features of these layers are learned automatically by a general purpose 

procedure known as backpropagation [10]. Compositions of these transformations emulate complex classifi-

cation functions. ConvNets have been successfully applied to image classification  [11, 12], speech recognition  

[13], and bioinformatics  [14].  

In ConvNets, filters of various sizes are convolved with a raw input signal to obtain a stack of filtered 

signals. This stack is referred to as the convolutional layer. The convolved signals are normalized. A standard 

choice for normalization is the rectified linear units (ReLUs) that convert all negative values to 0’s [15]. This 

layer is called the normalization layer. The size of each signal from the convolutional layer or the normalization 

layer can be reduced in a pooling layer where a window and a stride are used to shift the window in stride steps 

across the input signal retaining the maximum value from each window. The fourth type of layer in a ConvNet 

is the fully connected layer (FC) where the stack of processed signals is construed as a 1D vector where each 

value is connected via a synapse (a weighted connection that transmits a value from one unit to another)  
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to each node in the next layer. In addition to standard layers, ConvNets can have custom layers that implement 

arbitrary transformation functions. The architectural features of a ConvNet that cannot be dynamically changed 

through backpropagation are called hyperparameters and include the number and size of features in convolu-

tional layers, the window size and stride in maxpooling layers, and the number of neurons in FC layers. 

A fundamental research objective of this study is to compare ConvNets trained on spectrograms obtained 

through Fourier analysis with ConvNets trained on raw audio data. Toward that end, two ConvNet architec-

tures were designed and trained to handle two types of input signal. The first architecture (SpectConvNet) was 

designed to classify spectrogram images. The second architecture (RawConvNet) was designed to classify raw 

audio waveforms. 

SpectConvNet designed to classify spectrogram images is shown in Fig 4. The input signal is  

a 100×100×32 RGB image of the spectrogram of a 2-second wav audio sample. The signal goes through  

a 100×100×100 convolutional (Conv-2D) layer with 100 filters and then through a 50×50×100 maxpooling 

(Maxpool-2D) layer with a kernel size of 2. The first Maxpool-2D layer is followed by a stack of two Conv-

2D layers with 100 and 200 filters, respectively. The output of the second Conv-2D layer is processed by  

a 25×25×200 Maxpool-2D layer with a kernel size of 2 and then by a stack of two fully connected (FC) layers. 

The first FC layer has fifty neurons whereas the second FC layer has three neurons corresponding to the 

B, C, and N classes. The first FC layer (FC-50) uses the rectified linear unit (ReLU) activation function. To 

avoid overfitting, random dropout with a keep probability of 0.5 is applied to the output of the first FC layer. 

The second FC layer (FC-3) has the softmax activation function [16]. The softmax function is used to represent 

a probability distribution over k different possible outcomes by mapping a k-dimensional vector of arbitrary 

real values into another k-dimensional vector whose values are in the range (0,1) that add up to 1. The softmax 

function emphasizes the largest values and de-emphasizes the smallest values. Specifically, if X=[x1,...,xk] is a 

k-dimensional vector, then the softmax function maps each element xi of X to the real value specified in Eq. 1. 

The softmax function is used to transform a k-dimensional vector X to a k-dimensional vector Z, as shown in Eq. 2. 
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In multiclass classification, given a sample vector X and its score vector Z, the probability of X belonging 

to class j is given in Eq.3, where Zi is the i-th element of Z. 
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Fig. 4. SpectConvNet architecture Fig. 5. RawConvNet architecture 
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RawConvNet designed to classify raw audio samples is shown in Fig 5. The input signal to RawConvNet 

is a raw audio wav file downsampled to 12 245 kHz and normalized to have a mean of 0 and a variance of 1. 

The input signal goes to a 5000×256 Conv-1D layer with 256 filters with a filter size n, where n ∈ {3, 10, 30, 

80, 100}, and a stride of 4. To discover the optimal sizes of receptive fields for the convolutional layers,  

the following receptive field sizes for both layers were used during training and evaluation: 3×1, 10×1, 30×1, 

80×1, and 100×1. The impact of the receptive field’s size on the ConvNet’s performance is described in  

the section about the experiments. The output of the Conv-1D layer goes into a 5000×256 batch normalization 

layer to reduce internal covariate shift [17]. The normalized output is given to a 1250×256 Maxpool-1D layer 

with a kernel size of 4. After the first Maxpool-1D layer the signal goes through a 1250×256 Conv-1D layer 

with a stride of 1 the output of which is normalized with another 1250×256 batch normalization layer and 

subsequently maxpooled with a 313×256 Maxpool-1D layer. The output of this Maxpool-1D layer is processed 

by a 256×1 custom layer that calculates the mean of the tensor along the first axis. A tensor is an n-dimensional 

array. For example, a 1D tensor is a vector, a 2D tensor is a matrix, a 3D tensor is a cube, and a 4D tensor is a 

vector of cubes, a 5D tensor is a matrix of cubes and so on. The custom layer is designed to calculate the global 

average over each feature map, thus reducing each feature map tensor into a single float value.  

The output of the custom layer goes into a FC layer with 3 neurons (FC-3) that correspond to the B, C, 

and N classes. Both convolutional layers use ReLUs. Each convolutional layer has L2 regularization and  

a weight decay of 0.001. Batch normalization is applied to the output of each convolutional layer to reduce  

the computational costs and accelerate the learning process. Batch normalization forces the activations in fea-

ture maps to have a standard deviation of 1 and a mean of 0. The output of each convolutional layer is a tensor 

of rank 4, i.e., [B, H, W, D], where B is a batch size, H×W is a feature map size, and D is the number of channels 

or dimensions. The output of the batch normalization layer is controlled by two parameters that are learned to 

best represent the activation of the feature maps. 

 

2. Experiments 

 

Both ConvNet architectures were trained on a Xeon(R) CPU W3565 computer with 5.8GiB of RAM 

and 64-bit Ubuntu 14.04 LTS. Both architectures were trained with the Adam optimizer and categorical  

cross-entropy [18]. The Adam optimizer is a variant of stochastic gradient descent that can handle sparse  

gradients on noisy problems. Both architectures were trained for 100 epochs with a batch size of 128 and  

a 70/30 train/test split of the 9110 audio samples described in the section on audio data, which resulted in  

6377 audio samples used for training (70% of 9110 audio samples) and 2733 audio samples used for testing 

(30% of 9110 audio samples). Table 1 gives the performance results comparing SpectConvNet with RawCon-

vNet with different sizes of the receptive field. The results in the table show that when the validation accuracy 

is lowest (98.87%) when the size of the receptive field is 3 and highest (99.93%) when the size of the receptive 

field is 80. The runtime per epoch is slowest when the receptive field’s size is 3. Figures 5 and 6 show  

the validation loss and accuracy curves for RawConvNet for different receptive field sizes, respectively. As 

the number of training epochs increases the validation losses decrease while the validation accuracies increase 

for each receptive field size.  
T a b l e  1  

Performance Summary of Two ConvNet Architectures 

Model Name Training Loss Training Acc Validation Loss Validation Acc Runtime per Epoch 

Spectrogram ConvNet  0,00619 99,04% 0,00702 99,13% 690 secs 

RawConvNet (n = 3) 0,02759 99,24% 0,03046 98,87% 460 secs 

RawConvNet (n = 10) 0,01369 99,74% 0,01429 99,60% 462 secs 

RawConvNet (n  =30) 0,00827 99,91% 0,00679 99,71% 465 secs 

RawConvNet (n = 80) 0,00692 99,85% 0,00432 99,93% 462 secs 

RawConvNet (n = 100) 0,00456 99,97% 0,00785 99,74% 505 secs 
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Fig. 6. Validation Loss Curves for RawConvNet Fig. 7. Validation Accuracy Curves for RawConvNet 

 

To estimate the contribution of the custom layer, three deeper models were designed where the custom 

layer was replaced with various combinations of FC and convolutional layers. In the first ConvNet  

(ConvNet 1), the first three layers and the fifth layer are identical to RawConvNet and the fourth layer is 

replaced with an FC layer with 256 neurons. In the second ConvNet (ConvNet 2), the first three layers are 

identical to RawConvNet. In layer 4, batch normalization is performed on the output of layer 3 and is given to 

layer 5 consisting of an FC layer with 256 neurons with a dropout of 0.5. Layer 6 is identical to the last layer 

in RawConvNet and ConvNet 1 and consists of an FC layer with 3 neurons that correspond to the B, C, and N 

classes with the softmax activation function. In the third ConvNet (ConvNet 3), the first three layers are iden-

tical as the three layers of ConvNets 1 and 2. In layer 4, the output of layer 3 is convolved with 256 filters with 

a filter size of 3 and a stride of 1. In layer 5, batch normalization is performed on the output of layer 4 before 

passing it to layer 6 that consists of an FC layer with 256 neurons with a dropout of 0.5. Layer 7 is the same 

as in ConvNets 1 and 2. Table 2 gives the results of comparing RawConvNet with ConvNet 1, ConvNet 2, and 

ConvNet 2. All four networks were trained for 100 epochs. The results indicate that the validation accuracies 

of ConvNets 1, 2, and 3 are slightly lower than the validation accuracy of the custom ConvNet. However, 

ConvNets 1, 2, and 3 have substantially higher validation losses. The results indicate that increasing the num-

ber of layers and adding more depth may not necessarily result in higher classification performance.  

T a b l e  2  

Comparing RawConvNet with ConvNets 1, 2, and 3 after 100 Epochs 

Model Name Training Loss Training Acc Validation Loss Validation Acc Runtime per Epoch 

RawConvNet (n = 80) 0,00619 99,04% 0,00702 99,13% 690 secs 

ConvNet 1 0,02759 99,24% 0,03046 98,87% 460 secs 

ConvNet 2 0,01369 99,74% 0,01429 99,60% 462 secs 

ConvNet 3 0,00827 99,91% 0,00679 99,71% 465 secs 

 

RawConvNet was persisted in a Python pickle file on the Linux computer where it was trained and then 

saved on the sdcard of a raspberry pi 3 model B v1.2. The raspberry pi was powered with a fully charged Anker 

Astro E7 26800mAh portable battery.  

Two experiments were then performed on the raspberry pi to estimate how feasible it is to do in situ 

audio classification with the ConvNet on the raspberry pi. Two hundred thirty second raw audio samples from 

the audio data set were placed in a local folder on the pi computer. In the first experiment, a script was imple-

mented in Python 2.7 to run every 15 minutes. The script would load RawConvNet from the pickle file, load 
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an audio sample from the local folder, split it into non-overlapping two second segments, and classify each 

two second segment with RawConvNet. In the first experiment, the fully charged battery supported audio 

classification for 40 hours during which 162 30-second samples were processed. It took the algorithm, on 

average, 13.66 seconds to process one 30-second audio sample. 

In the second experiment, the script was modified to process four 30-second audio files once every  

60 minutes to estimate whether a batch approach to in situ audio classification would result in better power 

efficiency, because the persisted ConvNet would be loaded into memory only once per every four thirty second 

audio samples. In the second experiment, the fully charged Anker battery supported audio classification for  

43 hours during which 172 thirty second audio samples were processed. It took the algorithm 37.68 seconds, 

on average, to classify a batch of four 30-second audio sample, which results in 9.42 seconds per a 30-second 

audio sample. 

 

3. Conclusion 

 

Our experiments indicate that that it is possible to build ConvNets that classify raw audio samples  

as well as ConvNets that classify audio samples by converting them into spectrograms. On our data set of  

9110 audio samples, RawConvNet, our ConvNet trained to classify raw audio samples, achieved a validation 

accuracy of 99.93%, which is slightly higher than the validation accuracy of 99.13% achieved by  

SpectConvNet, our ConvNet trained to classify spectrograms. While it may be possible to experiment with 

different ConvNet architectures to improve the validation accuracy of SpectConvNet, the validation accuracy 

of 99.93% achieved by RawConvNet does not leave much room for improvement.  

We investigated whether making ConvNets deeper by adding more layers results in a higher classifica-

tion performance than a single custom layer. Our experiments suggest that adding more layers to ConvNets 

does not necessarily improve classification performance. Thus, deeper is not necessarily better. Specifically, 

our experimental results show that, on our data set, RawConvNet,  a shallower ConvNet with a single custom 

layer, achieved a higher validation accuracy (99.93%) than each of the validation accuracies of the three deeper 

ConvNets without a custom layer (i.e., 97.59%, 98.21%, 98.02%). Our experiments show that RawConvNet 

also achieved a validation loss (0.00432), which is smaller than each of the validation losses of three ConvNets 

without a custom layer (i.e., 0.57427, 0.59022, 0.59429). This empirical evidence suggests that ConvNets 

trained to classify raw audio samples perform slightly better than ConvNets trained to classify spectrogram 

images of audio samples. 

The deeper ConvNets required more time and consequently more power for training. Thus, RawConv-

Net took, on average, 462 seconds per epoch for training whereas ConvNets 1, 2, and 3 took, on average,  

545 seconds, 532 seconds, and 610 seconds, respectively. 
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ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЙ ПРОГРАММНЫЙ ИНСТРУМЕНТАРИЙ  

ДЛЯ ПОДГОТОВКИ НОВОСТНЫХ ТЕЛЕВИЗИОННЫХ ПРОГРАММ 
 

На основе структуризации бизнес-процессов телерадиокомпании ГТРК «Урал» разработаны подход и средства 

автоматизации, которые позволили повысить эффективность производства новостных телевизионных про-

грамм почти на 70%. Решена проблема необходимости повторного ввода данных за счет конструктора интер-

фейсов, автоматизирован процесс наложения графики на видео, создан обработчик роликов для приведения 

звука и видео к единым стандартам. Для архивации видео и эффективного поиска в архиве разработана си-

стема, которая выполняет автоматическое распознавание видеоизображений с помощью нейронных сетей на 

основе машинного обучения. 

Ключевые слова: TV-технологии; автоматизация бизнес-процессов; конструктор интерфейсов; наложение 

графики на видео; нейронные сети; распознавание видеоизображений. 

 

Подготовка программ в современной телевизионной компании отличается большой сложностью, 

трудоемкостью, динамичностью и слабой степенью автоматизации. При разработке медийной продук-

ции задействуется большое количество сотрудников – режиссеры, редакторы, корреспонденты, худож-

ники-графики, монтажеры. Все они взаимодействует в сложной информационной среде, многие  

действия не формализованы, человеческий фактор влияет на время и качество производства. Только 

структуризация и автоматизация бизнес-процессов может повысить эффективность работы и улучшить 

общее качество выпускаемого контента.  

Универсальных решений по автоматизации работ на телевидении, в частности для производства 

новостных программ, на сегодняшний день не существует. Более того, процессы являются достаточно 

закрытыми, узконаправленными, требуют больших трудозатрат. В качестве аналогов автоматизации 

можно назвать систему производства новостей NewsNet [1], в которой реализованы средства работы  

с лентами в едином пространстве для обмена информацией и получения доступа к медиа архиву теле-

канала. Открытая универсальная система Cinegy News [2] для автоматизированного производства и 

выпуска новостей содержит интегрированные между собой модули записи входящих новостных пото-

ков и поступающих видеосюжетов, верстки сюжетов и выпусков новостей. Высокоавтоматизирован-

ным является также новостное производство в среде Media Backbone Hive от Sony [3]. Однако интел-

лектуальные функции в названных ресурсах не реализованы. 

В данной работе на примере одной из ведущих телевизионных компаний Свердловской обла-

сти – ГТРК «Урал» – показано, как многие стратегически важные бизнес-процессы по подготовке  

новостных программ были сокращены по времени в десятки раз с улучшением качества выполнения 

задач. Работа выполнялась на основе тщательного анализа всех выполняемых работ по производству 

медиа продукции по методике [4]. В результате была построена подробная схема бизнес-процессов 

аналогично тому, как это сделано в работе [5]. Все процессы были классифицированы на допускающие 

полную или частичную автоматизацию, а также выделены неавтоматизируемые функции. Схема не 

приводится в силу большого объема, были выделены, реализованы и описаны далее автоматизирован-

ные процессы. 

Выполненная автоматизация бизнес-процессов в TV-компании построена на принципах модуль-

ности, интерактивности, масштабируемости, что существенно сократило число ошибок при подго-

товке новостных программ и значительно повысило эффективность рабочего процесса. 

https://adview.ru/cat_automation/nrcs/novostnoe-proizvodstvo-s-media-backbone-hive-ot-sony/
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1. Конструктор интерфейсов для наложения текстов на видеоролики 

 

Компания ГТРК «Урал» производит новостные телевизионные программы для двух телеканалов: 

«Россия 1» – 12 выпусков в день и «Россия 24» – 2 выпуска в день, базовая графика на каналах имеет 

различный формат. Для сюжетов приходится готовить множество информационных роликов, ролики 

для данных телеканалов также имеют ряд существенных отличий, для их создания используются раз-

ные проекты и, соответственно, разные шаблоны. Имеется порядка 10 видов информационных роли-

ков, к примеру тексты с фото и без них, трансляция звука с фото и без фото, анонсы, промо и пр. Таким 

образом, объем и разнообразие производимой ежедневно медийной продукции огромны, на ее произ-

водство уходит в среднем до пяти человеко-часов в день, многие операции носят рутинный характер и 

делаются вручную. 

Для автоматизации данного вида работ, в частности ввода текста в многообразные шаблоны ро-

ликов, был разработан конструктор интерфейсов, позволивший унифицировать действия пользователя. 

Инструмент позволяет для ввода данных создавать интерфейсы из типовых групп и панелей, содержа-

щих все элементы графического пользовательского интерфейса. Это чекбокс для управления парамет-

ром с двумя состояниями, радиокнопка для выбора одной опции из предопределенного набора, выпа-

дающий список для выбора одного из нескольких заранее определенных значений параметра, надпись 

(static text), поле ввода (dynamic text) для ввода небольшого объема текста без переноса строк, вкладка 

(tabs), которая позволяет в окне приложения переключаться между несколькими формами, кнопка, 

«нажатие» на которую приводит к некоторому действию из заготовленных шаблонов или выполнению 

пользовательского скрипта. 

При использовании данных интерфейсов пользователь получает возможность многократно при-

менять единообразные удобные формы для ввода данных в проект (ранее ввод не был унифицирован), 

а также импортировать и экспортировать их через XML. 

Технология реализации данного инструмента опирается на возможности программы Adobe After 

Effects, предназначенной для редактирования видео и динамических изображений, применения циф-

ровых видеоэффектов и пр. Данная программа является де факто промышленным стандартом для про-

изводства медийной продукции на телевидении.  

Конструктор реализован в среде Adobe ExtendScript Toolkit CC, которая обеспечивает доступ к 

многофункциональным средствам разработки и выполнения скриптов JavaScript для работы напрямую 

с приложениями Adobe, поддерживающими сценарии. Сценарий – это последовательность команд, 

предписывающих приложению выполнить последовательность операций. Сценарии можно использо-

вать для автоматического выполнения повторяющихся задач, сложных вычислений, а также для вы-

полнения некоторых функций, непосредственно не представленных в графическом пользовательском 

интерфейсе. Сценарий, который использует Adobe, называется ExtendScript (JSX), он является диалек-

том JavaScript или, точнее, EcmaScript.  

Конструктор представляет собой JavaScript файл, который вызывается напрямую из After Effects. 

Для этого необходимо открыть проект, затем меню File, Scripts, Form_constructor.jsx. Конструктор ра-

ботает в два этапа: сначала пользователь выбирает поля ввода и элементы управления, а далее произ-

водится связка формы и проекта After Effects через управляющий слой. Из конструктора формы сохра-

няются в файлы JSX для дальнейшего использования. Вызвать форму можно из программы After 

Effects через меню File. Формы поддерживают возможность выгрузки и загрузки данных в файл XML, 

что позволяет использовать одни данные без повторного ввода в нескольких проектах Adobe After 

Effects, значительно повышая производительность и понижая риск возникновения ошибки. Произво-

дительность работ составила порядка трех человеко-часов вместо пяти. 

 

2. Модуль подключения текстовых и графических данных к видеоформату 

 

Существует ряд задач, где автоматизация ввода данных в текстовые поля недостаточна. Необхо-

димо обеспечить сложную связь между полями в форме, содержащей данные, с возможностью  
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регулировать продолжительность отображения наложенных на видео графики и текста, а также зада-

вать ключевые кадры в ролике. С этой целью разработан инструмент, достаточно сложный в настройке 

и требующий в использовании понимания базовых принципов программирования и логики.  

Одна из решаемых таким образом задач – подготовка роликов метеопрогноза. Каждый выпуск 

новостей содержит метеопрогноз, над созданием которого работают художники компьютерной гра-

фики. На создание качественного шаблонного проекта погоды уходит до трех месяцев, сюда входят 

съемка, отбор, обработка видеоматериала, разработка компьютерной графики и анимации. Прогноз по-

годы представляет собой текстовые и графические элементы, наложенные поверх фонового видеоро-

лика. Каждый день создается четыре вида роликов: утренняя погода, погода сегодня, погода завтра и 

студийная погода.  

Несмотря на кажущуюся простоту, эта повседневная работа требует большой концентрации и 

трудозатрат. Соответствующие бизнес-процессы с некоторыми отличиями в каждом из четырех видов 

прогноза содержали следующие действия: получение документа от гидрометцентра в формате Word, 

корректировка и приведение этого документа к единому виду, открытие проекта Adobe After Effects  

с шаблоном погоды, ввод данных из Word в Adobe After Effects, отправка на рендер, рендеринг и пере-

кодирование полученного видеоролика с использованием кодека QuickTime6 в файловой транскодинг-

системе Rhozet ProMedia Carbon, далее отправка в сетевое хранилище. На подготовку прогноза еже-

дневно уходило порядка четырех часов. 

Для повышения эффективности работы был реализован модуль подготовки видеороликов ме-

теопрогноза GeneratorXML на основе единого файла данных о погоде. Файл в формате XML, удобный 

для машинного чтения, содержит все необходимые данные для подготовки информационных заставок 

погоды в течение дня. Через эргономичный интерфейс данные вводятся однократно, без дублирования, 

с возможностью редактирования имеющихся, в том числе архивных, данных. Цепочка бизнес-процес-

сов свелась при этом до двух действий: получение документа Word от гидрометцентра и ввод этих 

данных в разработанный модуль подготовки погоды. Затрачиваемое время – 20 минут. 

Далее для изготовления ролика необходимо создать множество ключевых кадров, которые отра-

жают любое изменение состояния объектов на видеоизображении. Для подключения анимации без 

необходимости создания множества ключевых кадров вручную был использован такой инструмент в 

Adobe After Effects, как выражения. Язык выражений основан на стандартном языке JavaScript. Выра-

жение используется для оценки одиночного свойства слоя в конкретный момент времени и сообщает 

приложению о характеристике свойства. С помощью выражений можно создавать связи между свой-

ствами слоя и использовать ключевые кадры конкретного свойства для создания динамической анима-

ции других слоев.  

Для автоматизации данного вида графики был добавлен шаблон формы на три дня, на неделю, 

формирование суточного прогноза по городу, реализована возможность связки полей друг с другом, 

возможность загружать данные из Интернета. 

В результате автоматизации трудозатраты по подготовке видео с наложением данных от гидро-

метцентра сократились почти в четыре раза и составили немногим более часа. 

 

3. Автоматизация обработки подготовленных видеороликов под оборудование 

 

По стандартам телекомпании видеофайлы должны быть строго определенного формата с кон-

кретными параметрами и соответствовать спецификации оборудования. Поскольку видео  поступает в 

различных форматах, был реализован обработчик готовых роликов для перекодировки видеофайлов, 

приведения звука и видео к общепринятым стандартам.  

Обработчик видео и звука представляет из себя конвертор на базе языка Python и библиотеки 

FFmpeg для работы с медиафайлами. Конвертор принимает на вход файлы в любом поддерживаемом 

формате и с любыми параметрами через заранее заданную папку. Эта папка становится специальной 

смотрящей (Watch Folder) папкой; любой файл, который оказывается в ней, попадает в обработку.   
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При попадании на конвертор видеофайл сначала сжимается до заданного разрешения, а также 

приводит форму пикселя к стандарту, в случае с компанией ГТРК «Урал» – PAL DV (720 × 576, Aspect 

ratio – 1,07). Далее идет работа с чересстрочностью, устанавливается нижний полукадр. Затем  

обрабатывается звук: устанавливается частота дискретизации Sampling rate 48,0 kHz, общий уровень 

производимого шума приводится к 23 LUFS (Loudness Unit relative to Full Scale – единица громкости 

относительно полной шкалы) в соответствии со стандартом R-128 Европейского вещательного союза 

(EBU). 

На выходе конвертор возвращает файлы, соответствующие требованиям, с пометкой о соответ-

ствии. Настройка параметров обработки производится через простой графический интерфейс. 

Время обработки файлов с применением конвертора сократилось почти вдвое: 17 минут вместо 

получаса. 

 

4. Автоматическое формирование архива и распознавание изображений в видеофайлах 

  

ТВ-компании в процессе деятельности создают огромное количество видео контента от видео-

съемок до компьютерной графики, во многих случаях эти проекты подразумевают повторное исполь-

зование. Организуются архивы с соответствующим штатом сотрудников, которые каталогизируют  

материалы и по запросам предоставляют доступ. В целях автоматизации данного вида деятельности 

разработана система, позволяющая структурировать и архивировать видеоматериал и выполнять его 

эффективный поиск на основе распознавания изображений в видеофайлах. Процесс распознавания вы-

полняется посредством сверточной нейронной сети, в данном случае применялась открытая библио-

тека Keras [6], настроенная на работу с сетями глубокого обучения. В отличие от программы, описан-

ной в работе [7], такой подход позволил распознавать более сложные сцены, но в рамках заданных 

классов. Реализация выполнена на языке Python [8]. 

В данной системе автоматизации поиска видео можно выделить три части:  

1) поддержка видеоархива: фоновое приложение, которое при внесении в первичный архив но-

вого видео выполняет его обработку по выделению ключевых кадров и оптимизацию; 

2) распознавание изображений на видео с помощью нейронной сети; 

3) собственно поиск, определяющий по запросу пользователя искомый объект на видео и возвра-

щающий пути к найденным релевантным видео в архиве. 
 

 
 

Рис. 1. Структура системы поддержки видеоархива и поиска видео 

 

4.1. Поддержка видеоархива 

 

Фоновое приложение получает на вход папку отслеживания. На фазе инициализации программа 

проверяет соответствие каждого видеофайла в папке с уже имеющимися метаданными к этим файлам. 
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При выявлении видеофайлов без метаданных, а также при появлении новых файлов, в папке создается 

поток для построения соответствующих данных. В потоке формируется дочерний процесс, который 

позволяет получить из видеофайла массив ключевых кадров. Набор ключевых кадров хранится во вре-

менной папке. Есть несколько способов отделения видео от шума, выделения релевантной информа-

ции из кадров: 1) взять все кадры – кадр за кадром; 2) брать каждый n-й кадр; 3) отсеивать пустые, 

повторяющиеся кадры, оставляя наиболее информативные. В данной системе используется третий 

подход. Массив изображений сокращается за счет удаления схожих между собой и прочих не содер-

жащих полезной информации кадров.  

 

4.2. Распознавание изображений на видео 

 

На основе массива изображений готовится набор данных (batch) для анализа нейронной сетью. 

Изображения классифицируются тремя моделями: 1) выделение объекта на изображении; 2) определе-

ние места внутри или вне помещения; 3) распознавание времени года. Модель (model), основная струк-

тура данных Keras, – это способ организации слоев. Простейшим типом модели является последова-

тельная модель (sequential model), линейная совокупность слоев, которая и используется в данном слу-

чае. Когда сеть содержит несколько скрытых слоев, она приобретает способность самообучаться и вы-

делять ключевые признаки, которые наилучшим образом описывают входные данные. Отличительное 

свойство Keras, которое выделяет его из других фреймворков (например, TansorFlow), – это автомати-

ческий расчет размеров слоев: достаточно указать только размерность входного слоя, а Keras автома-

тически проинициализирует все остальные слои. 

Для обучения каждой модели нейронной сети использовалось по три набора изображений: набор 

данных для обучения (порядка 20 000 изображений); набор данных для проверки (оценка качества обу-

чения сети в процессе обучения – 10 000 изображений); набор данных для тестирования (оценка каче-

ства после завершения обучения – 5 000 изображений). Для загрузки изображений в Keras использу-

ются генераторы изображений (ImageDataGenerator), которые позволяют автоматически загружать 

изображения с диска в память компьютера, преобразовывать их в вид, необходимый Keras, и переда-

вать в модель.  

Первая модель сети отвечает за определение класса, к которому относится изображение по виду 

объектов на нем: человек, автомобиль, компьютер и т.д. (Label Detection). Keras позволяет не только обу-

чать глубокие нейронные сети, но и содержит несколько готовых, предварительно обученных сетей, ко-

торые можно использовать, не тратя время и ресурсы на обучение, так называемый перенос обучения 

(transfer learning). Большая часть сетей предназначена для распознавания объектов на изображениях из 

краудсорсинговой базы данных ImageNet [9], содержащей более 14 млн изображений, привязанных к се-

мантическому тезаурусу английских существительных WordNet. Для распознавания применялась VGG16 

– сверточная сеть из 16 слоев. Сеть состоит из двух частей: первая часть выделяет характерные признаки 

в изображении, а вторая отвечает за классификацию объекта по этим признакам. На выходе сеть выдает 

вероятности того (в формате one hot encoding), что на изображении тот или иной класс объекта. 

Вторая модель сети представляет собой бинарный классификатор, который определяет место 

съемки внутри или снаружи помещения (Indoor / Outdoor) и содержит 10 слоев (8 для выделения при-

знаков и 2 для классификации). Принимает на вход изображение размером 224 × 224 пиксела с тремя 

каналами RGB. Использует оптимизатор Adam (adaptive moment estimation), сочетает в себе идею 

накопления движения и идею более слабого обновления весов для типичных признаков.  

Третья модель сети различает время года съемки (Season). Модель состоит из 13 слоев выделения 

признаков сети VGG16 плюс 3 слоя классификации. Характеристики входного изображения как в 

предыдущем случае.  

Данные по кадрам усредняются. Выявляются доминирующие и наиболее вероятные образы. 

Из полученных сведений формируется метафайл, который содержит: хэш файла, общую продолжи-

тельность видеофайла, количество релевантных кадров, снаружи / внутри помещения, время года,  

10–200 наиболее вероятных объектов. 
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4.3. Поиск 
 

Приложение поиска предоставляет интерфейс с возможностью фильтрования по ключевым ха-

рактеристикам, полученным в результате работы второй и третьей моделей (зима / лето, улица / поме-

щение), и поиск по меткам в метафайле. Программа объединяет сведения о файлах в заданной папке, 

после чего производит поиск по этим данным. Далее выводит превью соответствующих запросу ви-

деофайлов в порядке релевантности с описанием других имеющихся образов в этих видеофайлах. 

Данная система позволила существенно сократить время поиска в видеоархиве и оперативно по-

лучать доступ к видеозаписям независимо от количества файлов в архиве. 
 

Заключение 
 

Представленная интеллектуальная система автоматизации подготовки новостных телевизион-

ных программ внесла множественные изменения в бизнес-процессы TV-компании ГТРК «Урал». 

Наряду с описанными четырьмя инструментами был разработан ряд других программ: для подготовки 

промо-роликов, изготовления инфографики и др.  Программный код составил порядка 20 тыс. строк, 

были разработаны словари баз данных суммарным объемом более 16 тыс. строк. 

После внедрения системы были проведены измерения времени, затраченного на производство 

медиапродукции до и после автоматизации по всем видам производства. Общая экономия времени  

в день составила 320 минут: вместо 557 минут стало уходить 236, т.е. 68% экономии. Улучшилось 

качество материалов, уменьшилось количество ошибок за счет удобных интерфейсов ввода данных и 

отсутствия дублирующих процессов. 
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Based on the structuring of business processes of the TV and Radio Company "GTRK Ural", automation tools have been  

developed that have significantly increased the efficiency of the production of news programs. 

The designer of interfaces was developed and introduced, due to what the problem of necessity of repeated data input is solved. 
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fields and interface controls, then the Adobe After Effects form and project are linked through the control layer, saving to JSX files 

and further use. 

The management tools of the already prepared media products have been implemented. So, for the development and filling of 

computer graphics templates in the preparation of weather forecast videos, automation technology was used based on the expressions 

and scenarios of the Adobe After Effects program and the toolkit for overlaying graphics on the video image was created. The weather 

forecast generator module generates a common weather data file in XML format based on hydrometeorological information. The file, 

convenient for machine reading, contains all the necessary data for the preparation of weather information posters during the day. 

Through the ergonomic interface, data are entered once, without duplication, with the ability to edit existing, including archived, data. 

At the same time, the chain of business processes instead of six actions before automation was reduced to two actions: obtaining  

a Word document from the hydrometeorological center and entering this data into the developed module, which takes about 20 minutes 

a day instead of the previous 4 hours. 

The converter for ready-made clips has been created to bring sound and video to unified standards, working through a special 

interface written in Python. 

With a view to efficiently structuring and archiving video material and subsequent search in the archive, it was developed the 

system that allows to automate processes of recognizing the contents of video files using neural networks based on machine learning. 

The recognition process is performed by means of a convolutional neural network, an open Keras library was used, tuned to work with 

deep learning networks. Images are classified according to three models: Label Detection, a VGG16 convolutional network of 16 layers 

was used for recognition; the definition of a place inside or outside the room (Indoor / Outdoor); Season recognition, the model consists 

of 13 layers of VGG16 network feature highlighting plus 3 layers for classification. 

After the introduction of the system in the working process, the time spent on the production of media products before and after 

automation was measured for all types of production. The total time savings per day was 320 minutes: instead of 557 minutes 236 were 

spent, i.e., 68% time savings. The quality of materials was improved, the number of errors was reduced due to convenient data entry 

interfaces and the absence of duplicate processes. 

 

Keywords: TV-technology; overlay graphics on video; neural networks; recognition of video images. 
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Предлагается подход к решению задачи многоблочной параллельной декомпозиции системы частичных буле-

вых функций. Подход предполагает интервальное представление заданной системы в виде пары троичных мат-

риц и последующее рассмотрение графов ортогональности строк указанных матриц и сводит данную задачу  

к нахождению кратчайшего покрытия множества ребер одного графа полными двудольными подграфами 

(бикликами) другого графа. Описано два метода решения рассматриваемой задачи, использующих предлагае-

мый подход. 
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Под декомпозицией системы булевых функций понимается ее представление в виде суперпози-

ции двух или более систем функций, каждая из которых в некотором смысле проще исходной системы. 

Задача декомпозиции булевых функций является одной из важных и сложных задач из области логи-

ческого проектирования, ее успешное решение непосредственно влияет на качество и стоимость про-

ектируемых цифровых устройств. Декомпозиция системы булевых функций, описывающей поведение 

некоторого дискретного устройства, ведет к разбиению его на отдельные блоки, что облегчает даль-

нейшую процедуру логического синтеза. Как показано в работах [1, 2], данной задаче посвящено зна-

чительное количество статей, однако вопрос еще требует исследований [3]. В настоящей статье рас-

сматривается задача декомпозиции системы булевых функций в следующей постановке. 

Задана система частичных (не полностью определенных) булевых функций в виде векторной 

функции f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fт(x)), где компонентами вектора x = (x1, x2, ..., xn) являются булевы пере-

менные, составляющие множество Х. Требуется найти суперпозицию f(x)  (g1(z1), g2(z2), …, gk(zk)), 

где z1, z2, …, zk – векторные переменные, компонентами которых служат соответственно переменные 

из подмножеств Z1, Z2, …, Zk (возможно, пересекающихся) множества Х = {x1, x2, …, xn}, а символ  

обозначает отношение реализации, т. е. значения компонент 1, 2, ..., т векторной функции  совпа-

дают со значениями компонент функции f везде, где эти значения определены. При этом мощность  

|Zi| (i = 1, 2, …, k) должна быть ограничена некоторой заданной величиной р, а число k должно быть 

минимальным и меньшим, чем п. Указанная декомпозиция определяет структуру логической схемы, 

показанную на рис. 1. Такой вид декомпозиции назван многоблочной параллельной декомпозицией [4]. 

Подобная задача при k = 2 решалась в статье [5]. 
 

                                                                      f(x) 

 

 

 

 

                                                                                                … 

  
                                                      z1                                   z2                                  zk 

 

Рис. 1. Структура логической схемы 

 

g1 g2 gk 
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В подавляющем большинстве публикаций, рассматривающих задачу декомпозиции булевых 

функций, подмножества Z1, Z2, …, Zk считаются заданными [2, 4, 6, 7]. Вопросу поиска таких подмно-

жеств, при которых существует соответствующая декомпозиция, посвящено не так много публикаций. 

Среди работ, где рассматривается данный вопрос, можно назвать работы [8–13]. В данной статье пред-

лагается подход, не требующий конкретного задания подмножеств Z1, Z2, …, Zk. Его можно рассматри-

вать как дальнейшее развитие подхода, представленного в работе [14]. 

 

1. Описание подхода 

 

Предлагаемый подход к решению данной задачи требует интервального задания системы частич-

ных булевых функций [3] – в виде пары троичных матриц X, F размерности l  n и l  m соответ-

ственно. Столбцы матрицы X соответствуют переменным x1, x2, ..., xn, а столбцы матрицы F – функ-

циям f1(x), f2(x), ..., fт(x). Строка матрицы X представляет интервал булева пространства, а соответству-

ющая ей строка матрицы F – значения функций на этом интервале. Символ «–» в i-й строке и j-м 

столбце матрицы F означает, что i-й интервал не используется для задания функции fj(x). Строки мат-

риц X и F имеют единую нумерацию. 

Рассмотрим графы GX = (V, EX) и GF = (V, EF), где множество вершин V является множеством об-

щих номеров строк матриц X и F, а множества ребер EX и EF являются множествами пар номеров ор-

тогональных строк матриц X и F соответственно. Две строки троичной матрицы ортогональны, если 

имеется столбец, у которого в одной из этих строк расположен ноль, а в другой – единица [3]. Система 

функций задана корректно с помощью матриц X и F, если EF  EX, т.е. GF является остовным подгра-

фом графа GX. 

Замечание. Любая пара матриц (X, F) указанного вида может рассматриваться как представле-

ние некоторой системы частичных булевых функций, если граф GF является остовным подграфом 

графа GX. 

Каждому ребру из множества EX приписано множество переменных из множества 

Х = {x1, x2, ..., xn}, по которым соответствующие строки ортогональны. Полному двудольному под-

графу, или биклике, графа GX припишем множество переменных из Х, взятых по одной из каждого 

ребра, принадлежащего данной биклике. Биклику назовем допустимой, если число приписанных ей 

переменных не превышает р и если она содержит хотя бы одно ребро из множества EF. 

Множество переменных, приписываемых биклике, определяется следующим образом. Пусть 

{xi, xj, ..., xk} – множество переменных, по которым ортогональны две строки, соответствующие ребру 

из множества EX. Образуем элементарную дизъюнкцию xi  xj  ...  xk из этих переменных. Получим 

конъюнктивную нормальную форму (КНФ), членами которой будут указанные дизъюнкции, взятые по 

всем ребрам, входящим в данную биклику. После удаления возможных поглощаемых элементарных 

дизъюнкций преобразуем полученную КНФ, раскрыв скобки, в дизъюнктивную нормальную форму 

(ДНФ). Множество переменных, приписанных биклике, составят переменные, входящие в элементар-

ную конъюнкцию минимального ранга полученной ДНФ. 

Утверждение. Для системы частичных булевых функций f(x), заданной троичными матрицами 

X и F, существует реализующая ее суперпозиция (g1(z1), g2(z2), …, gk(zk)), если существует покрытие 

множества EF допустимыми бикликами графа GХ, число которых k. 

Пусть получено указанное покрытие бикликами B1, B2, …, Bk. Каждая биклика Bi может быть за-

дана парой множеств вершин Vi, Vi, поскольку каждая вершина из Vi связана в биклике ребрами со 

всеми вершинами из Vi. Каждая функция gi(zi) задается матрицами Xi и Fi. Матрица Xi является мино-

ром матрицы X, образованном столбцами, соответствующими переменным, приписанным биклике Bi. 

Матрица Fi состоит из одного столбца, где в строке с номером, соответствующим вершине из Vi, 

находится 0, в строке с номером, соответствующим вершине из Vi, находится 1 (или наоборот), а в 

строке, для которой нет соответствующих вершин ни в Vi, ни в Vi, находится символ «–». Векторная 
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функция  задается матрицами U и Ф. Матрица U состоит из столбцов, представляющих матрицы 

F1, F2, …, Fk, а матрица Ф совпадает с матрицей F. Действительно, согласно приведенному выше за-

мечанию пара матриц (U, Ф) может рассматриваться как представление системы частичных булевых 

функций. Нетрудно видеть, что для любого значения вектора х, произвольно взятого из области опре-

деления любой функции fi заданной системы, значения функций i и fi будут совпадать. Следовательно, 

пары матриц (X1 F1), (X2 F2), …, (Xk Fk) и (U, Ф) представляют искомую суперпозицию. Это пред-

ставление обладает избыточностью в виде повторяемых и поглощаемых строк в матрицах, а также 

знаков «–» в одностолбцовых матрицах Fi. Такую избыточность легко устранить, удалив упомянутые 

строки из матриц. 

 

2. Точный метод 

 

Точный метод, гарантирующий минимум числа функций в искомой суперпозиции, описан в ста-

тье [15] и заключается в выполнении процесса, состоящего из следующих этапов. 

1. Нахождение всех максимальных допустимых биклик в графе GX. Для этого можно использо-

вать метод, представленный в работе [16]. 

2. Получение кратчайшего покрытия множества EF найденными бикликами. Если число биклик, 

составляющих покрытие, не меньше п, то для заданной системы функций не существует нетривиаль-

ной декомпозиции указанного вида. 

3. Определение булевых функций g1(z1), g2(z2), …, gk(zk) и векторной функции . 

На этапе получения покрытия можно продолжить оптимизацию решения, уменьшая сумму чисел 

компонент векторов z1, z2, …, zk. Тогда каждую биклику надо снабдить весом в виде числа приписан-

ных ей переменных и решать задачу о взвешенном покрытии. При доопределении не полностью опре-

деленных булевых функций в процессе декомпозиции некоторые переменные могут оказаться несуще-

ственными аргументами. Тогда можно выбирать вариант с наименьшим числом существенных аргу-

ментов. 

Пример 1. Пусть система частичных булевых функций f(x) задана следующими троичными мат-

рицами: 

X = 

1 2 3 4 5 6

1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 2

1 1 1 0 1 3

0 1 0 1 1 1 4

1 1 1 0 5

0 0 1 1 6

х х х х х х

 
 

  
 
 
 
 
  
 

   

,    F = 

1 2 3

0 0 1 1

1 1 2

0 0 3

1 1 4

0 1 5

1 0 6

f f f

 
 

 
 
 

 
 
 

  

. 

Требуется получить суперпозицию f(x)  (g1(z1), g2(z2), …, gk(zk)) при минимальном k и числе р 

компонент каждого из векторов z1, z2, …, zk, не превышающем 3. 

Граф GX = (V, EX) с множеством вершин V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} представим в виде перечня ребер. 

В табл. 1 представлены эти ребра и приписанные им переменные. Граф GF = (V, EF) имеет то же мно-

жество вершин, а его множество ребер EF отличается от EX только тем, что в нем отсутствуют ребра 

v2v4 и v5v6. 

 

Т а б л и ц а  1  

Ребра графа GX = (V, EX) с приписанными им переменными 

v1v2 v1v3 v1v4 v1v6 v2v3 v2v4 v2v5 v2v6 v3v4 v3v5 v3v6 v4v5 v4v6 v5v6 

х1 x4 х5 х6 x1 х2 х3 х4 х6 х1 х4 х1 х4 х5  х4 х1 х4 х1 х3 х5 х5 х6 х1 х5 х1 х3 х6 х2 х1 
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Для графа GX получено 18 максимальных допустимых биклик. Искомое покрытие составляют 

следующие биклики с соответствующими КНФ и ДНФ: 

{v1, v5}, {v2, v3, v4, v6} – x1 (х5  х6) = x1 х5  x1 х6, 

{v 1, v2, v3, v4, v5}, {v6} – х1 х2 х4, 

{v1, v2, v4, v5, v6}, {v3} – (х5  х6) (х1  х5) = х1 х6  х5. 

Представленные ниже матрицы задают искомую суперпозицию. 

X1 = 

1 5

1 1 1

0 1 2

1 0 3

0 1 4

1 1 5

0 1 6

х х

 
 
 
 
 
 
 
 
  

,  F1 = 

1

1 1

0 2

0 3

0 4

1 5

0 6

g

 
 
 
 
 
 
 
 
  

;        X2 = 

1 2 4

1 0 0 1

0 0 2

1 1 3

0 1 1 4

1 5

0 0 1 6

x x x

 
 


 
 
 
 
  
 
  

,  F2 = 

2

0 1

0 2

0 3

0 4

0 5

1 6

g

 
 
 
 
 
 
 
 
  

;        X3 = 

5

1 1

1 2

0 3

1 4

1 5

1 6

х

 
 
 
 
 
 
 
 
  

,  F3 = 

3

1 1

1 2

0 3

1 4

1 5

1 6

g

 
 
 
 
 
 
 
 
  

; 

U = 

1 2 3

0 0 1 1

1 0 1 2

1 0 0 3

1 0 1 4

0 0 1 5

1 1 1 6

g g g

 
 
 
 
 
 
 
 
  

,   Ф = 

1 2 3

0 0 1 1

1 1 2

0 0 3

1 1 4

0 1 5

1 0 6

  

 
 

 
 
 

 
 
 

  

. 

После устранения избыточности получим следующие матрицы, представляющие искомые си-

стемы частичных булевых функций: 

X1 = 

1 5

1 1 1

0 1 2

1 0 3

х х

 
 
 
  

,  F1 = 

1

1 1

0 2

0 3

g

 
 
 
  

;        X2 = 

1 2 4

1 0 0 1

0 0 2

0 1 1 3

1 4

0 0 1 5

x x x

 
 


 
 
 

  
  

,  F2 = 

2

0 1

0 2

0 3

0 4

1 5

g

 
 
 
 
 
 
  

;        X3 = 

5

1 1

0 2

х

 
 
 

,  F3 = 

3

1 1

0 2

g

 
 
 

; 

U = 

1 2 3

0 0 1 1

1 0 1 2

1 0 0 3

1 1 1 4

g g g

 
 
 
 
 
 

,   Ф = 

1 2 3

0 0 1 1

1 1 1 2

0 0 3

1 0 4

  

 
 
 
 
 

 

. 

В результате совместной минимизации в классе ДНФ полученных систем булевых функций по-

лучим следующие матричные представления ДНФ: 

Х = 

1 2 4 5

1 1

0 0 1

1

х х х х

  
 


 
    

,  G = 

1 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

g g g

 
 
 
  

;        U = 

1 2 3

1 1

1 0

1

g g g

 
 


 
   

,  Ф = 

1 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

  

 
 
 
  

. 

Применение описанного метода не всегда приведет к решению задачи практической размерности 

за приемлемое время. Достижимой верхней границей числа всех максимальных биклик в графе явля-

ется 2п – 1 – 1, где п – число вершин графа, и, кроме того, задача кратчайшего покрытия имеет не поли-

номиальную сложность. Этот метод следует считать основой для разработки эвристических методов 

решения данной задачи. Описание одного из них представлено далее. 
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3. Эвристический метод 

 

Первым шагом на пути к решению является определение нижней границы числа биклик, состав-

ляющих искомое покрытие, и выделение из графа GF такого числа изолированных ребер с наибольшим 

числом приписанных переменных. В полном графе Kn мощность покрытия бикликами ребер графа не 

меньше, чем log2 n, где а – целое число, ближайшее сверху к а. Если взять раскраску вершин графа 

GF и заменить каждое множество одноцветных вершин одной вершиной, сохранив все ребра, то полу-

чим полный граф, скажем Kт. Таким образом, выделим, как указано выше, log2 т = k изолированных 

ребер и объявим их начальной совокупностью биклик B1, B2, …, Bk. (Поскольку метод не претендует 

на получение точного решения, можно воспользоваться последовательной раскраской графа, не гаран-

тирующей минимума числа цветов.) 

Дальнейший процесс решения задачи представляется как последовательность шагов, на каждом 

из которых выбирается пара (vi, Vj
s), где vi  Vj

1, Vj
2, и вершина vi связана ребрами из EX со всеми вер-

шинами из Vj
s. Вершина vi вносится в множество Vj

t (t  s), и таким образом вносятся новые ребра в 

биклику Bj = Vj
1, Vj

2. Естественно, такое действие имеет смысл, когда среди этих ребер имеется хотя бы 

одно из ребер графа GF, не присутствующее ни в одной из имеющихся биклик. Внесение вершины vi  

в множество Vj
t сопровождается добавлением в КНФ, соответствующую биклике Bj, элементарных 

дизъюнкций, связанных с вносимыми ребрами. При этом, естественно, учитывается закон поглощения 

(a  b) a = a, и надо, чтобы изменяемая биклика оставалась допустимой. То есть ДНФ, получаемая рас-

крытием скобок в КНФ, должна содержать хотя бы одну элементарную конъюнкцию ранга, не превы-

шающего р. 

Если такой пары не существует, в искомую совокупность вносится новая биклика в виде одного 

ребра из EF, не принадлежащего ни одной из уже полученных биклик. Процесс заканчивается, когда 

каждое ребро из EF окажется хотя бы в одной из биклик B1, B2, …, Bk. 

Выбор пары (vi, Vj
s) осуществляется по критериям, которые перечислены далее в порядке их при-

менения. 

1. Минимум ребер графа GF, которые не сможет покрыть биклика Bj (такое ребро связывает пару 

вершин, присутствующей в той или другой доле биклики Bj). 

2. Максимум новых покрываемых ребер из EF, вводимых в Bj вместе с вершиной vi. 

3. Наименьший минимальный ранг элементарной конъюнкции в соответствующей ДНФ. 

4. Максимум числа элементарных конъюнкций минимального ранга в соответствующей ДНФ. 

Пример 2. Пусть система частичных булевых функций f(x) задана матрицами из примера 1, и 

надо решить ту же задачу, что поставлена в этом примере. 

Нижней границей мощности покрытия графа GF бикликами является 2. Из табл. 1 выбираем два 

непересекающихся ребра с элементарными дизъюнкциями максимального ранга и получаем следую-

щие биклики: 

В1 = {v1}, {v4} – (х1  х2  х3  х4  х6), 

В2 = {v2}, {v3} – (х1   х4  х5). 

Пара (v5, {v4}) для варианта формирования биклики {v1, v5}, {v4} оценивается по приведен-

ным критериям как одна из лучших. Действительно, ребро v1v5 отсутствует в графе GF. Число новых 

покрываемых ребер во всех случаях равно единице. Соответствующая КНФ имеет вид 

(х1  х2  х3  х4  х6)(х1  х3  х6) и, преобразованная по закону поглощения, совпадает с ДНФ 

х1  х3  х6, имеющей три элементарных конъюнкции ранга 1. Таким образом, имеем теперь следующие 

биклики: 

В1 = {v1, v5}, {v4} – (х1  х3  х6), 

В2 = {v2}, {v3} – (х1   х4  х5). 

На следующем шаге выбирается пара (v2, {v1, v5}), и результатом следующего шага является со-

вокупность биклик 
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В1 = {v1, v5}, {v2, v4} – х1, 

В2 = {v2}, {v3} – (х1   х4  х5). 

Такое последовательное внесение ребер в биклики приводит к совокупности биклик 

В1 = {v1, v5}, {v2, v3, v4} – х1, 

В2 = {v2, v4}, {v3, v6} – х2 х4 (х1   х3  х5). 

Ребро v3v6 графа GF не может быть покрыто ни одной из полученных биклик. У биклики В2 име-

ется доля, содержащая пару вершин v3, v6, а расширенная биклика В1 = {v1, v5, v6}, {v2, v3, v4} покры-

вает ребро v3v6, но не является допустимой, так как элементарные конъюнкции в соответствующей 

ДНФ имеют ранги, превышающие р = 3: х1 х2 х4 (х5  х6) = х1 х2 х4 х5  х1 х2 х4 х6. Поэтому вводим 

биклику В3 = {v3}, {v6} с элементарной дизъюнкцией (х1  х5) и добавляем к ней ребро v1v6. В резуль-

тате получаем следующее покрытие: 

В1 = {v1, v5}, {v2, v3, v4} – х1( х5  х6) = х1 х5  х1 х6, 

В2 = {v2, v4}, {v3, v6} – х2 х4 (х1   х3  х5) = х1 х2 х4   х3 х2 х4  х2 х4 х5, 

В3 = {v1, v3}, {v6} – (х1  х4) (х1  х5) = х1  х4 х5. 

Полученное покрытие определяет следующие матрицы: 

X1 = 

1 5

1 1 1

0 1 2

1 0 3

0 1 4

1 1 5

0 1 6

х х

 
 
 
 
 
 
 
 
  

,  F1 = 

1

1 1

0 2

0 3

0 4

1 5

6

g

 
 
 
 
 
 
 
 
  

;        X2 = 

1 2 4

1 0 0 1

0 0 2

1 1 3

0 1 1 4

1 5

0 0 1 6

x x x

 
 


 
 
 
 
  
 
  

,  F2 = 

2

1

0 2

1 3

0 4

5

1 6

g

 
 
 
 
 
 
 
 
  

;        X3 = 

1

1 1

0 2

1 3

0 4

1 5

0 6

х

 
 
 
 
 
 
 
 
  

,  F3 = 

3

1 1

2

1 3

4

5

0 6

g

 
 

 
 
 
 
 
 
  

; 

U = 

1 2 3

1 1 1

0 0 2

0 1 1 3

0 0 4

1 5

1 0 6

g g g

 
 


 
 
 

 
  
 
  

,   Ф = 

1 2 3

0 0 1 1

1 1 2

0 0 3

1 1 4

0 1 5

1 0 6

  

 
 

 
 
 

 
 
 

  

. 

Устранение избыточности в этих матрицах дает следующее представление полученных частич-

ных функций: 

X1 = 

1 5

1 1

0 1

1 0

х х

 
 
 
  

,  F1 = 

1

1

0

0

g

 
 
 
  

;           X2 = 

1 2 4

0 0

1 1

0 1 1

0 0 1

х х х

 
 


 
 
 
 

,  F2 = 

2

0

1

0

1

g

 
 
 
 
 
 

;           X3 = 

1

1

0

х

 
 
 

,  F3 = 

3

1

0

g

 
 
 

; 

U = 

1 2 3

1 1

0 0

0 1 1

1

1 0

g g g

 
 


 
 
 

  
  

,    Ф = 

1 2 3

0 0 1

1 1 1

0 0

0 1

1 0

  

 
 
 
 
 
 
  

. 



Параллельная декомпозиция системы частичных булевых функций 

89 

Совместная минимизация полученных функций в классе ДНФ приводит к следующим матрич-

ным представлениям минимальных систем ДНФ: 

Х = 

1 2 4 5

1 1

0 1

1

х х х х

  
 
 
 
    

,  G = 

1 2 3

1 0 0

0 1 1

0 0 1

g g g

 
 
 
  

;        U = 

1 2 3

1 0

0 0

1

g g g

 
 


 
   

,  Ф = 

1 2 3

1 1 0

1 0 0

0 0 1

  

 
 
 
  

. 

 

Заключение 

 

Представлено два метода решения задачи многоблочной параллельной декомпозиции системы 

частичных булевых функций. Первый метод получает точное решение, т.е. гарантировано минималь-

ное число блоков в структурной реализации заданной системы. Второй метод такой гарантии не дает, 

но позволяет решать задачу значительно быстрее, чем первый метод. Как было сказано, точный  

метод может служить основой для разработки других, эвристических методов, более пригодных для 

практических задач. К таким методам относится второй из описанных методов. Точный метод может 

быть использован как эталон для оценки качества решений, получаемых эвристическими методами. 

Под качеством решения следует понимать близость его к минимальному решению и простоту полу-

чаемых функций. Нетрудно заметить, что представленный эвристический метод получил решение 

для рассматриваемого примера по качеству, не отличающемуся от решения, полученного точным 

методом. 
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Pottosin Yu.V. (2018) PARALLEL DECOMPOSITION OF A SYSTEM OF PARTIAL BOOLEAN FUNCTIONS. Vestnik Tomskogo 

gosudarstvennogo universiteta. Upravlenie vychislitelnaja tehnika i informatika [Tomsk State University Journal of Control and Com-

puter Science]. 45. pp. 83–91 
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The problem of Boolean functions decomposition is to represent a given system of Boolean functions as a superposition of simpler 

Boolean functions. In fact, the implementation of a system of Boolean functions by logical unites, or the synthesis of a combinational 

circuit, is reduced to decomposition, in which the obtained superposition includes functions implemented by logical unites. 

The decomposition problem is considered in the following statement. Given a system of partial (incompletely specified) Boolean 

functions in the vector form, f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fт(x)), where the components of the vector x = (x1, x2, ..., xn) are Boolean variables 

forming a set X. A superposition f(x)  (g1(z1), g2(z2), …, gk(zk)) must be found, where the components of the vector zi, i = 1, 2, …, k, 

are the variable in the set Zi  X and  denotes the realization relation, i.e., the values of the components of the vector function  

coincide with the values of the components of f everywhere they are specified. At that, the cardinality |Zi|, i = 1, 2, …, k, must be 

restricted by a given value p, and k must be minimum and less than n. An approach to solving the problem that does not demand the 

sets Z1, Z2, …, Zk to be given is described. 

The approach uses the interval representation of a system of partial Boolean functions, i.e., in the form of a pair of ternary matrices, 

X, F, of dimension l  n and l  m, respectively. The columns of the matrix X correspond to the values x1, x2, ..., xn, and the columns 

of the matrix F to the functions f1(x), f2(x), ..., fт(x). A row of X gives an interval of Boolean space, and the corresponding row of F 

the function values at this interval. The symbol “–” in the i-th row and j-th column of F means that the i-th interval is not used to 

specify the function fj(x). The rows of X and F have common numeration. 

The graphs GX = (V, EX) and GF = (V, EF) are considered, where V is the set of common numbers of rows of the matrices X and F, 

and EX and EF are the sets of pairs of orthogonal rows of the matrices X and F, respectively. A system of Boolean functions is given 

with matrices X and F correctly if EF  EX, i.e., GF is a spanned subgraph of GX. Every edge in EX is assigned with the variables from 

the set Х = {x1, x2, ..., xn}, according to which the corresponding rows of X are orthogonal. A complete bipartite subgraph (biclique) of 

GX is assigned with the set of variables in X taken one by one from each edge of the biclique. A biclique is called admissible if the 

number of variables assigned to it is at most p, and it contains at least one edge in EF. 

Let B1, B2, …, Bk be bicliques covering the set EF. Any biclique Bi can be given by a pair of vertex sets Vi, Vi. Every function 

gi(zi) of the required superposition is specified by matrices Xi and Fi. The matrix Xi is the minor of X formed by the columns corre-

sponding to the variables assigned to the biclique Bi. The matrix Fi consists of one column, where the element with number corre-

sponding to the vertex in Vi is 0, and the element with number corresponding to the vertex in Vi is 1 (or vice versa). The element that 

does not correspond to any vertex in Vi or in Vi is “–”. The vector function  is given by matrices U and Ф. The matrix U consists of 

the columns that are the one-column matrices F1, F2, …, Fk, and the matrix Ф coincide with F. 

Two methods for the considered problem are presented. The first method obtains an exact solution, i.e., the minimal number of 

blocks in a structural implementation of the given system of functions is ensured. This method is reduced to that first all maximal 

admissible bicliques are found in graph GX, and then a shortest cover with them of the edges in EF is obtained. The second method is 

heuristic one, it does not guarantee the minimal solution, but it allows solving the problem much faster in comparison with the first 

one. This method forms bicliques successively, that constitute a cover of the edges of graph GF finally. The exact method can serve as 

a basis for developing other, heuristic methods, more applicable for practical tasks. The second method from the described ones is one 

of them. Moreover, the exact method can be used as an etalon for estimating the quality of solutions obtained by heuristic methods. 

The quality of the solution must be understood as its closeness to the optimal solution and simplicity of the obtained functions. 
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