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причём в одной ветви может встретиться только один симметричный многочлен одной
степени.

В результате исследования поликвадратичного расширения полей посредством опе-
рации A получены следующие свойства этого расширения.

1. Посредством поликвадратичного расширения можно вычислять характеристи-
ческий многочлен элемента не только из расширенного поля, но и из расширяемого,
т. е. движение по дереву возможно как вверх, так и вниз. Для того чтобы «опуститься»
по дереву вниз, необходимо применить операцию A, а чтобы «подняться» по дереву
вверх — выполнить обратную операцию Λ = A−1.

2. Для вычисления расширений необходимо вычислить относительный след корня
и записать уравнение, задающееся неприводимым многочленом, коэффициенты кото-
рого вычисляются в явном виде [3, 4].

Теорема 1. Если h(x) = z, deg f = n, f(z) = 0, deg g = 2n, g(z) = 0, то Tr(z) =
= Tr(x), где h(x) = x+ x−1 равен относительному следу элемента x.

Теорема 2. Если в поле GF(2m),m > 1, z —корень симметричного многочлена f ,
то однозначно определён периодический многочлен g, где y = 1/(z + 1) — его корень.
И наоборот, если g—периодический, то f — симметричный, где z = 1/y + 1.

Таким образом, с помощью операции A построено полное бинарное дерево неприво-
димых многочленов степени 2n. Изученные в работе свойства такого поликвадратич-
ного расширения значительно упрощают процедуру генерации многочленов и дают
возможность избежать полного перебора при поиске многочленов больших степеней,
что имеет особое значение для криптографии и теории кодирования.
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Рассматривается новый класс функций над кольцом Галуа R = GR(qm, pm), по-
лучивший название класса функций с вариационно-координатной полиномиаль-
ностью (ВКП-функций). Рассматривается соотношение между данным классом и
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классом полиномиальных функций над R, даётся верхняя оценка его мощности,
а также достаточные условия отсутствия полиномиального представления ВКП-
функции.

Ключевые слова: полиномиальные функции, кольцо Галуа, координатное мно-
жество, ВКП-функции.

Кольцом Галуа называется конечное коммутативное локальное кольцо R =
= GR(qm, pm), нильрадикал J(R) которого имеет вид pR, где p = char R̄ и R̄ =
= R/J(R) = GF(q) —поле вычетов данного кольца [1]. При этом charR = pm, |R| = qm

и m = ind J(R), m ∈ N,—индекс нильпотентности нильрадикала J(R). Подмножество
B = {b0 = 0, . . . , bq−1} ⊆ R называется координатным множеством кольца R, если его
элементы образуют полную систему вычетов по нильрадикалу J(R). В таком случае
любой элемент a ∈ R однозначно представляется в виде

a = a(0) + p · a(1) + · · ·+ pm−1 · a(m−1), a(i) ∈ B, i = 0, . . . ,m− 1,

называемом разложением элемента a в координатном множестве B. Функции
γBi : R → B, определяемые по правилу γBi (a) = a(i), i = 0, . . . ,m − 1, называются
координатными функциями в координатном множестве B, а элементы a(i) = γBi (a) —
координатами элемента a в координатном множестве B.

Обозначим через PR(n) класс всех полиномиальных функций от n переменных
над кольцом Галуа R = GR(qm, pm). Следующее определение и результаты обобщают
полученные ранее в [2] для случая примарного кольца вычетов Z2m .

Определение 1. Функцию f(x) : Rn → R, R = GR(qm, pm), m > 1, назовём ВКП-
функцией в координатном множестве B, если для любого i ∈ {0, . . . ,m−1} существует
полиномиальная функция pi(x) ∈ PR(n), такая, что γBi (f(α)) = γBi (pi(α)) при всех
α ∈ Rn. При этом многочлен pi(x), i = 0, . . . ,m− 1, будем называть i-м координатным
многочленом функции f(x).

Класс всех ВКП-функций от n переменных над кольцом R в координатном мно-
жестве B обозначим через CPBR(n). Следующая теорема устанавливает соотношение
между введённым классом и классом полиномиальных функций над тем же кольцом.

Теорема 1. Справедливы утверждения:
1) если R = GR(q2, p2), то PR(n) = CPBR(n);
2) если R = GR(qm, pm), m > 3, то PR(n) ( CPBR(n).

Пусть f(x) ∈ R[x]. Обозначим grad f(x) =

(
∂f

∂x1

(x), . . . ,
∂f

∂xn
(x)

)
, где

∂f

∂xi
(x) —фор-

мальная частная производная многочлена f(x) по переменной xi, i = 1, . . . , n. Приве-
дём достаточное условие того, что при m > 3 ВКП-функция не имеет полиномиаль-
ного представления над R.

Теорема 2. Пусть f(x) ∈ CPBR(n), m > 3 и для координатных многочленов pi(x),
pj(x), i, j ∈ {1, . . . ,m− 1}, i 6= j, существует α ∈ Bn, такое, что

grad pi(α) 6≡ grad pj(α) (mod J(R)).

Тогда f(x) 6∈ PR(n).

Теорема 3. Справедлива следующая оценка мощности класса CPBR(n) :

|CPBR(n)| 6 qq
n+(m−1)n·qn+qn·(qn(m−1)−1)/(qn−1),

при этом если m = 2, то в неравенстве достигается равенство.
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Класс ВКП-функций во многом обобщает класс полиномиальных функций. В част-
ности, можно показать, что системы уравнений, левые части которых являются такими
функциями, могут быть решены методом покоординатной линеаризации, предложен-
ным в работе [3] для полиномиальных функций над кольцом Галуа —Эйзенштейна.
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НА ПОДПРОСТРАНСТВАХ И ИХ СДВИГАХ1
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Пусть f — булева функция от n переменных и для любого аффинного подпро-
странства L размерности dn/2e функция f аффинна на L тогда и только тогда,
когда f аффинна на любом сдвиге L. Доказано, что тогда либо степень f не
превышает 2, либо не существует ни одного аффинного подпространства размер-
ности dn/2e, на котором f аффинна.
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Рассматривается свойство булевых функций, связанное с их аффинностью на аф-
финных подпространствах.

Введём необходимые определения. Отображение f : Zn2 → Z2 называется булевой
функцией от n переменных. Алгебраической степенью или просто степенью булевой
функции называется степень её алгебраической нормальной формы (полинома Же-
галкина). Булева функция называется аффинной, если её алгебраическая степень не
больше 1, и квадратичной, если её степень равна 2. Множество U ⊆ Zn2 называется
аффинным подпространством, если U = a ⊕ L, где a ∈ Zn2 и L является линейным
подпространством в Zn2 . Будем называть U сдвигом подпространства L. Через IndD
обозначим характеристическую функцию множества D ⊆ Zn2 . Через 〈u, v〉 обозначим
скалярное произведение векторов u и v. Булева функция f от n переменных аффин-
на на множестве D ⊆ Zn2 , если существуют a ∈ Zn2 , c ∈ Z2, такие, что для любого
x ∈ D верно f(x) = 〈a, x〉 ⊕ c. Под расстоянием между двумя булевыми функциями
подразумевается расстояние Хэмминга между их векторами значений.

Все квадратичные булевы функции обладают следующим свойством.
Утверждение 1. Пусть f —квадратичная булева функция от n переменных. То-

гда для любого аффинного подпространства Lфункция f аффинна на L, если и только
если f аффинна на любом сдвиге L.

Доказательство утверждения следует из неравенства deg(f(x) ⊕ f(x ⊕ s)) 6 1,
верного для любого s ∈ Zn2 .

1Исследование выполнено при поддержке РФФИ (проект №12-01-31097).


