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Утверждение 1. Пусть x, y, z —переменные со значениями в Zn2 , Zm2 и Zk2 соот-
ветственно и для всех 1 6 s 6 l и 1 6 i1 < i2 < . . . < is 6 l функции fi1(x, y) ⊕ . . . ⊕
⊕fis(x, y) статистически не зависят от переменных в x. Тогда для любой функции g
от l + k переменных суперпозиция g(f1(x, y), . . . , fl(x, y), z) статистически не зависит
от переменных в x.

Замечание 1. В ряде случаев (для конкретных функций g и ограничений на
функции f1, . . . , fl) можно сократить количество достаточных условий утверждения;
этот вопрос составляет предмет дальнейших исследований.
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Путём детального анализа успешных способов взлома блочных и поточных шиф-
ров были определены свойства булевой функции, которыми она должна обладать для
использования её в криптографических приложениях. На данный момент остаётся от-
крытым вопрос о том, как совмещаются различные криптографические свойства у
одной булевой функции. Данная работа посвящена изучению алгебраической иммун-
ности при максимальной нелинейности булевой функции.

Булева функция от n переменных представима единственным образом в виде алгеб-

раической нормальной формы (АНФ): f(x1, . . . , xn) = (
n⊕
k=1

⊕
i1,...,ik

ai1,...,ikxi1 · . . . ·xik)
⊕

a0,

где a0, ai ∈ Z2. Степенью deg(f) булевой функции f называется число переменных
в самом длинном слагаемом её АНФ. Алгебраической иммунностью AI(f) булевой
функции f называется минимальное целое число d > 1, такое, что существует булева
функция g степени d, для которой выполняется равенство fg = 0 или (f ⊕ 1)g = 0.
Нелинейностью nl(f) булевой функции f от n переменных называется расстояние Хэм-
минга от данной функции до множества аффинных функций от n переменных. Бент-
функция— булева функция от n переменных (n чётно), обладающая максимальной
нелинейностью равной 2n−1 − 2(n/2)−1.

На сегодняшний день полная классификация бент-функций не произведена, но
предложены способы построения таких функций. Функцию вида g : GF(2k) → GF(2)
будем рассматривать как булеву, зафиксировав некоторый базис в поле GF(2k).
В работе [1] Диллон приводит следующий способ построения бент-функций. Пусть
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g : GF(2k) → GF(2) — уравновешенная функция от k переменных и g(0) = 0. Тогда
функция f(x, y) = g(x · y2k−2) является бент-функцией от 2k переменных.

В данной работе исследуется алгебраическая иммунность некоторых бент-функций
Диллона. В качестве уравновешенных рассматриваются линейные функции, как самые
простые. Доказана

Теорема 1. Пусть функция g : GF(2k)→ GF(2) линейна, g 6= const и f построена
с помощью конструкции Диллона по функции g, а именно f(x, y) = g(x · y2k−2). Тогда
AI(f) 6 dk/2e+ 1. При k = 2, . . . , 8 оценка достигается.

Из теоремы заключаем, что алгебраическая иммуность бент-функций Диллона,
построенных с помощью линейных булевых функций, отличается от максимально воз-
можной почти в 2 раза.

В конструкции Диллона свойства бент-функции f зависят от выбора g. Возника-
ет ряд вопросов — существуют ли такие g, чтобы AI(f) была максимальной, а если
существуют, то какими свойствами обладают.

В работе [2] предлагается способ построения таких g. Пусть g : GF(2k) → GF(2),
supp(g) = {αs, . . . , αs+2k−1−1}, где α—примитивный элемент поля GF(2k) и s ∈ N.
Тогда бент-функция f , построенная с помощью конструкции Диллона, обладает мак-
симальной алгебраической иммунностью. Доказано

Утверждение 1. Пусть g : GF(2k) → GF(2), supp(g) = {αs, . . . , αs+2k−1−1},
где α—примитивный элемент GF(2k) и s ∈ N. Тогда для k = 2, 3, . . . , 8 верно
deg(g) = k − 1.
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Исследована эквивалентность примитивных множеств натуральных чисел в связи
с диофантовой проблемой Фробениуса. Эквивалентность используется для упро-
щения определения числа Фробениуса g(a1, . . . , ak), а также всех чисел, не содер-
жащихся в аддитивной полугруппе, порождённой множеством {a1, . . . , ak}.
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Основные обозначения:
N—множество натуральных чисел, k, n ∈ N, A = {a1, . . . , ak} ⊂ N;
(a1, . . . , ak) —наибольший общий делитель чисел a1, . . . , ak;
〈a1, . . . , ak〉— аддитивная полугруппа, порождённая множеством {a1, . . . , ak};
n{a1, . . . , ak} = {na1, . . . , nak};
A(i) = {a1, . . . , ai}, C(A(i)) = diN0 \ 〈A(i)〉, di = (a1, . . . , ai), i = 2, . . . , k.
Множество A = {a1, . . . , ak} натуральных чисел, k > 1, называется примитивным,

если (a1, . . . , ak) = 1.


