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О БАЗИСАХ С КОЭФФИЦИЕНТОМ НЕНАДЁЖНОСТИ 11

А.В. Васин

Рассматривается реализация булевых функций схемами из ненадёжных функци-
ональных элементов в произвольном полном базисе B. Предполагается, что все
элементы схемы независимо друг от друга с вероятностью ε ∈ (0, 1/2) подвер-
жены инверсным неисправностям на выходах. Найдено множество G функций,
таких, что для почти всех функций ненадёжность асимптотически оптимальных
по надёжности схем в базисе B, содержащем функции множества G, равна ε
(при ε→ 0).

Ключевые слова: ненадёжные функциональные элементы, асимптотически
оптимальные по надёжности схемы, инверсные неисправности на выходах эле-
ментов.

Рассматривается реализация булевых функций схемами [1] из ненадёжных функ-
циональных элементов в произвольном полном конечном базисе B. Предполагаем, что
все элементы схемы независимо друг от друга с вероятностью ε ∈ (0, 1/2) подвержены
инверсным неисправностям на выходах. Эти неисправности характеризуются тем, что
в исправном состоянии функциональный элемент реализует приписанную ему буле-
ву функцию ψ, а в неисправном—функцию ψ. Считаем, что схема S из ненадёжных
элементов реализует булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn), если при поступлении на входы
схемы двоичного набора a = (a1, a2, . . . , an) при отсутствии неисправностей на выходе
схемы S появляется значение f(a).

Ненадёжностью P (S) схемы S назовем максимальную вероятность ошибки на вы-
ходе схемы S при всевозможных входных наборах схемы. Надёжность схемы S рав-
на 1−P (S). Пусть Pε(f) = inf P (S), где инфимум берется по всем схемам S из ненадёж-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект №12-01-31340.
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ных элементов, реализующим булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn). Схема A из ненадёж-
ных элементов, реализующая функцию f , называется асимптотически оптимальной
(асимптотически наилучшей) по надёжности, если P (A) ∼ Pε(f) при ε→ 0.

Число k будем называть коэффициентом ненадёжности базиса, если все функции
в этом базисе можно реализовать схемами с ненадёжностью, асимптотически не боль-
ше kε (при ε→ 0), и найдётся функция f , которую нельзя реализовать схемой с нена-
дёжностью, асимптотически меньше чем kε (при ε→ 0).

Задача построения асимптотически оптимальных по надёжности схем при инверс-
ных неисправностях на выходах элементов в полных базисах из трёхвходовых элемен-
тов решена в [2]. В этой работе найден широкий класс базисов, для которых k = 1.

Обозначим через K множество функций, для которых асимптотически оптималь-
ные по надёжности схемы в базисе B функционируют с ненадёжностью, асимптоти-
чески равной kε (при ε→ 0), где k—коэффициент ненадёжности базиса B.

Нетрудно проверить, что при инверсных неисправностях на выходах элементов
в любом базисе ненадёжность любой схемы, содержащей хотя бы один элемент, не
меньше ε. Поэтому коэффициент ненадёжности любого базиса не меньше 1.

Для реализации любой функции, отличной от xi (i = 1, 2, . . . , n), требуется не менее
одного функционального элемента. Обозначим через K(n) множество булевых функ-

ций K(n) = P2\{xi : i = 1, . . . , n}. Очевидно, что
|K(n)|

22n
→ 1 при n → ∞. Тогда

в случае k = 1 множество K равно K =
∞⋂
i=1

K(n).

Замечание 1. Для любой булевой функции f ∈ K верно Pε(f) > ε.
Опишем множество G функций ϕ(x1, . . . , xr), обладающих свойством повышения

надёжности.
Пусть e1, e2, . . . , er ∈ {0, 1}r, где ei — вектор, имеющий ровно одну ненулевую ком-

поненту на i-м месте, i = 1, 2, . . . , r. Зададим множество Ek, состоящее из r векторов

ê1, ê2, . . . , êr ∈ {0, 1}r, следующим образом: 1) êi = ei, i = 1, 2, . . . , k; 2) êi = ei+
i−1∑
j=1

λijej,

где λij ∈ {0, 1}, i = k + 1, k + 2, . . . , r. Пусть ϕ(x1, x2, . . . , xr) ∈ G0, если существуют
такие двоичные наборы α̃, β̃, что 1) ϕ(α̃) = 0, ϕ(β̃) = 1; 2) для любого набора x̃ = α̃+ êi
верно ϕ(x̃) = 0; 3) для любого набора x̃ = β̃ + êi верно ϕ(x̃) = 1; 4) A ∩ B = ∅, где
A = {α̃} ∪ {x̃ : x̃ = α̃ + êi, i = 1, 2, . . . , r}, B = {β̃} ∪ {x̃ : x̃ = β̃ + êi, i = 1, 2, . . . , r}.

Множество всех функций ϕ ∈ G0, а также функций, из которых подстановкой
переменных можно получить одну из функций ϕ, обозначим через G.

Теорема 1. Пусть B — базис, содержащий функцию ϕ(x1, x2, . . . , xr) ∈ G. То-
гда для любой булевой функции f существует схема S, реализующая f , для которой
P (S) 6 ε+ 1,1(8(3/2)r + r(r + 1))ε2 при ε 6 min (1/960, 1/ (8(3/2)r + r(r + 1))).

Из теоремы 1 с учётом замечания 1 следует, что при наличии в полном бази-
се B функций множества G для почти всех булевых функций f ∈ K асимптотиче-
ски оптимальные по надёжности схемы S функционируют с ненадёжностью P (S) ∼ ε
при ε→ 0.
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