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КОМПОНЕНТЫ НАПРЯЖЕНИЙ И ОГРАНИЧЕНИЯ НА НАГРУЗКУ
В ВЕРШИНАХ ПРАВИЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНОЙ

И ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНОЙ ПИРАМИД

На основе представления точки деформируемого твердого тела в виде стяги-
ваемого к ней элементарного объема изучены напряжения в вершине много-
гранников при поверхностных нагрузках на их боковых гранях. Показано,
что все компоненты напряжений оказываются заданными, что обусловлива-
ет неклассическую постановку задач механики. Сформулированы условия
на нагрузку, обеспечивающие корректность постановок рассматриваемых
задач.

Ключевые слова: многогранник, особые точки, сингулярность, элементар-
ный объем, неклассические задачи.

Особые точки упругих тел – это вершины трещин, клиньев, конусов, много-
гранников, точки края поверхностей соединения, линии пересечения образующих
поверхностей (ребра) и т.п. Особые точки являются потенциальными концентра-
торами напряжений, вблизи них зарождается разрушение. Поэтому изучение осо-
бенностей поведения параметров состояния (напряжений и деформаций) тела в
окрестностях таких точек актуально и ему посвящено большое число публикаций
[1– 33 и др.]. В настоящее время для исследования полей напряжений в окрестно-
сти особых точек применяются два подхода. Первый из них (далее классический
или асимптотический) характерен тем, что особая точка в нем исключается из
рассмотрения посредством помещения в нее полюса криволинейной системы ко-
ординат (в полюсе отсутствует однозначное соответствие между точкой тела и ее
координатами, поэтому такая точка не входит в область построения решения, в
ней имеют смысл лишь асимптотические значения искомых параметров). Обзоры
публикаций по применению классического подхода приведены в работах [14, 19,
24, 25]. Решение в классическом случае строится различными методами: операци-
онного исчисления [1, 5, 6, 14], функций комплексного переменного [8], функций
Эри [9], интегральных уравнений [3, 6, 23], разделения переменных [2], разложе-
ния в ряды по различным функциям [13, 15, 22, 27] и др. Авторы, применяющие
численные методы (метод конечных элементов [11, 12, 16, 18, 25, 26, 28], метод
конечных элементов в сочетании с поиском собственных значений методом Ар-
нольда [29], метод граничных элементов [17, 21], метод граничных состояний
[24]), реализуют асимптотическую идею посредством неограниченного измельче-
ния КЭ-сетки области вблизи особой точки или конструированием специальных
конечных элементов. Многие авторы асимптотических решений при изучении на-
пряженного состояния вблизи особых точек разыскивают показатели сингулярно-
сти [1, 5, 11, 20, 21, 25, 27] – параметры решения характеристических уравнений
соответствующих однородных задач. Полагается, что при выполнении опреде-
ленных критериев, формулируемых для таких параметров, решение для напряже-
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ний может иметь сингулярный характер при стремлении расстояния до особой
точки к нулю.

Исключение в классическом подходе особой точки из области построения ре-
шения приводит к неадекватному определению напряжений в ее окрестности, так
как при этом не рассматриваются условия (например, граничные), задаваемые не-
посредственно в самой точке. Такое исключение объясняется невозможностью
формулировки граничных условий в особой точке, так как она принадлежит од-
новременно нескольким поверхностям (в точках пространственного ребра – двум
поверхностям, в вершине многогранника – всем его граням). Второй (неклассиче-
ский) подход к исследованию параметров состояния вблизи особой точки связан с
преодолением указанного недостатка классического подхода. В альтернативном
подходе, согласно представлению о точке сплошной среды, разработанному уче-
ными XVIII века (Даниил и Иоганн Бернулли, Ж.Л. Д’Аламбер и Л. Эйлер [30]) и
признаваемому современными исследователями, особая точка (как и любая дру-
гая точка тела) считается стягиваемым к ней элементарным объемом. Рассматри-
вается элементарный объем, содержащий особую точку. Такой объем имеет ха-
рактерный (линейный) размер, равный представительному объему моделируемого
тела, и обладает его механическими свойствами. Параметры состояния элемен-
тарного объема однородны, так как они являются осредненными по представи-
тельному объему тела значениями параметров более низкого структурного уров-
ня. При стягивании элементарного объема к точке его параметры состояния оста-
ются неизменными. Вследствие сказанного, за ограничения, задаваемые в особой
точке, принимаются ограничения, задаваемые для элементарного объема, содер-
жащего эту точку. Впервые такой подход к изучению параметров состояния в
особой точке и ее окрестности применялся в работах [31, 32], где показано, что
необычность (уникальность) особой точки проявляется в избыточном количестве
(по сравнению с обычной граничной точкой) задаваемых в ней ограничений. Это
обстоятельство делает задачу механики деформируемого твердого тела с особой
точкой неклассической. Неклассические (в указанном смысле) задачи рассматри-
вались в работах [31] (однородные плоские клинья), [32, 33] (составные плоские
клинья), [34] (составные пространственные ребра), [35] (внутренние особые точки
в плоских элементах конструкций), [36] (круговой и составной конус).

В настоящей статье неклассический подход используется для изучения компо-
нент напряжений в вершинах многогранников – правильных треугольной и четы-
рехугольной пирамид. Построенные решения являются задаваемыми ограниче-
ниями в особых точках и должны использоваться в постановках задач механики
деформируемых твердых тел, содержащих рассматриваемые элементы.

1. Компоненты напряжений и ограничения на нагрузку
в вершине тетраэдра

1 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассматривается упругое тело, содержащее конструктивный элемент в виде
части объема правильной треугольной пирамиды. Вблизи вершины А строится ее
виртуальное основание – правильный треугольник BCD (рис. 1). Угол между вы-
сотой пирамиды и высотой треугольника BAC обозначается через ψ . С пирами-
дой связываем декартову ортонормированную систему координат 1 2 3, , ,O x x x .
Начало координат (т.О) совпадает с центром основания пирамиды, а координат-
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ная плоскость 1 2,x x  содержит ребро АС (рис. 1.1). Базисные векторы введенной
системы координат обозначаются ( 1, 2,3)ie i = .

B

A

D

E

C

O

ψ

3x

2x

1x

Рис. 1. Часть правильной треугольной пирамиды вблизи вершины
Fig. 1. Part of a regular triangular pyramid near the vertex

На гранях ACD, ABC и ADB вводятся ортонормированные трехгранники. Эти
трехгранники в координатах 1 2 3, ,x x x  записываются равенствами:

на грани ACD:

1 2 3
1 3sin cos cos ,
2 2

n e e e= ψ + ψ + ψ

 1 2 3
1 3' cos sin sin ,
2 2

n e e e= ψ − ψ − ψ  2 3
3 1" ,

2 2
n e e= − (1.1)

на грани ABC:

1 2 3
1 3sin cos cos ,
2 2

m e e e= ψ + ψ − ψ

1 2 3
1 3' cos sin sin ,
2 2

m e e e= ψ − ψ + ψ  2 3
3 1" ,

2 2
m e e= − − (1.2)

на грани ADB:

1 22
1sin cos ,
2

l e e= ψ + ψ  1 22
1' cos sin ,
2

l e e= ψ + ψ  3" .l e= (1.3)

Первые орты в приведенных тройках ортогональны соответствующим граням,
пара других лежит в их плоскости. Причем второй орт направлен по высоте, ис-
ходящей из вершины А образующего грань треугольника. Вблизи вершины А по-
верхностную нагрузку на гранях пирамиды представим разложениями по базисам
(1.1), (1.2), (1.3)

' ",n n n nP p n n n= + τ + ϑ  ' ",m n n nP p m m m= + τ + ϑ  ' ".l n n nP p l l l= + τ + ϑ (1.4)

Здесь , ,n m lP P P – задаваемые векторы напряжений соответственно на гранях
ACD, ABC и ADB. Вершина пирамиды (особая точка) отождествляется со стяги-
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ваемым к ней элементарным объемом тела. Грани пирамиды являются касатель-
ными плоскостями в этой точке для рассматриваемого упругого тела. Поэтому в
ней оказываются заданными следующие граничные условия:

' ", , ,n n n n n npσ = τ = τ τ = ϑ  ' ", , ,т m m m m mpσ = τ = τ τ = ϑ

' ", , .l l l l l lpσ = τ = τ τ = ϑ (1.5)
В этих равенствах , ,n т lσ σ σ – нормальные напряжения на гранях пирамиды,

' ",n nτ τ , ' ",m mτ τ , ' ",l lτ τ – касательные напряжения в направлении соответствую-
щих ортов, определенных равенствами (1.1), (1.2), (1.3). Компоненты тензора на-
пряжений в вершине пирамиды в координатах 1 2 3, ,x x x упорядочим списком
{ 11 22, ,σ σ 33 12, ,σ σ 13 23,σ σ }. Для вычисления векторов напряжений на площадках,

ориентированных ортами , ,n m l , в точке А используется формула Коши (напри-
мер nP n= Ρi , где Ρ – тензор напряжений). Проектируя векторы напряжений на
направления ортов (1.1), (1.2), (1.3), приходим к системе девяти уравнений отно-
сительно шести компонент напряжений:

2 2 2
11 22 33 12

2
13 23

1 3sin cos cos sin cos
4 4

33 sin cos cos ;
2 np

σ ψ + σ ψ + σ ψ +σ ψ ψ +

+ σ ψ ψ + σ ψ = (1.6)

11 22 33 12

13 23

1 3 1sin cos sin cos sin cos cos 2
4 4 2
3 3cos 2 sin cos ;

2 2 n

σ ψ ψ − σ ψ ψ − σ ψ ψ + σ ψ +

+ σ ψ − σ ψ ψ = τ (1.7)

22 33 12 13 23
3 3 3 1 1cos cos sin sin cos

4 4 2 2 2 nσ ψ − σ ψ + σ ψ − σ ψ + σ ψ = ϑ ; (1.8)

2 2 2
11 22 33 12

2
13 23

1 3sin cos cos sin cos
4 4

33 sin cos cos ;
2 mp

σ ψ + σ ψ + σ ψ +σ ψ ψ −

− σ ψ ψ − σ ψ = (1.9)

11 22 33 12

13 23

1 3 1sin cos sin cos sin cos cos 2
4 4 2
3 3cos 2 sin cos ;

2 2 m

σ ψ ψ − σ ψ ψ − σ ψ ψ + σ ψ −

− σ ψ + σ ψ ψ = τ (1.10)

22 33 12 13 23
3 3 3 1 1cos cos sin sin cos

4 4 2 2 2 m− σ ψ + σ ψ − σ ψ − σ ψ + σ ψ = ϑ ; (1.11)

2 2
11 22 12sin cos sin 2 lpσ ψ +σ ψ −σ ψ = ; (1.12)

11 22 12sin cos sin cos cos 2 lσ ψ ψ −σ ψ ψ −σ ψ = τ ; (1.13)

13 23sin cos lσ ψ −σ ψ = ϑ . (1.14)
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Задача состоит в исследовании (в зависимости от геометрических параметров
и заданной нагрузки) условий существования решения системы уравнений (1.6) –
(1.14), и его построения. Условия существования решения образуют ограничения
на параметры нагрузки, обеспечивающие корректность постановки рассматри-
ваемой задачи механики. Решение системы уравнений (1.6) – (1.14) формирует за-
даваемые ограничения на компоненты напряжений в вершине пирамиды. В слу-
чае, когда количество таких ограничений окажется большем трех, рассматривае-
мая задача механики деформируемого тела становится неклассической.

1 . 2 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 1 . 6 )  –  ( 1 . 1 4 )

Посредством эквивалентных преобразований уравнения (1.6) – (1.14) приво-
дятся к двум автономным системам. Первая из них включает четыре уравнения
относительно двух компонент напряжений 13σ , 23σ :

2
13 232 3 sin cos 3 cos n mp pσ ψ ψ + σ ψ = − ; (1.15)

13 233 cos 2 3 sin cos n mσ ψ − σ ψ ψ = τ − τ ; (1.16)

13 23sin cos n m−σ ψ +σ ψ = ϑ −ϑ ; (1.17)

и (1.14) 13 23sin cos lσ ψ −σ ψ = ϑ .
Вторая система состоит из пяти уравнений относительно четырех компонент

напряжений 11σ , 22σ , 33σ , 12σ :

2 2 2
11 22 33 12

1 32 sin cos cos sin 2
2 2 n mp pσ ψ + σ ψ + σ ψ +σ ψ = + ; (1.18)

11 22 33 12
1 3sin 2 sin 2 sin 2 cos 2
4 4 n mσ ψ − σ ψ − σ ψ +σ ψ = τ + τ ; (1.19)

22 33 12
3 3cos cos 3 sin

2 2 n mσ ψ − σ ψ + σ ψ = ϑ −ϑ ; (1.20)

и (1.12), (1.13) 2 2
11 22 12sin cos sin 2 lpσ ψ +σ ψ −σ ψ = ,

11 22 12sin cos sin cos cos 2 lσ ψ ψ −σ ψ ψ −σ ψ = τ .
Изучим систему уравнений (1.15) – (1.17) и (1.14). Ранг этой системы равен двум.

Чтобы она была совместна, ранг расширенной матрицы также должен равняться
двум. Это условие приводит к двум ограничениям на компоненты вектора нагрузки

0n m lϑ +ϑ +ϑ = ; (1.21)

2( )(1 3sin ) 3( )cos sin 3( )cos 0n m n m n mp p− − ψ − τ − τ ψ ψ − ϑ +ϑ ψ = . (1.22)

При выполнении ограничений (1.21), (1.22) компоненты 13σ , 23σ  тензора на-
пряжений имеют значения

[ ]13
1 ( ) ( )
3 n m n mp p tgσ = − ψ + τ − τ ; (1.23)

2
23

1 ( ) (1 ) 2( )
3 n m n mp p tg tg⎡ ⎤σ = − − ψ − τ − τ ψ⎣ ⎦ . (1.24)
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Обратимся к системе уравнений (1.18)–(1.20) и (1.12), (1.13). Ранг матрицы
этой системы равен четырем. Ее совместность возможна лишь при условии, что
ранг расширенной матрицы также равен четырем. Это требование приводит к еще
одному ограничению на нагрузку:

2( 2 )(3sin 1) 3( 2 )cos sin 3( )cos 0n m l n m l n mp p p+ − ψ− + τ +τ − τ ψ ψ− ϑ −ϑ ψ= . (1.25)
При выполнении условия (1.25) рассматриваемая система имеет решение

2
11

2 2

1 1( )(ctg 8) ( ) ctg
18 2

1 cos 1 1( ) ;
9sin sin6 3

n m n m

n m l

p p

p

σ = − + ψ − + τ + τ ψ −

ψ
− ϑ −ϑ +

ψ ψ
(1.26)

22 2

2

1 1 9cos 2 1( )( ) ( ) tg
36 2cos

5 1 4 1( ) ;
cos 9 cos6 3

n m n m

n m l

p p

p

+ ψ
σ = + − τ + τ ψ +

ψ

+ ϑ −ϑ +
ψ ψ

(1.27)

33
1 1 1 1( ) ( ) tg ( )
2 2 cos2 3n m n m n mp pσ = + − τ + τ ψ − ϑ −ϑ

ψ
; (1.28)

12
1 1 1 1( 2 ) ( )
9 sin cos sin3 3n m l n mp p pσ = − + − + ϑ −ϑ

ψ ψ ψ
. (1.29)

Если условия (1.21), (1.22), (1.25) не выполняются, рассматриваемая задача
становится некорректной в том смысле, что она не может быть решена в рамках
рассматриваемой теории напряжений.

Из приведенного исследования видно, что в случае, когда на гранях пирамиды
задаются нагрузки, напряженное состояние в вершине пирамиды полностью оп-
ределено. Известны все шесть компонент тензора напряжений. Это означает, что
при построении решения задачи механики деформируемого твердого тела
(МДТТ) в вершине пирамиды необходимо согласовать его с этими шестью усло-
виями. В обычной точке границы тела задаются три ограничения, следовательно,
задача МДТТ для пирамиды является неклассической.

1 . 3 .  Ч а с т н ы е  с л у ч а и

1.3.1. Отсутствие нагрузки на боковых гранях тетраэдра

Ограничения (1.21), (1.22), (1.25) выполняются. В соответствии с формулами
(1.23), (1.24), (1.26)–(1.29) все компоненты напряжений в вершине пирамиды об-
ращаются в нуль.

1.3.2. Грани тетраэдра нагружены нормальными
поверхностными нагрузками

В рассматриваемом случае 0np ≠ , 0mp ≠ , 0lp ≠ , 0nϑ = , 0mϑ = , 0lϑ = . Ог-
раничение (1.21) выполняется, а ограничения (1.22), (1.25) приводятся к виду

2( )(1 3sin ) 0n mp p− − ψ = ; (1.30)
2( 2 )(1 3sin ) 0n m lp p p+ − − ψ = . (1.31)
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Возможны варианты:
1) 2(1 3sin ) 0− ψ =
В этом случае углы CAD, DAB, BAC при вершине пирамиды равны

/ 2π (например, вершина пирамиды является вершиной прямоугольного паралле-
лепипеда). Напряжения в вершине вычисляются по формулам

13
1 ( )
6 n mp pσ = −

 
23

1 ( )
2 3 n mp pσ = −

 
11

1 ( )
3 n m lp p pσ = + + ,

22
1 ( 4 )
6 n m lp p pσ = + + , 33

1 ( )
2 n mp pσ = + , 12

1 ( 2 )
3 2 n m lp p pσ = + − . (1.32)

2) 2(1 3sin ) 0− ψ ≠
Из равенств (1.30), (1.31) следует, что в данном случае нагрузка должна удов-

летворять условию

n m mp p p p= = = . (1.33)
Напряженное состояние в вершине пирамиды описывается равенствами

11 22 33 ,pσ = σ = σ =  12 13 23 0σ = σ = σ = . (1.34)
Это решение согласуется с хорошо известным решением о напряженном со-

стоянии тела, нагруженного по всей поверхности равномерным давлением.

1.3.3. Грани пирамиды нагружены касательными усилиями nϑ , mϑ , lϑ

Ограничения (1.21), (1.22), (1.25) принимают вид
0n m lϑ +ϑ +ϑ = , 0n mϑ +ϑ = , 0n mϑ −ϑ = . (1.35)

Равенства (1.35) совместны лишь при условии, когда все компоненты нагрузки
обращаются в нуль. Следовательно, в случае отличных от нуля параметров на-
грузки nϑ , mϑ , lϑ  в рамках механики деформируемого твердого тела данная за-
дача корректно не может быть поставлена.

1.3.4. Грани пирамиды нагружены касательными усилиями nτ , mτ , lτ

Ограничения на компоненты нагрузки приводятся к двум равенствам
0n mτ − τ = , 2 0n m lτ + τ − τ = , (1.36)

из которых следует, что нагрузка должна удовлетворять условиям

n m mτ = τ = τ = τ . (1.37)
При выполнении ограничений (1.37) напряжения в вершине пирамиды имеют

значения

11 ctgσ = τ ψ , 22 tgσ = −τ ψ , 33 tgσ = −τ ψ , 12 13 23 0σ = σ = σ = . (1.38)
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2. Компоненты напряжений и ограничения на нагрузку
в вершине правильной четырехугольной пирамиды

2 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассматривается деформируемое твердое тело, содержащее конструктивный
элемент в виде части объема правильной четырехугольной пирамиды. Вблизи
вершины G строится ее виртуальное основание – квадрат ABCD (рис. 2). Угол
между высотой пирамиды и высотой боковой грани обозначается через ψ . С пи-
рамидой связываем декартову ортонормированную систему координат

1 2 3, , ,O x x x . Начало координат (т. О) совпадает с центром основания пирамиды, а
оси 1 2,x x  направляются по его диагоналям. Базисные векторы введенной системы
координат обозначаются ( 1, 2, 3)ie i = .

B

A

D

G

C

O

ψ

3x

2x

1x

Рис. 2. Часть правильной четырехугольной пирамиды вблизи вершины
Fig. 2. Part of a regular quadrangular pyramid near the vertex

На боковых гранях пирамиды вводятся левоориентированные ортонормиро-
ванные тройки векторов:

на грани BCG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
n e e e= ψ + ψ + ψ

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2n e e eξ = ψ + ψ − ψ  1 2
2 2

2 2n e eζ = − ; (2.1)

на грани CDG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
m e e e= − ψ + ψ + ψ

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2m e e eξ = − ψ + ψ − ψ  1 2
2 2

2 2m e eζ = + ; (2.2)
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на грани DAG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
l e e e= − ψ − ψ + ψ

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2l e e eξ = − ψ − ψ − ψ  1 2
2 2

2 2l e eζ = − + ; (2.3)

на грани ABG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
k e e e= ψ − ψ + ψ

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2k e e eξ = ψ − ψ − ψ  1 2
2 2

2 2k e eζ = − − . (2.4)

Первые орты в приведенных тройках ортогональны соответствующим граням,
пара других лежит в их плоскости. Причем второй орт направлен по высоте, ис-
ходящей из вершины G треугольника, образующего грань. Вблизи вершины G по-
верхностную нагрузку на гранях пирамиды представим разложениями по базисам
(2.1) – (2.4)

,n n n n n nP p n= + τ ξ + ϑ ζ  ,m m m m m mP p m= + τ ξ + ϑ ζ

,l l l l l lP p l= + τ ξ + ϑ ζ  k k k k k kP p k= + τ ξ + ϑ ζ . (2.5)

Здесь , , ,n m l kP P P P – задаваемые векторы напряжений соответственно на гранях
BCG, CDG, DAG, ABG. Вершина пирамиды (особая точка) отождествляется со
стягиваемым к ней элементарным объемом тела. Грани пирамиды являются каса-
тельными плоскостями в этой точке для рассматриваемого деформируемого тела.
Поэтому в ней оказываются заданными следующие граничные условия:

, , ,
n nn n n np ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ

 
, , ,

m mm m m mp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ

, , ,
l ll l l lp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ

 
, , .

k kk k k kp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ
(2.6)

В этих равенствах , , ,n т l kσ σ σ σ – нормальные напряжения на гранях пирами-
ды, ,

n nξ ζτ τ , ,
m mξ ζτ τ , ,

l lξ ζτ τ , ,
k kξ ζτ τ – касательные напряжения в направлении

соответствующих ортов, определенных равенствами (2.1)– (2.3). Компоненты тен-
зора напряжений в вершине пирамиды в координатах 1 2 3, ,x x x упорядочим спи-
ском { 11 22 33 12 13 23, , , , ,σ σ σ σ σ σ }. С использованием формулы Коши для вычисле-
ния векторов напряжений на гранях пирамиды условия (2.6) представляются две-
надцатью уравнениями относительно шести компонент напряжений:

2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos sin cos
2 2

2 sin cos 2 sin cos ,np

σ ψ + σ ψ +σ ψ +σ ψ +

+ σ ψ ψ + σ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1 1sin cos sin cos sin cos cos 2
2 2 2

2 2cos 2 cos 2 ,
2 2 n

σ ψ ψ + σ ψ ψ −σ ψ ψ + σ ψ −

− σ ψ − σ ψ = τ
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11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin
2 2 2 2 nσ ψ − σ ψ + σ ψ − σ ψ = ϑ , (2.7)

2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos cos sin cos
2 2

2 sin cos 2 sin cos ,mp

σ ψ + σ ψ +σ ψ −σ ψ ψ −

− σ ψ ψ − σ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2 2

2 2cos 2 cos 2 ,
2 2 m

σ ψ ψ + σ ψ ψ −σ ψ ψ − σ ψ ψ +

+ σ ψ − σ ψ = τ

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin
4 2 2 2 m− σ ψ + σ ψ + σ ψ + σ ψ = ϑ ,

2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos sin cos
2 2

2 cos sin 2 cos sin ,lp

σ ψ + σ ψ +σ ψ +σ ψ −

− σ ψ ψ − σ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2

2 2cos 2 cos 2 ,
2 2 l

σ ψ ψ + σ ψ ψ −σ ψ ψ +σ ψ ψ +

+ σ ψ + σ ψ = τ

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin
2 2 2 2 lσ ψ − σ ψ − σ ψ + σ ψ = ϑ ,

2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos sin cos
2 2

2 cos sin 2 cos sin ,kp

σ ψ + σ ψ +σ ψ −σ ψ +

+ σ ψ ψ − σ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2

2 2cos 2 cos 2 ,
2 2 k

σ ψ ψ + σ ψ ψ −σ ψ ψ −σ ψ ψ −

− σ ψ + σ ψ = τ

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin
2 2 2 2 k− σ ψ + σ ψ − σ ψ − σ ψ = ϑ .

Задача состоит в исследовании (в зависимости от геометрических параметров
и заданной нагрузки) условий существования решения системы уравнений (2.7) и
его построения. Условия существования решения образуют ограничения на пара-
метры нагрузки, обеспечивающие корректность постановки рассматриваемой за-
дачи механики. Решение системы уравнений (2.7) формирует задаваемые ограни-
чения на компоненты напряжений в вершине пирамиды. В случае, когда количе-
ство таких ограничений окажется больше трех, задача механики деформируемого
тела для рассматриваемого тела становится неклассической.
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2 . 2 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 2 . 7 )

Посредством эквивалентных преобразований уравнения (2.7) приводятся к
двум автономным системам. Первая из них включает шесть уравнений относи-
тельно четырех компонент напряжений 11σ , 22σ , 33σ , 12σ :

2 2 2 2
11 22 33 12cos cos 2 sin 2 cos n lp pσ ψ +σ ψ + σ ψ + σ ψ = + ,

2 2 2 2
11 22 33 12cos cos 2 sin 2 cos m kp pσ ψ +σ ψ + σ ψ − σ ψ = + ,

11 22 33 12sin cos sin cos 2 sin cos 2 sin cos n lσ ψ ψ +σ ψ ψ − σ ψ ψ + σ ψ ψ = τ + τ , (2.8)

11 22 33 12sin cos sin cos 2 sin cos 2 sin cos m kσ ψ ψ +σ ψ ψ − σ ψ ψ − σ ψ ψ = τ + τ ,

11 22cos cos n lσ ψ −σ ψ = ϑ +ϑ ,

11 22cos cos m k−σ ψ +σ ψ = ϑ +ϑ .
Вторая система состоит из шести уравнений относительно двух компонент на-

пряжений 13σ , 23σ

13 232 sin2 2 sin2 n lp pσ ψ+ σ ψ= − ,   13 232 cos2 2 cos2 m kσ ψ− σ ψ=τ −τ ,

13 232 sin2 2 sin2 m kp p− σ ψ+ σ ψ= − ,   13 232 sin 2 sin n lσ ψ− σ ψ=ϑ −ϑ , (2.9)

13 232 cos2 2 cos2 n l− σ ψ− σ ψ=τ −τ ,    13 232 sin 2 sin m kσ ψ+ σ ψ=ϑ −ϑ .
Изучим систему уравнений (2.8). При изменении угла ψ в интервале

0 / 2< ψ < π ранг этой системы равен четырем. Ее совместность возможна лишь
при условии, что ранг расширенной матрицы также равен четырем. Это требова-
ние приводит к двум ограничениям на нагрузку

0n m l kϑ +ϑ +ϑ +ϑ = , (2.10)

( )sin ( ) cos 0m k n l n l m kp p p p+ − − ψ + τ + τ − τ − τ ψ = . (2.11)

При выполнении ограничений (2.10), (2.11) уравнения (2.8) имеют решение

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

11 2

22 2

33

12 2

1 ( ) cos 2 ( ) ( )sin 2 2( )cos ,
4cos

1 ( )cos 2 ( ) ( )sin 2 2( )cos ,
4cos

1 ( )ctg ,
2

1
4cos

n l m k n l n l

n l m k n l n l

n l n l

n l m k

p p p p

p p p p

p p

p p p p

σ = + ψ + + + τ + τ ψ + ϑ +ϑ ψ
ψ

σ = + ψ + + + τ + τ ψ − ϑ +ϑ ψ
ψ

σ = + − τ + τ ψ

σ = + − −
ψ

(2.12)

Обратимся к системе уравнений (2.9). Ранг матрицы этой системы равен двум.
Ее совместность возможна лишь при условии, что ранг расширенной матрицы
также равен двум. Это требование накладывает еще четыре ограничения на ком-
поненты нагрузки:

( ) cos 2 ( )sin 2 0n l n lp p− ψ + τ − τ ψ = ,   ( ) cos 2 ( )sin 2 0m k m kp p− ψ + τ − τ ψ = ,

( ) 2( ) cos 0m k n lp p− + ϑ −ϑ ψ = ,   ( ) 2( ) cos 0n l m kp p− − + ϑ −ϑ ψ = . (2.13)
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При выполнении условия (2.13) уравнения (2.9) имеют решение

[ ]13
2

4sin 2 n l m kp p p pσ = − − +
ψ

,    [ ]23
2

4sin 2 n l m kp p p pσ = − + −
ψ

. (2.14)

Из приведенного исследования видно, что в случае, когда на гранях пирамиды
задаются нагрузки, согласованные с ограничениями (2.10), (2.11), (2.13), напря-
женное состояние в вершине пирамиды полностью определено. Известны все
шесть компонент тензора напряжений. Это означает, что при построении решения
задачи механики деформируемого твердого тела (МДТТ) в вершине пирамиды
необходимо согласовать его с этими шестью условиями. В обычной точке грани-
цы тела задаются три ограничения. Следовательно, задача МДТТ для пирамиды
является неклассической. В случае, когда нагрузка, приложенная к граням пира-
миды в ее вершине, не согласуется с условиями (2.10), (2.11), (2.13), компоненты
напряжений в особой точке оказываются несовместными с такой нагрузкой. По-
этому задача МДТТ оказывается некорректной.

2 . 3 .  Ч а с т н ы е  с л у ч а и

2.3.1. Отсутствие нагрузки на боковых гранях пирамиды

В данном случае все компоненты векторов напряжений (2.5) в вершине пира-
миды обращаются в нуль. Ограничения (2.10), (2.11), (2.13) выполняются. В соот-
ветствии с формулами (2.12), (2.14) все шесть компонентов тензора напряжений в
вершине равны нулю. Постановка задачи механики деформируемого твердого те-
ла с рассматриваемой особенностью должна быть неклассической.

2.3.2. Грани пирамиды нагружены нормальными поверхностными нагрузками

В рассматриваемом случае отличны от нуля компоненты 0np ≠ , 0mp ≠ ,
0lp ≠ , 0kp ≠  векторов нагрузки (2.5). Ограничения (2.10), (2.11), (2.13) приво-

дятся к виду

n m l kp p p p p= = = = . (2.15)
Напряжения в вершине находим по формулам (2.12), (2.14):

11 22 33

12 13 23

,
0.
pσ = σ = σ =

σ = σ = σ =
(2.16)

Замечание 1. Решение (2.16) согласуется с известным аналитическим решени-
ем о напряженном состоянии упругого тела, нагруженного по всем поверхностям
давлением p.

Замечание 2. Решение (2.16) при нагрузке (2.15) в вершине пирамиды может
быть получено методом сечений.

2.3.3. Грани пирамиды нагружены касательными усилиями nϑ , mϑ , lϑ , kϑ

В этом случае ограничения (2.10) принимают вид
n lϑ = ϑ = ϑ , m kϑ = ϑ = −ϑ . (2.17)

При выполнении условий (2.17) напряжения в вершине находятся по формулам

11 ,
cos
ϑ

σ =
ψ

 22 ,
cos
ϑ

σ = −
ψ

 33 0,σ =  12 13 23 0σ = σ = σ = . (2.18)
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Рассматриваемый случай отвечает кручению пирамиды усилиями, приложен-
ными в вершине. Напряжения 11σ  и 22σ неограниченно возрастают, если угол
ψ стремится к значению / 2π . Это связано с тем, что площади сечений, на кото-
рых действуют эти напряжения, стремятся к нулю. Решение (2.18) получается и с
использованием метода сечений.

2.3.4. Грани пирамиды нагружены касательными усилиями nτ , mτ , lτ , kτ

Ограничения на компоненты нагрузки (2.10), (2.11), (2.13) приводятся к двум
равенствам

0n m l kτ = τ = τ = τ = . (2.19)
Если равенства (2.19) выполняются, напряжения в вершине имеют значения

11 tgσ = τ ψ ,  22 tgσ = τ ψ ,  33 ctgσ = −τ ψ ,  12 13 23 0σ = σ = σ = . (2.20)

При стремлении ψ к нулю напряжение 33σ неограниченно возрастает. Также
ведут себя напряжения 11σ , 22σ при стремлении ψ к / 2π . Это объясняется тем,
что площади, на которых действуют эти напряжения, при указанных условиях
стремятся к нулю, в то время как площади, на которых приложена нагрузка, ос-
таются конечными. Решение (2.20) согласуется с решением, получаемым методом
сечений.

Заключение

Общепринятое исследователями представление о точке сплошной среды в ви-
де стягиваемого к ней элементарного объема распространяется на особую точку –
вершину многогранника. Компоненты напряжений в вершине многогранника
отождествляются с напряжениями в содержащем ее элементарном объеме тела.
В результате анализа напряженного состояния такого элементарного объема:

- получены формулы для вычисления всех компонентов тензора напряжений в
вершине многогранника;

- установлено, что задачи механики для тел, содержащих особые точки в виде
многогранников, являются неклассическими;

- сформулированы условия на компоненты векторов нагрузки, обеспечиваю-
щие корректность постановок рассматриваемых задач.

Приведенные результаты найдут применение в изучении напряженного со-
стояния деформируемых тел с особыми точками в виде вершин многогранников,
в частности, при исследовании взаимодействия инденторов Берковича и Виккерса
с образцами.
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A special point of structural element (the vertex of a polyhedron) is considered as an ordinary
point of deformable body representing an infinitely small particle obtained by contracting
elementary volume to a point. Using this concept, the stress state at the vertices of regular
triangular and quadrangular pyramids is studied in the case of a surface loading of the lateral faces
of pyramids. It is shown that the stress state at the vertices of polyhedra is fully known for any
loading. This fact leads to a non-classical formulation of the problem of solid mechanics for such
structural elements. The conditions for load vector components are proposed, which provide the
correct problem statements within the solid mechanics. The particular cases of the loading of
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considered structural elements are introduced. The obtained solutions are found to be in a good
agreement with known analytical results.

The reported results will find application in the formulation of solid mechanics problems
containing vertices (recesses) in the shape of polyhedra, in particular, when studying the
interaction of the Berkovich and Vickers indenters with samples.
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