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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОТОКОВ ЗАЯВОК В ДВУХФАЗНОЙ СИСТЕМЕ  

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ЧИСЛОМ ПРИБОРОВ  

И ПОВТОРНЫМИ ОБРАЩЕНИЯМИ 
 

Рассматривается двухфазная система массового обслуживания с неограниченным числом приборов 

на каждой фазе и возможностью повторного обращения заявок к каждой из фаз. Исследуется многомерный 

случайный процесс, описывающий потоки заявок, поступающие на фазы системы. Получено аналитическое 

выражение для производящей функции исследуемого процесса в нестационарном режиме, позволяющее опре-

делить его вероятностные характеристики. 
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ное обслуживание; производящая функция; произвольное время обслуживания; метод предельной декомпозиции. 

 

В теории массового обслуживания решение значительного числа задач проводится в предполо-

жении, что входящий поток заявок является стационарным и имеет распределение Пуассона. В боль-

шинстве случаев это предположение подтверждается статистическим анализом реальных потоков [1]. 

Также пуассоновские процессы могут быть использованы для аппроксимации процессов в случае 

наблюдения достаточно большого числа независимых потоков [2–6]. 

Большинство задач теории массового обслуживания для моделей с простейшим входящим пото-

ком и экспоненциальным распределением времени обслуживания были решены еще в ХХ в. В 1956 г.  

Б.А. Севастьянов решил задачу Эрланга для систем с произвольной функцией распределения времени 

обслуживания М/G/N [7, 8] и показал, что, что при N → ∞ распределение числа занятых приборов 

сходится к пуассоновскому. В 1969 г. Л. Такач [9] показал, что количество клиентов в системе M/G/∞ 

имеет распределение Пуассона в стационарном режиме, которое зависит от средней скорости поступ-

ления заявок и среднего времени обслуживания вызовов. В работах [10, 11] доказано, что число заня-

тых приборов в системе М/М/∞ имеет распределение Пуассона. В работе [12] проведено исследование 

суммарного потока заявок в системе М/М/∞ с повторным обслуживанием. Исследование процессов 

числа заявок в многофазных системах и сетях массового обслуживания с рекуррентным обслужива-

нием представлено в работах [13–15]. 

Однако исследованию потоков в системах массового обслуживания (СМО) с неограниченным 

числом обслуживающих приборов с произвольным временем обслуживания, а также многофазных 

СМО с возможностью повторного обращения заявки в систему посвящено не так уж много работ. В [16] 

проведено исследование суммарного потока заявок в однофазной системе с входящим MMPP-потоком 

и повторными обращениями. В работе [17] для исследования системы M/GI/∞ предложен метод пре-

дельной декомпозиции. В работе [18] методом предельной декомпозиции исследованы суммарный и 

двумерный потоки обращений к системе M/GI/∞. В работах [19–21] исследованы потоки обращений  

в двухфазных СМО с неограниченным числом приборов на каждой фазе и повторными обращениями. 

В настоящей работе предлагается метод предельной декомпозиции для анализа различных потоков в 

двухфазной СМО с неограниченным числом обслуживающих приборов и возможностью повторного 

обращения заявки к любой фазе системы. 

 

1. Математическая модель 

 

Рассмотрим двухфазную систему массового обслуживания с неограниченным числом обслу-

живающих устройств на каждой фазе (рис. 1). На вход системы поступает простейший поток заявок  
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с параметром λ. Время обслуживания заявок на первой фазе независимо и имеет одинаковое распреде-

ление для каждого прибора с произвольной функцией распределения B1(x). По завершении обслужи-

вания на первой фазе заявка с вероятностью r11 может обратиться к первой фазе для повторного обслу-

живания, либо с вероятностью r12 может перейти на вторую фазу, либо с вероятностью (1 – r11 – r12) 

может покинуть систему. На второй фазе время обслуживания также имеет одинаковое распределение 

для каждого прибора с произвольной функцией распределения B2(x). По завершении обслуживания на 

второй фазе заявка с вероятностью r21 может обратиться к первой фазе для повторного обслуживания, 

либо с вероятностью r22 может повторно обратиться ко второй фазе, либо с вероятностью (1 – r21 – r22) 

может покинуть систему.  
 

 
 

Рис. 1. Двухфазная система массового обслуживания с обратной связью 

 

Введем следующие обозначения: 

l(t) – число обращений к системе из внешнего источника (первичные заявки), реализованных к 

моменту времени t;  

n12(t) – число обращений ко второй фазе системы после обслуживания на первой фазе;  

n11(t) – число повторных обращений к первой фазе системы после обслуживания на первой фазе;  

n21(t) – число повторных обращений к первой фазе системы после обслуживания на второй фазе;  

n22(t) – число повторных обращений ко второй фазе системы после обслуживания на второй фазе. 

Пусть в начальный момент времени система была пуста. Ставится задача исследования много-

мерного случайного процесса {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)}, описывающего потоки заявок 

в системе. 

 

2. Метод предельной декомпозиции 

 

Входящий поток заявок, интенсивность которого равна λ, разделим на N независимых потоков 

по полиномиальной схеме с равными вероятностями. Интенсивность каждого такого потока будет 

равна λ/N. Определим для заявок каждого из полученных потоков единственную однолинейную двух-

фазную линию обслуживания с отказами (рис. 2). В этой системе заявки, поступающие в период вре-

мени, когда хотя бы одна фаза линии занята, не обслуживаются (теряются).  

 
Рис. 2. Однолинейная двухфазная СМО с отказами 
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Нетрудно доказать, что при N → ∞ вероятностью потерь заявок можно пренебречь, и тогда ха-

рактеристики исходной системы будут сходиться к суммарным характеристикам совокупности N од-

нолинейных двухфазных СМО. Итак, задача нахождения распределения вероятностей числа обраще-

ний в двухфазной бесконечнолинейной СМО сводится к решению задачи нахождения распределения 

вероятностей числа обращений в однолинейной СМО с отказами. 

 

3. Исследование однолинейной двухфазной СМО с отказами 

 

В описанной выше однолинейной системе будем рассматривать многомерный случайный про-

цесс {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)}, описывающий число обращений, реализованных за 

время t в систему извне, с первой фазы на первую фазу, с первой на вторую фазу, со второй на первую 

и со второй на вторую фазу соответственно. Введем производящую функцию данного многомерного 

процесса в виде: 
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Докажем следующее утверждение. 

Теорема. Пусть функции fk(x, y11, y12, y21, y22, t), k = 1, 2 определяются следующими преобразова-

ниями Фурье–Стилтьеса: 
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0

j t

k kB e dВ t



     – преобразование Фурье–Стилтьеса от функции распределения  kВ t  времени 

обслуживания на фазах системы, k = 1, 2; 11 22 12 21(1 )(1 )r r r r r    . Тогда производящая функция  

g(x, y11, y12, y21, y22, t, N) многомерного случайного процесса {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)} 

в двухфазной однолинейной системе с повторными обращениями к фазам имеет вид: 
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Доказательство. Поскольку процесс {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)} не является 

марковским, введем в рассмотрение дополнительные переменные: процесс k(t) – состояние линии об-

служивания, т.е. если k-я фаза линии занята, то k(t) = k, k = 1, 2, а если линия свободна, то k(t) = 0;  

z(t) – длина интервала времени от момента t до момента окончания текущего обслуживания, если линия 

занята.  

Процесс {k(t), l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N), z(t)} является марковским. Распределение 

вероятностей этого процесса обозначим следующим образом: 

– P0(l, n11, n12, n21, n22, t, N) = P{k(t) = 0, l(t, N) = l, n11(t, N) = n11, n12(t, N) = n12, n21(t, N) = n21, 

n22(t, N) = n22} – вероятность того, что в момент времени t линия свободна и к этому моменту к системе 

обратилось l заявок из внешнего источника, n11 заявок обратилось для повторного обслуживания с пер-

вой фазы на первую, n12 заявок обратилось с первой фазы на вторую, n21 заявок обратилось повторно к 

первой фазе после обслуживания на второй фазе, n22 заявок повторно обратилось ко второй фазе си-

стемы после обслуживания на второй фазе системы; 

– Pk(l, n11, n12, n21, n22, z, t, N) = P{k(t) = k, l(t, N) = l, n11(t, N) = n11, n12(t, N) = n12, n21(t, N) = n21, 

n22(t, N) = n22, z(t) < z}, k = 1, 2, – вероятность того, что в момент времени t занята k-я фаза системы,  

к этому моменту к системе обратилось l заявок из внешнего источника, n11 заявок обратилось для по-

вторного обслуживания с первой фазы на первую, n12 заявок обратилось с первой фазы на вторую,  

n21 заявок обратилось повторно к первой фазе после обслуживания на второй фазе, n22 заявок повторно 

обратилось ко второй фазе системы после обслуживания на второй фазе системы, и остаточное время 

обслуживания заявки, находящейся в системе, меньше z.  

Для распределения вероятностей многомерного процесса {k(t), l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), 

n22(t, N), z(t)} составим прямую систему дифференциальных уравнений Колмогорова. 
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Начальные условия для системы (4)–(6) запишем в виде: 
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где R0(N), R1(z, N), R2(z, N) – стационарное распределение вероятностей занятости фаз в однолинейной 

СМО, удовлетворяющее условию нормировки: 

0 1 2( ) ( , ) ( , ) 1R N R N R N     . 
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Введем следующие функции: 
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Тогда, из уравнений (4)-(6) следует, что эти функции удовлетворяют уравнениям 
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1 11 12 21 22 1 11 12 21 22( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )g x y y y y z t N g x y y y y z t N

t z

 
 

 
 

1 11 12 21 22
1 0 11 12 21 22

( , , , , ,0, , )
( ) ( , , , , , , )

g x y y y y t N
xB z g x y y y y t N

z N

 
  


 

 1 11 12 21 22 2 11 12 21 22
11 11 1 21 21 1

( , , , , ,0, , ) ( , , , , ,0, , )
( ) ( )

g x y y y y t N g x y y y y t N
r y B z r y B z

z z

 
 

 
, (8) 

2 11 12 21 22 2 11 12 21 22( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )g x y y y y z t N g x y y y y z t N

t z

 
 

 
 

2 11 12 21 22 1 11 12 21 22
12 12 2

( , , , , ,0, , ) ( , , , , ,0, , )
( )

g x y y y y t N g x y y y y t N
r y B z

z z

 
  

 
 

 2 11 12 21 22
22 22 2

( , , , , ,0, , )
( )

g x y y y y t N
r y B z

z





. (9) 

Начальные условия для системы (7)-(9) имеют вид: 

0 11 12 21 22 0( , , , , ,0, ) ( )g x y y y y N R N , 

11 12 21 22( , , , , , ,0, ) ( , )k kg x y y y y z N R z N , k = 1, 2. 

В работе [22] показано, что  

22
1 1

0

1
( , ) (1 ( ))

z
r

R z N B u du
N r


   , 

12
2 2

0

( , ) (1 ( ))

z
r

R z N B v dv
N r


   , 

где 
11 22 12 21(1 )(1 )r r r r r    . 

Тогда  

 0 1 2 22 1 12 2

1
( ) 1 ( , ) ( , ) 1 (1 )R N R N R N r b r b

N r


          , 

где b1 и b2 – математические ожидания времени обслуживания на первой и второй фазах соответ-

ственно. 

Решение системы уравнений (7)–(9) будем искать в виде: 

   2

0 11 12 21 22 0 11 12 21 22

1
, , , , , , 1 ( , , , , , ) ( )g x y y y y t N F x y y y y t o N

N

   , (10) 

   2
11 12 21 22 11 12 21 22

1
, , , , , , , ( , , , , , , ) ( )k kg x y y y y z t N F x y y y y z t o N

N

  , k = 1, 2,  (11) 

где F0(∙), F1(∙) и F2(∙) – некоторые функции, не зависящие от N.  

Подставив выражения (10), (11) в систему (7)–(9), получим систему уравнений для функций F0(∙) 

и Fk(∙), k = 1, 2: 
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0 11 12 21 22
11 12 1 11 12 21 22
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(1 ) ( , , , , , )

F x y y y y t
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t


     


 

 
21 22 2 11 12 21 22(1 ) ( , , , , , )r r f x y y y y t   , (12) 

1 11 12 21 22 1 11 12 21 22
1
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( )

F x y y y y z t F x y y y y z t
xB z

t z

 
   

 
 

  11 11 1 1 11 12 21 22 21 21 1 2 11 12 21 22( ) 1 ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )r y B z f x y y y y t r y B z f x y y y y t   , (13) 

2 11 12 21 22 2 11 12 21 22( , , , , , , ) ( , , , , , , )f x y y y y z t f x y y y y z t

t z

 
 

 
 

  22 22 2 2 11 12 21 22 12 12 2 1 11 12 21 22( ) 1 ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )r y B z f x y y y y t r y B z f x y y y y t   , (14) 

где 11 12 21 22
11 12 21 22

( , , , , ,0, )
( , , , , , ) k

k

F x y y y y t
f x y y y y t

z





, k = 1, 2,  

с начальными условиями: 

    0 11 12 21 22 0, , , , ,0 1 ( )F x y y y y N R N   , (15) 

  11 12 21 22, , , , ,0 ( , )k kF x y y y y N R z N  , k = 1, 2. (16) 

Решая дифференциальные уравнения (13) и (14) в частных производных первого порядка, найдем 

вид функций F1(x, y11, y12, y21, y22, z, t) и F2(x, y11, y12, y21, y22, z, t): 

1 11 12 21 22 22 1 1

0 0

( , , , , , , ) (1 ) (1 ( )) [ ( )

z t t

F x y y y y z t r B u du xB z t s
r




          

  11 11 1 1 11 12 21 22 21 21 1 2 11 12 21 22( ) 1 ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )]r y B z t s f x y y y y s r y B z t s f x y y y y s ds       , (17) 

2 11 12 21 22 12 2

0

( , , , , , , ) (1 ( ))

z t

F x y y y y z t r B v dv
r




    

  12 12 2 1 11 12 21 22 22 22 2 2 11 12 21 22

0

[ ( ) ( , , , , , ) ( ) 1 ( , , , , , )]

t

r y B z t s f x y y y y s r y B z t s f x y y y y s ds       . (18) 

Из уравнения (12) несложно найти вид функции F0(x, y11, y12, y21, y22, t): 

22 12
0 11 12 21 22 1 2

1
( , , , , , )

r r
F x y y y y t b b t

r r

 
     

 
 

 
11 12 1 11 12 21 22 21 22 2 11 12 21 22

0 0

(1 ) ( , , , , , ) (1 ) ( , , , , , )

t t

r r f x y y y y s ds r r f x y y y y s ds       . (19) 

Тогда, учитывая (10), (11), получаем 

 11 12 21 22 0 11 12 21 22

1
, , , , , , , 1 ( , , , , )g x y y y y z t N F y y y y t

N
    

 2

1 11 12 21 22 2 11 12 21 22

1 1
( , , , , , ) ( , , , , , ) ( )F y y y y z t F y y y y z t o N

N N

   . (20) 

При z →∞ выражения (17), (18) примут вид: 

1 11 12 21 22 22 1( , , , , , ) (1 )F x y y y y t r b xt
r


      

 11 11 1 11 12 21 22 21 21 2 11 12 21 22

0 0

1 ( , , , , , ) ( , , , , , )

t t

r y f x y y y y s ds r y f x y y y y s ds    , 

2 11 12 21 22 12 2( , , , , , )F x y y y y t r b
r


   

 12 12 1 11 12 21 22 22 22 2 11 12 21 22

0 0

( , , , , , ) 1 ( , , , , , )

t t

r y f x y y y y s ds r y f x y y y y s ds    . 
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Тогда, учитывая (20), производящая функция g(x, y11, y12, y21, y22, t, N) многомерного случайного про-

цесса {l(t, N), n11(t, N), n12(t, N), n21(t, N), n22(t, N)} в двухфазной однолинейной системе с повторными 

обращениями к фазам имеет вид: 

   

11 12 21 22

11 11 12 12 1 11 12 21 22
0

( , , , , , , )

1
1 1 ( 1) ( 1) ( , , , , , )

t

g x y y y y t N

x t r y r y f x y y y y s ds
N




         



 

  2
21 21 22 22 2 11 12 21 22

0

( 1) ( 1) ( , , , , , ) ( )
t

r y r y f x y y y y s ds o N 
     


, 

что совпадает с выражением (3) теоремы. 

Для нахождения неизвестных функций f1(x, y11, y12, y21, y22, t) и f2(x, y11, y12, y21, y22, t) продифферен-

цируем равенства (17) и (18) и рассмотрим их при z = 0. Получим систему интегральных уравнений для 

функций f1(x, y11, y12, y21, y22, t) и f2(x, y11, y12, y21, y22, t): 

 22
1 11 12 21 22 1 1

(1 )
( , , , , , ) 1 ( ) ( )

r
f x y y y y t B t xB t

r

 
     

 
 

 11 11 1 1 11 12 21 22 21 21 1 2 11 12 21 22

0 0

( ) ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )

t t

r y b t s f x y y y y s ds r y b t s f x y y y y s ds     , (21) 

 12
2 11 12 21 22 2( , , , , , ) 1 ( )

r
f x y y y y t B t

r
     

 12 12 2 1 11 12 21 22 22 22 2 2 11 12 21 22

0 0

( ) ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )

t t

r y b t s f x y y y y s ds r y b t s f x y y y y s ds     , (22) 

где b1(t) и b2(t) – плотность распределения времени обслуживания на первой и второй фазах соответ-

ственно. 

Решение системы интегральных уравнений (21)–(22) относительно неизвестных функций 

f1(x, y11, y12, y21, y22, t) и f2(x, y11, y12, y21, y22, t) можно найти, используя преобразование Фурье–Стилтьеса 

вида: 










0

22211211
22211211

),,,,,(
),,,,,( dte

t

tyyyyxf
yyyyx tjk

k  






0
22211211 ),,,,,( tyyyyxfde kt

tj , k = 1, 2. 

Тогда из системы уравнений (21)–(22) можно получить систему для функций φ1(α, x, y11, y12, y21, y22) и 

φ2(α, x, y11, y12, y21, y22): 
* *

11 11 1 1 11 12 21 22 21 21 1 2 11 12 21 22( ( ) 1) ( , , , , , ) ( ) ( , , , , , )r y B x y y y y r y B x y y y y          

   *

22 11 11 12 21 21 1(1 )( 1) ( )xr r r y r r y B
r


       , (23) 

* *

12 12 2 1 11 12 21 22 22 22 2 2 11 12 21 22( ) ( , , , , , ) ( ( ) 1) ( , , , , , )r y B x y y y y r y B x y y y y          

   *

12 22 12 12 22 22 2(1 ) ( 1) ( )r r y r r y B
r


      , (24) 

где *

0 0

( )
( ) ( )j t j tk

k k

B t
B e dt e b t dt

t

 

 
  

  , k = 1,2. 

Решая систему (23)–(24), получим выражения (1) и (2) для функций φ1(α, x, y11, y12, y21, y22) и 

φ2(α, x, y11, y12, y21, y22), определяющие вид функций f1(x, y11, y12, y21, y22, t) и f2(x, y11, y12, y21, y22, t). 

Теорема доказана. 
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4. Исследование двухфазной СМО с неограниченным числом приборов  

и повторными обращениями на каждой фазе 

 

Определим совместную производящую функцию многомерного процесса {l(t), n11(t), n12(t), n21(t), 

n22(t)}, описывающего потоки в двухфазной системе с неограниченным числом линий и повторными 

обращениями на каждой фазе, в виде: 

11 12 21 22

11 12 21 22
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0 0 0 0 0

( , , , , , ) ( , , , , , )n n n nl
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    

    

     . 

Тогда, в силу независимости однолинейных систем, рассмотренных выше, производящая функция 

G(x, y11, y12, y21, y22, t) определяется выражением  
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     
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. 

Так как совместная производящая функция многомерного распределения вероятностей процесса 

{l(t), n11(t), n12(t), n21(t), n22(t)} не равна произведению производящих функций одномерных распреде-

лений, то очевидно, что потоки не являются независимыми, поэтому анализ таких потоков требует их 

совместного рассмотрения. 

 

Заключение 

 

В настоящей работе рассмотрена математическая модель обслуживания заявок в неоднородной 

двухфазной системе массового обслуживания M/GI/∞ → GI/∞ с возможностью повторного обращения 

заявки к любой фазе системы. Методом предельной декомпозиции получено аналитическое выражение 

для производящей функции многомерного потока обращений заявок к фазам системы. Полученное вы-

ражение может быть использовано для определения вероятностных характеристик компонент рассмат-

риваемого многомерного потока. 

Полученные результаты могут быть использованы для анализа потоков в различных социально-

экономических системах, где имеет место повторное обращение клиентов к системе при различных 

условиях, например в торговых или страховых компаниях, а также в технических системах распреде-

ленной обработки больших данных и облачных сервисах. 
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The paper presents the study of a two-stage infinite-server queueing system with feedback. The arrival process is a stationary 

Poisson process with the rate equals to λ. Service times at the first stage are independent and identically distributed (i.i.d.) with an 

arbitrary distribution function B1(x). After a completion of the service at the first stage, the customer may return back to the first stage 

for a new service with the probability r11 or it may move to the second stage with the probability r12 or it may leave the system with 

the probability (1 – r11 – r12). Service times at the second stage are i.i.d. with an arbitrary distribution function B2(x). When the service 

at the second stage is completed, the customer may return to the first stage with the probability r21 or it may get a new service at the 

second stage with the probability r22 or it may leave the system with the probability (1 – r21 – r22).  

The problem is to study multidimensional stochastic process describing the flows of requests in the system. 

The method of limiting decomposition is used for the study. We divide the arrival process in the considered tandem into N inde-

pendent processes according to a polynomial scheme with identical probabilities. As the rate of the original arrivals was equal to λ, 
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then the intensity of each generated Poisson process will be equal to λ/N. After that we construct a single-line tandem for each of these 

arrival processes to serve their customers. The considered single-line two-stage queueing tandem is a system with loses, that is,  

the customers arrived during a period of any stage busyness are not servicing (they are lost). The total probability characteristics of  

the independent one-line systems constructed in this way coincide with the corresponding characteristics of the original infinite-server 

system if N → ∞. 

It is shown that the generating function of multidimensional stochastic process {l(t), n11(t), n12(t), n21(t), n22(t)} is as follows: 

   11 12 21 22 11 11 12 12 1 11 12 21 22
0

( , , , , , ) exp 1 λ ( 1) ( 1) ( , , , , , )
t

G x y y y y t x t r y r y f x y y y y s ds


      


 

 21 21 22 22 2 11 12 21 22
0

( 1) ( 1) ( , , , , , )
t

r y r y f x y y y y s ds


    


, 

where for functions fk(x, y11, y12, y21, y22, t), k = 1, 2 analytic expressions of Fourier-Stieltjes transformations are obtained. 

The obtained results can be used for the analysis of flows in different social and economic systems, where there is a repeated 

circulation of customers to the system under different conditions, for example, in trading or insurance companies, as well as in technical 

systems for distributed processing of big data and cloud services. 
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