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Рассматривается задача группового выбора. Профиль индивидуальных предпо­
чтений экспертов на множестве альтернатив может быть задан бинарными отно­
шениями или численными оценками альтернатив. Предлагаются способы построе­
ния матриц предпочтений для различных типов экспертной информации, а также 
методы формирования агрегированного отношения, удовлетворяющего условию 
минимальности суммарного расстояния до экспертных предпочтений. Вид агре­
гированного отношения предпочтения зависит от выбора формулы для определе­
ния расстояния между матрицами предпочтений. Разработанная методика может 
быть использована и при решении многокритериальных задач.
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The paper considers the problem of collective choice. Profile of experts’ individual 
preferences on the set of alternatives can be given by binary relations or numerical 
evaluations of alternatives. Methods for constructing preferences matrices for various 
types of expert information are proposed, as well as methods for forming an aggre­
gated relation that satisfies the condition of minimizing the total distance to expert 
preferences. Let expert preferences in the form of binary relations pi, p2, . . . ,  pm are 
given by the vertex adjacency matrices R 1 ,R ? ,. . . ,  Rm of the corresponding digraphs. 
The distance between the relations is defined as the Hamming distance. We prove 
that the aggregate relation,which is built according to the rule of “the majority of 
experts” , satisfies the condition of minimum distance from expert preferences. In the 
case, when the profile of expert preferences is given by relations of a strict order and 
the number of experts is odd, the aggregated relation is unique. Let the estimates 
of the alternatives a1 ,a2, . . .  ,an by the t-th expert be given in the form of a vector
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h* =  (h*,h*,..

rence matrix R* =  llr*

h^) with positive real components. Then the elements of the prefe-
h*

г] I have the form r*,- =  , , , ,
г h* +  h]

if the values of estimates on

the scale are maximized. We prove that the aggregated preference relation depends 
on the choice of the formula for determining the distance between the preferences 
matrices. When you specify the distance through the module of the difference of the 
preference matrices elements, then the total distance is minimal if all the elements 
of the aggregated matrix are equal to the medians of the corresponding elements of 
expert matrices. When you specify the distance through the square of the elements 
difference, then the distance is minimal if all the elements of the aggregated matrix 
are equal to the arithmetic means of the corresponding elements of expert matrices. 
The developed technique can be used to solve multi-criteria problems in the assess­
ment of alternatives in the scales of relations.

Keywords: collective choice, aggregate relation, profile of experts’ individual prefe­
rences, minimum distance from preferences, majority graph.

В вед ен и е
При принятии сложных решений часто используются опыт и знания группы экс­

пертов — специалистов в данной предметной области. К групповому решению обыч­
но предъявляется ряд требований [1-5], важнейшими из которых являются непро­
тиворечивость [2-5] и наиболее полный учёт индивидуальных предпочтений экспер­
тов [1, 3, 5]. Непротиворечивость обычно характеризуется отсутствием контуров в гра­
фе агрегированного отношения предпочтения; приближённость к экспертным пред­
почтениям— числом голосов экспертов, отданных за построенное упорядочение. При 
разработке алгоритмов группового выбора основная трудность состоит в поиске ра­
зумного компромисса в выполнении этих условий.

Ещё Кондорсе пытался построить групповое ранжирование, разрушив контур 
по слабому звену — дуге с минимальной разностью в предпочтениях экспертов [3]. 
Построенное ранжирование должно было удовлетворять условию максимальности 
суммарных голосов экспертов, соответствующих данному упорядочению. Но Янг при­
вел пример, в котором уже для четырёх альтернатив это условие не выполнялось. 
Алгоритм ранжирования, основанный на поиске пути, удовлетворяющего условию 
максимальности голосов экспертов, был предложен также Шульце. Одним из наиболее 
удачных, математически обоснованных методов нахождения коллективного ранжиро­
вания является построение медианы Кемени [2]. В качестве критерия приближённости 
к экспертным предпочтениям он берёт суммарное расстояние между исходными ран­
жированиями и групповым. Однако этот алгоритм имеет экспоненциальную вычис­
лительную сложность и даже его эвристические модификации лишь незначительно её 
уменьшают, при этом не строя все возможные ранжирования.

В качестве агрегированного отношения предпочтения мажоритарный граф, по­
строенный по правилу большинства, удобен в силу того, что минимально удалён от 
экспертных предпочтений и выполняются условия Эрроу (универсальность, полнота, 
независимость, монотонность, ненавязанность, Парето) [1, 2]. Но Эрроу формулировал 
свою теорему для ранжирований, а мажоритарный граф  с большой вероятностью не 
является ранжированием и может содержать противоречивые контуры [5].

В данной работе проводится анализ единственности агрегированного отношения 
предпочтения, построенного по правилу большинства и, следовательно, удовлетворя­
ющего условию минимальности суммарного расстояния до экспертных предпочтений.
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Профиль экспертных предпочтений может также быть задан численными оценка­
ми альтернатив или информацией о том, во сколько раз одна альтернатива предпо­
чтительнее другой. В работе представлен способ построения матриц предпочтений в 
случае задания числовой экспертной информации. Предлагаются методы построения 
агрегированного отношения, удовлетворяющего условию минимальности суммарного 
расстояния до экспертных предпочтений. Вид группового решения зависит от выбора 
формулы для нахождения расстояния между предпочтениями. Разработанная мето­
дика может быть использована и при решении многокритериальных задач [6].

1. А гр е ги р о в ан и е  э к с п ер тн ы х  п р ед п о ч тен и й , з а д а н н ы х  б и н ар н ы м и
о тн о ш ен и я м и

Рассмотрим задачу построения агрегированного отношения в случае, когда про­
филь экспертных предпочтений задан бинарными отношениями.

Дано множество альтернатив A  = {а і,а 2, . . .  ,а п \ и множество экспертов E  = 
= {El, E 2, . . .  , E m}. Профиль индивидуальных предпочтений экспертов на множе­
стве A задан бинарными отношениями предпочтения р1, р2, . . .  , pm. Требуется постро­
ить агрегированное отношение р, максимально согласованное c экспертными предпо­
чтениями Рі, Р2, . . . , Pm.

На основе агрегированного отношения предпочтения обычно также требуется ран­
жировать альтернативы и\или  выбрать наилучшие из них. Способы выбора наилуч­
ших альтернатив подробно описаны в работах [1-4] и основываются на стандартных 
процедурах на графах: нахождения внутренне и внешне устойчивых подмножеств, яд ­
ра графа, разбиения граф а на уровни [7].

Индивидуальные предпочтения экспертов могут быть заданы отношениями стро­
гого порядка (асимметричное и транзитивное), квазипорядка (рефлексивное и транзи­
тивное), а также произвольными бинарными отношениями. В частности, предпочте­
ния задаются строгим или нестрогим ранжированием альтернатив. Строгое ранжиро­
вание соответствует отношению строгого линейного порядка, нестрогое — отношению 
квазипорядка, в котором все альтернативы попарно сравнимы. Будем полагать, что
{ai ,a j ) ^  pt (t l , G A), если элемент ai не более предпочтителен, чем
элемент aj (отношения pt можно выбрать и по-другому: (ai ,a j) G pt , если элемент ai 
не менее предпочтителен, чем a j , но стандартные процедуры на графах, используемые 
для выбора наилучших альтернатив, удобнее реализовывать для отношения «не более 
предпочтителен»).

Введём понятие расстояния между бинарными отношениями. Поставим в соответ­
ствие отношению р орграф G = (A,p) с множеством вершин-альтернатив A, множе­
ством дуг р и матрицей смежности R  = Wr.ij| .  Экспертные предпочтения р1,р2, . . .  ,pm 
будем задавать матрицами смежности R 1, R2, . . .  , Rm соответствующих орграфов.

О п р ед ел ен и е  1. Расстоянием между двумя отношениями pk и pt назовём вели­
чину d(pk ,pt), определяемую по формуле

n n
d(Pk, pt) ^  E  E  lrkj -  rl j |.

i=1j=1

Фактически d(pk, pt) равно числу несовпадений элементов r kj и r j  матриц смеж­
ности этих отношений R k и Rt ( i , j  =  1 , . . .  , n) и, следовательно, является расстоянием 
Хэмминга, удовлетворяющим аксиомам метрики.

) ai , aj
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Д ля построения отношения, наиболее полно отражающего предпочтения экспер­
тов, необходимо, чтобы сумма расстояний между агрегированным отношением р и 
отношениями р \,р 2 , . . . ,  рт была минимальной.

О п р ед ел ен и е  2. Суммарное расстояние D(p) от отношения р до отношений 
Рі, р2, . . .  , Рт минимально, если выполняется

m
D(p) d(p, pt) ^  min .

t=i

Пусть экспертные предпочтения р1, р2, . . .  , рт заданы матрицами смежности R 1, R 2, 
. . .  , R m и q — произвольное отношение с матрицей смежности Q = ^Qij |.

m
Т ео р ем а  1. Суммарное расстояние D(q) = ^  d(q, pt) минимально, если q̂ j =  1 ^

t=i
^  =  1 не менее чем для половины экспертов ( i , j  = 1 , . . . , n ;  t G { 1 , . . . , m}) .

m
В случае f tj = m /2  (при чётном m ) D(q) остается минимальным и при выборе

t=i
qij = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем

m т n n n n т
D (q) ^ 2 d(q, pt) = ^ T .  E  |qij - 1 = E |q i j - f t j |.

t=1 t=1 i=1 j=1 i=1 j=1 t=1

Проведём декомпозицию по i, j . Тогда задача сводится к нахождению минимума ве-
m

личи^ ^  Iqjj- — г*,-1 ( i , j  = 1 , . . .  ,n ). Очевидно, что минимум достигается при qij =  1 ^
t=1

^  Е  г*, ^  m /2  ^  г*, =  1 не менее, чем для половины экспертов. При этом в случае
t=1 ij

Е  г*, =  m /2  (что возможно только при чётном m) минимум достигается при любом
t=1
значении qij G {0,1}. ■

Пусть р(А) —множество всех бинарных отношений, заданных на множестве A. 
Обозначим Argmin D(q) множество отношений, имеющих минимальное суммарное рас-

qep(A)
стояние до экспертных предпочтений.

Полученный результат совпадает с результатом, доказанным в [1] для отноше­
ния-медианы по правилу большинства ps, допускающему равенство числа экспертов: 
Ре G Argmin D(q).

qep(A)
Другим примером агрегированного отношения, минимально удалённого от эксперт­

ных предпочтений, может служить медиана Кемени. В отличие от медианы по правилу 
большинства, процедура Кемени позволяет построить транзитивное и, следовательно, 
непротиворечивое агрегированное предпочтение. Медиана Кемени строится на основе 
экспертных ранжирований и сама является ранжированием альтернатив.

К сожалению, в силу неоднозначности построения отношения, для которого сум­
марное расстояние до экспертных предпочтений минимально, выбор его в качестве 
агрегированного не всегда целесообразен. Сложный переборный алгоритм Кемени поз­
воляет найти лишь одно из возможных медианных ранжирований. Например, в случае,
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когда отношения рі, р2 , qi, q2 , q4 имеют матрицы смежности

R 1

Qi
0 0 
0 0 Q 2 =

R 2

Q 3 = Q4 =
0 0  
1 0

получим D (q1) =  D(q2) =  D(q3) =  D(q4) =  2, т. e. все четыре отношения q1, q2, q3, q4
являются минимальными, причём два из них (q3, q4) — строгие ранжирования.

Из теоремы 1 следует, что неоднозначность минимального отношения происходит 
только в случае, когда число экспертов чётное.

С л ед ств и е  1. Пусть профиль экспертных предпочтений р1, р2, . . .  , рт задан про­
извольными бинарными отношениями. Тогда для всех р* G р(А) \  {р^} при нечётном 
числе экспертов m  выполняется В (р ^) < В(р*).

Из следствия 1 в силу строгого неравенства следует и обратное утверждение.
С л ед ств и е  2. Пусть суммарное расстояние 0(р*) от экспертных предпочтений 

до отношения р*, заданного на множестве альтернатив A, при нечётном числе экспер­
тов является минимальным. Тогда р^ =  р*.

Полученные утверждения показывают, что для мажоритарного граф а (графа от­
ношения р^ [1]) выполняется условие минимальности суммарного расстояния от агре­
гированного отношения до экспертных предпочтений. При нечётном числе экспертов 
минимальное отношение единственное, что даёт основание взять его в качестве агре­
гированного отношения. Напомним, что отношение р^ в общем случае не транзитивно 
(в частности, может содержать контуры), что затрудняет выбор наилучших альтерна­
тив, а тем более их ранжирование.

Следующие два примера демонстрируют различие в построении минимального от­
ношения для чётного и нечётного числа экспертов.

П р и м ер  1. Профиль предпочтений четырёх экспертов задан ранжированием 
альтернатив (строгими и нестрогими). Сравним агрегированное отношение, постро­
енное по правилу большинства, с медианой Кемени.

Экспертные ранжирования представлены в следующей таблице (наилучшие аль­
тернативы в верхней строке):

р1 р2 р3 р4
«3 «2 — —
Й2 «3 а 1 а4

а4 а4 а3 — а4 а3
а1 а 1 а2 а 1 — а2

Построим агрегированное отношение предпочтения по правилу большинства. Мат­
рицы смежности экспертных предпочтений имеют следующий вид:

R 1

R3

/ 1 1 1 1 \ / 1 1 1 1
0 1 1 0

, R 2 =
0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0
0 1 1 1 ) 0 1 1 1 )

/ 1 0 0 0 \ / 1 1 1 1
1 1 1 1

, R4 =
1 1 1 1

1 0 1 1 0 0 1 111 0 1 1 ) 10 0 0 1
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Единицы на диагоналях матриц смежности объясняются тем, что нестрогое ранжиро­
вание соответствует отношению квазипорядка, которое является рефлексивным.

Согласно теореме 1, существует шестнадцать отношений, минимально удалённых 
от экспертных предпочтений (суммарное расстояние D(p) =  16), со следующими мат­
рицами смежности:

1 1 1 1 \
0 V 1 1 1 0 V 1

0 0 1 0 V 1

0 0V 1 1 1 /
Среди них пять ранжирований:

I  a3 \ a3 \
аз -  а ^ a4 a2

ai — а2 J  ’ a2
, a4

R t,

Отношение рт, построенное по правилу большинства, является одним из шестнадцати 
отношений, минимально удалённых от экспертных предпочтений. Матрица смежности 
этого отношения имеет вид

1 1 1 1  
1 1 1 1  
0 0 1 1  

\ 0  1 1 1 /

Здесь рт не транзитивно и, следовательно, не является ранжированием. Построенная 
на основе данного профиля экспертных предпочтений медиана Кемени (ранжирова­
ние, минимально удалённое от экспертных предпочтений) [8] является одним из пяти 
возможных ранжирований:

K

П р и м ер  2. Пусть на множестве альтернатив A  = {a^, a2, a3, a4} профиль пред­
почтений трёх экспертов (m  = 3) задан отношениями строгого линейного порядка 
(строгим ранжированием):

1 1 1 1 /  a3 \
0 1 1 0 a2

0 0 1 0 a4

0 1 1 1 ai

Pi P2 P3
ai a2 a3
a 2 a3 a4

a3 a4 a1

a4 a 1 a2

Матрицы смежности соответствующих графов имеют следующий вид:

R 1
1 0 0 0

, r 2 =
0 0 0 0

, R 3 =
1 0 1 1

1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0
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По следствию 1 в этом случае существует одно отношение, минимально удалённое от 
экспертных предпочтений (D = 10), и оно совпадает с р^:

R t,

/  0 0 1 1 \  
1 0  0 0 
0 1 0  0 
0 1 1 0

М ажоритарный граф  G = (A, рт) изображен на рис. 1. Соответствующее ему отноше­
ние рт является минимально удалённым от экспертных предпочтений и при этом един­
ственным. Граф отношения рт содержит контуры, что затрудняет выбор наилучших 
альтернатив. Действительно, граф  имеет три доминирующих (внешне устойчивых) 
подмножества: {а і,а 2}, {«2,^ 3}, {«2,^ 4} [7]. Д ля нахождения наилучших альтернатив 
в этом случае можно воспользоваться процедурой Коупленда [2]: каждой вершине гра­
ф а ставится в соответствие число, равное разности количеств входящих и исходящих 
из неё дуг (сумма единиц соответствующего столбца минус сумма единиц строки мат­
рицы смежности). Согласно этому алгоритму, получим следующие индексы альтерна­
тив: а і ( - 1), а2(1), а3(1), а4( - 1). Наилучшие альтернативы, имеющие максимальный 
индекс, — а2, а3.

Дополнительной характеристикой мажоритарного граф а являются веса на дугах, 
равные разности чисел экспертов, для которых альтернатива а  ̂ не более предпочти­
тельна «j и «j не более предпочтительна а .̂ Эту разность легко найти, введя матрицу

m
суммарных предпочтений P  =  ^pij | ,  где pij = . Тогда вес дуги (а^, «j ) G рт равен

t=i
pij — pji.

Веса на дугах мажоритарного граф а (рис. 1) вычислены с помощью матрицы 
P  =  R 1 +  R 2 +  R 3:

/  0 1 2 2 \
P =  2 0 1 1
P 1 2  0 0

\  1 2 3 0 /

Модифицируем алгоритм Коупленда с учётом весов на дугах, поставив каждой
n

альтернативе а  ̂ в соответствие индекс равный ^  (pji — p^j). Получим а 1( - 1), а2(1),
j=i

а3(3), а4(—3). В этом случае имеем строгое ранжирование альтернатив. Наилучшей 
оказалась альтернатива а3 .

В качестве индекса альтернативы можно взять также величину, равную не раз­
ности, а отношению сумм элементов столбца и строки матрицы суммарных предпо­
чтений P , соответствующих данной альтернативе. Если сумма элементов строки равна
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нулю, то альтернатива является наилучшей и ей надо поставить в соответствие индекс, 
заведомо больший, чем у альтернатив с ненулевой суммой строки. Этим методом (его 
естественно назвать методом «отношения сумм») для рассматриваемого примера по­
лучим следующие индексы альтернатив: аі(1/2),  «2(2), аз(4), «4(1/4). Полученное та­
ким образом ранжирование совпадает с результатом применения модифицированной 
процедуры Коупленда.

Легко убедиться, что у всех построенных ранжирований суммарное расстояние до 
экспертных предпочтений больше минимального.

С помощью процедур нахождения ранжирования альтернатив на основе мажори­
тарного графа, содержащего контуры, не всегда возможно получить агрегированное 
отношение, минимально удалённое от экспертных предпочтений. В частности, если 
профиль экспертных предпочтений — строгие ранжирования и число экспертов нечёт­
но, то единственное отношение с минимальным суммарным расстоянием соответствует 
мажоритарному графу. При этом, если граф  содержит контуры, он не соответствует 
строгому ранжированию альтернатив. Тогда можно рекомендовать лицу, принимаю­
щему решения, выбирать ранжирование с суммарным расстоянием, ближайшим к ми­
нимальному.

2. А гр еги р о в ан и е  п р ед п о ч тен и й , з а д а н н ы х  ч и сл ен н ы м и  о ц ен кам и
а л ь т е р н а т и в

Рассмотрим задачу нахождения минимального агрегированного отношения в слу­
чае, когда профиль индивидуальных предпочтений экспертов задан численными оцен­
ками альтернатив. Предложим способ формирования матриц экспертных предпочте­
ний и алгоритм построения минимального агрегированного предпочтения.

Пусть предпочтения экспертов на множестве альтернатив A  = | а 1, а2 , . . . ,  «„} зада­
ны векторами h 1 ,Ь^, . . .  , hm, где Ь* = (h1, h2, . . . ,  кЩ) — вектор с компонентами h* G R+, 
равными численным оценкам альтернатив (i G { 1 , . . . , n } ,  t g { 1 , . . . ,  m}).  Предполага­
ется, что эксперты могут оценивать альтернативы в разных шкалах, что затрудняет 
возможность построения суммарной оценки для каждой альтернативы.

Матрицы экспертных предпочтений R 1 , R 2 , . . . , R m построим на основе векторов 
к 1 , h ^ , . . .  , hm следующим образом: R* =  | — квадратная матрица порядка n (n —
число альтернатив, m  — число экспертов) с элементами

hj
hi +  hj

hi
hi +  hj ’

если значения оценок t -го эксперта максимизируются, 

если значения оценок t -го эксперта минимизируются,
(i =  j ) ;

r ii =  1; i , j  =  1, , n, t =  1 , . . . , m.
Заметим, что для элементов матрицы предпочтений R* выполняется: 

rij ( h j / h i , если значения оценок t -го эксперта максимизируются,
r *'г 1 h i / h j , если значения оценок t -го эксперта минимизируются
(сохраняется информация о том, во сколько раз альтернатива «j предпочти­
тельнее альтернативы а^);

2) rij +  rjj = 1  ( i , j  =  1 , . . .  , n, i =  j ), что фактически заменяет процедуру приве­
дения шкал экспертных предпочтений к однородным.

Д ля формирования матриц экспертных предпочтений необязательно задавать чис­
ленные оценки альтернатив. Достаточно задать информацию о том, во сколько раз

Ъ
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одна альтернатива предпочтительнее другой. Если альтернатива Оі предпочтитель­
нее aj в a ij раз, то элементы и r j i (i =  j ) матрицы предпочтений R* вычисляются
следующим образом:

1  ̂ air*. = --------
ij 1 +  ai

rt = ^ ij
ji 1 +  aiAij A I AAij

Следует отметить, что для получения полной и непротиворечивой информации доста­
точно сравнить между собой n — 1 пару альтернатив, например, ai со всеми остальными 
альтернативами.

Найдём отношение q, имеющее минимальное суммарное расстояние до экспертных 
предпочтений р1, р2, . . .  , рт, заданных матрицами R 1, R 2, . . .  , R m, для элементов кото­
рых выполняются условия г*. G [0; 1] и r j i =  1 — г*. (t = 1, . . .  ,m).  Пусть q — бинарное 
отношение с матрицей предпочтения Q = ^qij | ,  qij G [0,1]. Суммарное расстояние до 
экспертных предпочтений вычисляется по формуле

m m n n n n m
D{q) ^ 2 d(q, pt) = ^22  E  |q i j— rj 1 = E |q i j— r *j|. (i )

t=i t=i i=i j=i i=i j=i t=i

Проведём декомпозицию по i, j . Тогда задача сводится к нахождению минимума
m

величин ^  Iqij- — r*.| ( i , j  = 1 , . . .  ,n).  Будем для простоты обозначений считать, что
t=i

для данных i , j  выполняется r̂ ĵ ^  r^̂  ^  ••• ^  r*.". Рассмотрим случай, когда число 
экспертов нечётно. Покажем, что если m  =  2k +  1, минимум достигается при qi. = r^^+j . 
Найдём сумму модулей

|q i j— г*.' 1 +  |qij ^  r^j1 + . . .  + lq i j— r 2̂k 1 + 'iqij— г*]"+1 1 =

=  ( |q i j— г*. 1 +  |q i j— г*Г+' ^  + . . .  +  ( |q i j— г*і 1 +  |q i j— г* Е  0 +  |q i j— rtk+j 1 ^

^  |r*jj — 1 + . . .  +  |г*." — г*."+2 1 +  |q i j— г*."+1 |.

Последнее соотношение следует из неравенства треугольников, причём величина q̂ j- =
th + j= rij+ —медиана, она находится внутри каждого из полученных интервалов, следова­

тельно, при qij = r tJk+j неравенство обращается в равенство и достигается наименьшее 
значение искомой суммы. В противном случае получим строгое неравенство.

Так как по определению матриц предпочтения r j i = 1  — r*., элементы r j i упорядо­
чиваются в обратном порядке, а наименьшее значение достигается при qij =  1 — r tJk+j . 
Таким образом, для элементов матрицы Q, как и для матриц экспертных предпочте­
ний, выполняется qij + qji = 1.

Аналогично можно доказать, что для чётного числа экспертов m  = 2 k наибольшее 
значение сумма модулей принимает при любом значении qij G [r*.:, r tJk+j ], т. е. матрица 
предпочтений Q отношения q, доставляющего минимальное значение величины D(q), 
в этом случае строится неоднозначно. Очевидно, что условие qij + qji = 1 может не 
выполняться.

Из приведённых рассуждений следует справедливость следующей теоремы.
Т ео р ем а  2. При нечётном числе экспертов суммарное расстояние D(q),  заданное 

по формуле (1), минимально, если все элементы qij матрицы предпочтений Q рав­
ны медиане соответствующих элементов матриц экспертных предпочтений r j , . . .  , r ”j 
( i , j  =  1 , . . . , n ) .
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Отношение p s , соответствующее матрице суммарных предпочтений P  = ^  R k
к=1

и, следовательно, матрице — P , не совпадает с минимальным отношением q из тео-
m

ремы 2. Элементы матрицы — P  равны средним арифметическим значениям элементов
m

матриц экспертных предпочтений, а матрицы Q — медианным. К ак известно, значение 
медианы заданных чисел в общем случае не совпадает с их средним арифметическим.

Покажем, что матрица предпочтений минимального суммарного отношения будет 
равна средним арифметическим значениям соответствующих элементов матриц экс­
пертных предпочтений, если расстояние между отношениями задать по формуле

n n 2

d(pk, pi) = d (Rk ,R t) ^  E  E  (Ггкі -  rij) .
i=lj=l

Тогда минимальное суммарное расстояние до экспертных предпочтений
m n n

i=l

n n m
D (q) = T . d(q, pt) = ^ T . T .  (q ij-  rl j)2 ^  ^  E  E  (q ij-  rij ) 2

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 t=1

достигается для матрицы Q со средними арифметическими значениями элементов 
r'^j, . . .  , rim (i, j  =  1 , . . .  , n). Действительно, минимум сильно выпуклой функции

/  (qij) =  (q i j-  r ij)2 + . . .  +  (q i j-  r im)2

достигается при q̂ j- =  ( r j  +  . . .  +  r^m)/m, так как в этом (и только в этом) случае 
выполняется

f (qij) =  2(q ij-  rlj) +  ••• +  2(q ij-  rm) =  °.
Заметим, что для булевых матриц

Е  Е  (rkj- -  r
i=1 j =1

ij Е  Е  |r ikj -  r i j |.
i= 1 j =1

Т ео р ем а  3. Суммарное расстояние D(q), заданное по формуле (2), минимально, 
если все элементы qij матрицы предпочтений Q равны среднему арифметическому 
значению соответствующих элементов матриц экспертных предпочтений r j , . . .  ,r im, 
т. е . при qij =  (rij +  . . .  +  rmm)/m  ( i , j  =  1 , . . . , n ) .

Матрица средних арифметических значений соответствующих элементов R 1, R 2,
m i 1

. . .  , Rm вычисляется через матрицу суммарных предпочтений P  ^  Е  Ri и равна — P .
i= m

В случае, когда заданы весовые коэффициенты к 1, k2, . . .  , km, оценивающие компе­
тентность экспертов [9], матрицы экспертных предпочтений фактически примут вид 
k1R 1, . . .  , kmRm. Тогда элементы q̂ j- матрицы Q будут в соответствии с введённым 
расстоянием равны медианному или среднему арифметическому значению элементов 
k1r1j , . . . ,kmr im ( i , j  =  1 , . . . , n ) .

Рассмотрим пример, в котором агрегированные отношения строятся на основе ме­
дианных и средних арифметических значений элементов матриц экспертных предпо­
чтений.

П р и м ер  3. Пусть множество альтернатив A  = | а 1, а 2, а з , а 4}. Профиль предпо­
чтений трёх экспертов задан численными оценками альтернатив (значения по шкалам 
экспертных оценок максимизируются):
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h 1 h2 h3
а\ 3 4 2
«2 2 3 4
аз 3 3 2
а4 2 4 4

Матрицы парных сравнений альтернатив для каждого эксперта соответственно имеют 
вид

R1 =

/  1 2/5 1/2 2/5 1 3/7 3/7 1/2 1 2/3 1/2 2/3
3/5 1 3/5 1/2 , R2 = 4/7 1 1/2 4/7 , R3 = 1/3 1 1/3 1/2
1/2 2/5 1 2/5 4/7 1/2 1 4/7 1/2 2/3 1 2/3

V 3/5 1/2 3/5 1 1/2 3/7 3/7 1 1/3 1/2 1/3 1

Вычислим матрицу суммарных предпочтений P :

P

(  3
158/105 

11/7 
\  43/30

157/105
3

47/30
10/7

10/7
43/30

3
143/105

47/30 
11/7 

172/105 

3

Агрегированное предпочтение строим на основе матрицы, содержащей средние ариф­

метические значения элементов матриц экспертных предпочтений и равной — P . М ат­
рица смежности соответствующего мажоритарного граф а имеет следующий вид:

Граф отношения Ре изображён на рис. 2 (для лучшего восприятия петли на рисунке 
отсутствуют).

1 0 0 1
1 1 0 1
1 1 1 1

0 0 0 1

Граф (без учёта петель) не содержит контуров — его можно разбить на уровни 
c помощью алгоритма Демукрона [7] (рис. 3).
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Получим ранжирование всех альтернатив, начиная с наилучшей: а4 — а\ — а2 — а3. 
Процедуры Коупленда (простая и модифицированная) дают то же самое упорядочение 
альтернатив.

Построим минимальное отношение на основе медианных значений соответствую­
щих элементов матриц R 1, R 2, R 3. Матрица Q медианных значений имеет вид

Q

Получим матрицу смежности R(Q) агрегированного предпочтения:

1 3/7 1/2 1/2 \
4 /7 1 1/2 1/2
1/2 1/2 1 4/7

V 1/2 1/2 3/7 1

1 0 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 0 1

рис 4. Граф

R(Q)

ра наилучших альтернатив можно воспользоваться процедурой Коупленда. Получим 
аі(1), а2(—1), a3(—1), а4(1). Наилучшие альтернативы по разности входящих в верши­
ну и исходящих из неё дуг а 1 и а4. Модифицированная процедура Коупленда с учётом 
весов на дугах и процедура отношения весов дуг дают тот же результат. Индексы аль­
тернативы аі (i =  1 , . . .  , 4) в процедуре отношения весов дуг можно вычислить, раз­
делив сумму элементов i-го столбца на сумму элементов i-й строки матрицы Q (без 
учёта диагональных элементов, не несущих в данном случае какой-либо существенной 
информации). Отношения полученных индексов показывают (в каком-то смысле), во 
сколько раз одна альтернатива более (или менее) предпочтительнее другой.

Агрегированные отношения, построенные для средних арифметических и для ме­
дианных значений элементов матриц экспертных предпочтений, не совпадают, но наи­
более предпочтительные альтернативы и в том и в другом случае — а 1 и а4.

З а к л ю ч е н и е
Разработаны алгоритмы построения агрегированного отношения предпочтения, 

удовлетворяющего требованию минимальности суммарного расстояния до экспертных 
предпочтений. Профиль экспертных предпочтений может быть задан бинарными от­
ношениями на множестве альтернатив или численными оценками альтернатив. Пред­
ложен способ построения матриц предпочтения в случае задания численных оценок 
альтернатив или информации о том, во сколько раз одна альтернатива превосходит
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другую. Вид агрегированного отношения, минимально удалённого от экспертных пред­
почтений, зависит от типа экспертной информации и формы её представления, а так­
же от выбора формулы для нахождения расстояния между матрицами предпочтений. 
Проведён сравнительный анализ предложенных алгоритмов, который позволит лицу, 
принимающему решение, найти разумный компромисс между непротиворечивостью 
агрегированного отношения и максимальным учётом экспертной информации.
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