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На основе представления об особой точке деформируемого тела в виде бес-
конечно малой частицы, получаемой в результате стягивания к ней элемен-
тарного объема, изучаются ограничения на параметры состояния в точках
края поверхности соединения двухслойного цилиндра. Устанавливаются ва-
рианты возможных постановок задач механики деформируемого твердого
тела. Выявляются критические сочетания геометрических и материальных
параметров, приводящие к сингулярному характеру напряженного состоя-
ния в особых точках.
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линдр, температурная нагрузка.

В настоящее время для исследования полей напряжений вблизи особых точек
деформируемых тел (вершин клиньев, конусов, многогранников, точек края по-
верхностей соединения тел и т.п.) применяются два подхода. Первый из них (да-
лее классический или асимптотический) разрабатывается авторами публикаций
[1–17 и др.]. Классический подход характерен тем, что особая точка в нем исклю-
чается из области поиска решения. Это делается путем помещения в особую точ-
ку полюса криволинейной системы координат (полюс не может быть точкой об-
ласти построения решения, так как в нем отсутствует однозначное соответствие
между координатами и точкой тела). Исключение особой точки приводит к неаде-
кватному определению напряжений в ее окрестности, так как при этом не рас-
сматриваются условия непосредственно в особой точке. Кроме того, в данном
случае отсутствует механический смысл получаемого асимптотического решения,
поскольку невозможно указать элементарный объем, в котором такое решение
реализуется. Альтернативный (неклассический) подход к изучению напряжений в
особых точках и их окрестностях предлагается в публикациях [18–24]. В этом
подходе особая точка считается бесконечно малой частицей среды (тела), полу-
чающейся путем стягивания в нее элементарного объема. Такое представление о
точке сплошной среды разработано учеными XVIII века (Даниил и Иоганн Бер-
нулли, Ж. Л. Д’Аламбер и Л.Эйлер [25]) и используется современными исследо-
вателями. Элементарным объемом в рассматриваемом контексте является конти-
нуальная модель представительного объема изучаемого тела. Параметры состоя-
ния элементарного объема однородны и сохраняют свои значения при стягивании
в бесконечно малую частицу. Поэтому параметры состояния в точке сплошной
среды (в частности, в особой точке) совпадают с параметрами состояния содер-
жащего ее элементарного объема. Изучение напряженного состояния в особых
точках и их окрестностях на основе альтернативного подхода показывает, что не-
обычность (уникальность) этих точек в деформируемых твердых телах проявляет-
ся в избыточном количестве (по сравнению с обычными точками поверхности те-
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ла) задаваемых в них ограничений [18–24]. Данное обстоятельство обусловливает
неклассическую постановку задач механики деформируемого твердого тела, со-
держащего особые точки. Неклассические (в указанном смысле) задачи рассмат-
ривались в работах [18] – однородные плоские клинья, [20, 21]– составные пло-
ские клинья, [22] – составные пространственные ребра, [23] – круговые и состав-
ные конусы, [24] – внутренние особые точки плоских элементов конструкций.

В настоящей статье неклассический подход используется для изучения пара-
метров состояния на линии особых точек, расположенной на свободной торцевой
поверхности составного цилиндра и представляющей собой ребро, образованное
пересечением торцевых поверхностей составляющих элементов. Устанавливают-
ся соответствующие постановки задач механики деформируемого твердого тела
(МДТТ). Приводится решение задачи о температурной нагрузке двухслойного по-
лого цилиндра, согласующееся со всеми задаваемыми в особых точках ограниче-
ниями.

1. Постановка задачи

Рассматривается двухслойный цилиндр. Его торцевое и осевое сечения пред-
ставлены на рис. 1 и 2. Принимается, что торцевые поверхности составляющих
цилиндров 1 и 2 образуют ребро Г. Считается, что плоскости constϕ = являются
нормальными плоскостями ребра Г. Углы между касательными к линиям пересе-
чения нормальной плоскости ребра Г и общей образующей цилиндров 1 и 2 обо-
значаются соответственно иα β  (рис. 2).

Рис. 1. Торцевое сечение
двухслойного цилиндра

Fig. 1. End section
of a double-layered cylinder

Рис. 2. Осевое сечение
двухслойного цилиндра

Fig. 2. Axial section
of a double-layered cylinder

Область изменения параметров иα β  задается неравенствами:
0 , 0 , 0 2 .< α < π < β < π < α + β < π (1)

Через n , m обозначаются нормали в точках ребра Г к касательным плоскостям
поверхностей, образующих ребро.  Через  'n , 'm  обозначаются орты, перпенди-
кулярные соответственно направлениям n , m . Приняты обозначения: kE , kG ,

kν , kω  ( 1, 2)k = – модули Юнга, модули сдвига, коэффициенты Пуассона и тем-

пературной деформации составляющих цилиндров; ( )k
ijσ , ( )k

ijε  ( 1, 2)k =  – физиче-
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ские компоненты напряжений и деформаций; nσ , 1nτ , 2nτ – нормальное и каса-
тельные напряжения в направлении соответственно 'n  и 2r  ( 2r – орт, определяю-
щий угловое направление цилиндрической системы координат) на площадке, ори-
ентируемой  ортом n ;  mσ , 1mτ , 2mτ – нормальное и касательные напряжения в
направлении соответственно 'm  и 2r  на площадке, ориентируемой ортом m ;

T∆ – приращение температуры. Считается, что на торцевом  сечении отсутствует
поверхностная нагрузка. К ребру (т.А) примыкают элементарные объемы скреп-
ленных цилиндров 1 и 2. В соответствии с принятой концепцией эти элементар-
ные  объемы при стягивании к точке А образуют особые точки. Напряжения и де-
формации в особых точках совпадают с напряжениями и деформациями соответ-
ствующих элементарных объемов. Для параметров состояния в рассматриваемых
элементарных объемах выполняются следующие условия:

1) равенство нулю поверхностных нагрузок:

1 2 1 20, 0, 0; 0, 0, 0n n n m m mσ = τ = τ = σ = τ = τ = ; (2)
2) непрерывность напряжений на поверхности соединения составляющих ци-

линдров
(1) (2) (1) (2) (1) (2), ,rr rr rr r r r rz rz rzϕ ϕ ϕσ = σ = σ σ = σ = σ σ = σ = σ ; (3)

3) непрерывность деформаций на поверхности соединения составляющих эле-
ментов (следует из совпадения поверхностей скрепляемых тел с поверхностью со-
единения)

(1) (2) (1) (2) (1) (2), , .zz zz z zϕϕ ϕϕ ϕ ϕε = ε ε = ε ε = ε
(4)

Через физические компоненты тензоров напряжений равенства (2) с использо-
ванием равенств (3) в цилиндрической системе координат запишутся соотноше-
ниями

 
( ) ( )

( ) ( )

2 (1) 2

(1) 2 2

2 (2) 2

(2) 2 2

cos 2 cos sin sin 0,
cos sin cos sin 0,

cos 2 cos sin sin 0,
cos sin cos sin 0;

rr rz zz

rr zz rz

rr rz zz

zz rr rz

σ α − σ α α + σ α =

σ − σ α α + σ α − α =

σ β + σ β β + σ β =

σ − σ β β + σ β − β =

(5)

 
(1)

(2)

cos sin 0,

cos sin 0.
r z

r z

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−σ α + σ α =

σ β + σ β =
(6)

Уравнения (5) являются автономной системой линейных однородных уравне-
ний относительно компонент (1) (2), , ,zz zz rr rzσ σ σ σ . Определитель этой системы урав-
нений

sin sin sin( )∆ = − α β α + β (7)
в области (1) изменения параметров ,α β  обращается в нуль в точках

.α + β = π (8)
Равенства (4) с использованием физических уравнений термоупругости и ра-

венств (3) преобразуются к виду
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( ) ( )(1) (1) (2) (2)
1 1 1 2 2 2

1 2

1 1
zz rr zz rrT T

E Eϕϕ ϕϕσ − ν σ − ν σ + ω ∆ = σ − ν σ − ν σ + ω ∆ ; (9)

( ) ( )(1) (1) (2) (2)
1 1 1 2 2 2

1 2

1 1
rr zz rr zzT T

E Eϕϕ ϕϕσ − ν σ − ν σ + ω ∆ = σ − ν σ − ν σ + ω ∆ ; (10)

(1) (2)

1 2

1 1 .z zG Gϕ ϕσ = σ (11)

Задача состоит в исследовании возможных решений построенных уравнений
(5), (6), (9) – (11) и выявлении в зависимости от геометрических и материальных
параметров независимых ограничений на параметры состояния в особых точках.

2. Построение ограничений на параметры состояния в особых точках

Ограничениями на параметры состояния в особых точках являются решения
систем уравнений (5) и (6), (11). В этом пункте рассматриваются возможные  случаи
таких решений. Каждому случаю отвечает независимая постановка задачи, потому
что ограничения в каждом случае различаются и количеством и содержанием.

2.1. Случай ≠α +β π.
Определитель (7) системы уравнений (5) не обращается в нуль. Ее решение

(1) (2) 0.zz zz rz rrσ = σ = σ = σ = (12)
Равенства (9), (10) приводятся к системе уравнений относительно напряжений

(1)
ϕϕσ  и (2)

ϕϕσ

( ) ( )(1) (2) (1) (2)1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 1, .T T
E E E Eϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ
ν ν

σ − σ = ω − ω ∆ − σ + σ = ω − ω ∆ (13)

Определитель этой системы

( )1 1 2
1 2

1
E E

∆ = ν − ν (14)

обращается в нуль при выполнении равенства 1 2ν = ν , поэтому возможны случаи
1) − T1 2(ω ω )∆ = 0.  Система уравнений (13) однородна.

а) если 1 2ν ≠ ν , ее решение тривиально (1) (2) 0.ϕϕ ϕϕσ = σ =

б) если 1 2ν = ν , уравнения (13) линейно зависимы. Напряжения (1) (2),ϕϕ ϕϕσ σ  свя-
заны равенством

(1) (2)
2 1 0.E Eϕϕ ϕϕσ − σ = (15)

2) − ≠T1 2(ω ω )∆ 0.
а) если 1 2ν ≠ ν , система уравнения (13) имеет решение

( ) ( )
( )

(1) 1 2 2 1

1 2

1
,

T E
ϕϕ

ω − ω ∆ + ν
σ =

ν − ν
 ( ) ( )

( )
(2) 1 2 1 2

1 2

1
.

T E
ϕϕ

ω − ω ∆ + ν
σ =

ν − ν
(16)

б) если 1 2ν = ν , ранг расширенной матрицы уравнений (13) оказывается боль-

шим, чем ранг системы, поэтому она несовместна. Напряжения (1) (2),ϕϕ ϕϕσ σ  при стрем-

лении 1ν  к 2ν  в особых точках стремятся к неограниченно большим значениям.
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Равенства (6), (11) образуют систему линейных однородных уравнений отно-
сительно напряжений (1) (2), ,r z zϕ ϕ ϕσ σ σ . Определитель этой системы

2
1 2

1 1sin cos sin cos
G G

∆ = β α + α β

обращается в нуль при условии

1 2

1 1ctg ctg 0.
G G

α + β = (17)

Если условия (17) не выполняются, уравнения (6),  (11) имеют тривиальное
решение

(1) (2)0, 0, 0r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ = . (18)

Если условие (17) выполняется, ранг системы уравнений (6), (11) равен двум,
напряжения (1) (2),z zϕ ϕσ σ могут быть выражены через rϕσ :

(1) (2)ctg , ctg .z r z rϕ ϕ ϕ ϕσ = σ α σ = −σ β (19)

Рассмотренные выше случаи сведены в табл.1.

Т а б л и ц а  1

Ограничения на компоненты напряжений в особых точках
для случая α + β ≠ π

№ Условия на материальные
параметры и T∆

Ограничения
(дополнительно к равенствам (3))

Количество
ограничений

1 2 3 4

1 1 2

1 1ctg ctg 0,
G G

α + β ≠

1 2( ) 0,Tω − ω ∆ =  1 2ν ≠ ν

(1) (2)0, 0, 0, 0,zz zz rz rrσ = σ = σ = σ =
(1) (2)0, 0, 0,r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ =

(1) (2)0, 0ϕϕ ϕϕσ = σ =

Двенадцать

2 1 2

1 1ctg ctg 0,
G G

α + β ≠

1 2( ) 0,Tω − ω ∆ = 1 2ν = ν

(1) (2)0, 0, 0, 0,zz zz rz rrσ = σ = σ = σ =
(1) (2)0, 0, 0,r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ =

(1) (2)
2 1 0E Eϕϕ ϕϕσ − σ =

Одиннадцать

3 1 2

1 1ctg ctg 0,
G G

α + β ≠

1 2( ) 0,Tω − ω ∆ ≠ 1 2ν ≠ ν

(1) (2)0, 0, 0, 0,zz zz rz rrσ = σ = σ = σ =
(1) (2)0, 0, 0,r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ =

( ) ( )
( )

(1) 1 2 2 1

1 2

1
,

T E
ϕϕ

α − α ∆ + ν
σ =

ν − ν

( ) ( )
( )

(2) 1 2 1 2

1 2

1T E
ϕϕ

α − α ∆ + ν
σ =

ν − ν

Двенадцать

4 1 2

1 1ctg ctg 0,
G G

α + β ≠

1 2( ) 0,Tω − ω ∆ ≠ 1 2ν = ν
Ограничения несовместны ––
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О к о н ч а н и е  т а б л .  1

1 2 3 4

5 1 2

1 1ctg ctg 0,
G G

α + β =

1 2( ) 0,Tω − ω ∆ = 1 2ν ≠ ν

(1) (2)0, 0, 0, 0,zz zz rz rrσ = σ = σ = σ =
(1) (2)ctg , ctg ,z r z rϕ ϕ ϕ ϕσ = σ α σ = −σ β

(1) (2)0, 0ϕϕ ϕϕσ = σ =

Одиннадцать

6 1 2

1 1ctg ctg 0,
G G

α + β =

1 2( ) 0,Tω − ω ∆ = 1 2ν = ν

(1) (2)0, 0, 0, 0,zz zz rz rrσ = σ = σ = σ =
(1) (2)ctg , ctg ,z r z rϕ ϕ ϕ ϕσ = σ α σ = −σ β

(1) (2)
2 1 0E Eϕϕ ϕϕσ − σ =

Десять

7 1 2

1 1ctg ctg 0,
G G

α + β =

1 2( ) 0,Tω − ω ∆ ≠ 1 2ν ≠ ν

(1) (2)0, 0, 0, 0,zz zz rz rrσ = σ = σ = σ =
(1) (2)ctg , ctg ,z r z rϕ ϕ ϕ ϕσ = σ α σ = −σ β

( ) ( )
( )

(1) 1 2 2 1

1 2

1
,

T E
ϕϕ

α − α ∆ + ν
σ =

ν − ν

( ) ( )
( )

(2) 1 2 1 2

1 2

1T E
ϕϕ

α − α ∆ + ν
σ =

ν − ν

Одиннадцать

8 1 2

1 1ctg ctg 0,
G G

α + β =

1 2( ) 0,Tω − ω ∆ ≠ 1 2ν = ν
Ограничения несовместны ––

Таким образом, для случая α + β ≠ π  возможны шесть различных вариантов
формулировки ограничений в особых точках и, следовательно, шесть различных
постановок задач МДТТ.  Во всех этих вариантах, различающихся условиями для
материальных и геометрических параметров, количество ограничений  в особых
точках превосходит количество обычно принимаемых авторами в подобных задачах
ограничений равное девяти (равенства (2), (3)). Это увеличение связано с включе-
нием в список ограничений соотношений (4), которые в случае различных матери-
альных параметров составляющих цилиндров не выполняются тождественно.

2.2.  Случай + =α β π.
Уравнения (5), (6) принимают вид

( ) ( )

( ) ( )

2 (1) 2

(1) 2 2

2 (2) 2

(2) 2 2

cos 2 cos sin sin 0,
cos sin cos sin 0,

cos 2 cos sin sin 0,
cos sin cos sin 0;

rr rz zz

rr zz rz

rr rz zz

zz rr rz

σ α − σ α α + σ α =

σ − σ α α + σ α − α =

σ α − σ α α + σ α =

− σ − σ α α + σ α − α =

(20)

(1) (2)cos sin 0, cos sin 0.r z r zϕ ϕ ϕ ϕ−σ α + σ α = − σ α + σ α = (21)

Ранг матрицы системы уравнений (20) равен трем. Следовательно, три компо-
нента напряжений выражаются через четвертый:

(1) 2ctg ,zz rrσ = ασ    (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ    ctg .rz rrσ = ασ (22)
Из уравнений (21) следуют зависимости

(1) (2)ctg , ctg .z r z rϕ ϕ ϕ ϕσ = σ α σ = σ α (23)
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Соотношения (9), (10), (11) запишутся равенствами

( )(1) (2)1 2
1 2

1 2
,rrF T

E Eϕϕ ϕϕ
ν ν

σ − σ + σ = ω − ω ∆ (24)

 ( )(1) (2)
1 2

1 2

1 1 ,rrH T
E Eϕϕ ϕϕ− σ + σ + σ = ω − ω ∆ (25)

1 2

1 1 ctg 0.rG G ϕ
⎛ ⎞

− σ α =⎜ ⎟
⎝ ⎠

(26)

В этих равенствах обозначено

( ) ( ) ( )2 2 21 2
1 2

1 2 1 2

1 1ctg ctg , ctg 1 .F H
E E E E

ν ν⎛ ⎞
= − α − ν + α − ν = − α +⎜ ⎟

⎝ ⎠
Возможны следующие случаи решений системы уравнений (24) и (25)
1) 1 2ν ≠ ν . Ранг системы уравнений (24), (25) равен двум. Напряжения

(1) (2),ϕϕ ϕϕσ σ  можно выразить через напряжение rrσ  и приращение температуры:

( )
( )

( ) ( )
( )

(1) 2 1 1 2 2 1

1 2 1 2

1rrF H E T E
ϕϕ

+ ν σ ω − ω ∆ + ν
σ = − +

ν − ν ν − ν
; (27)

( )
( )

( ) ( )
( )

(2) 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1
.rrF H E T E

ϕϕ
+ ν σ ω − ω ∆ + ν

σ = − +
ν − ν ν − ν

(28)

2) 
 

2

1 2 2
ctg .

1 ctg
α

ν = ν ≠
+ α

 Ранг системы уравнений (24), (25) равен двум. Опреде-

ляется напряжение
( )

( ) ( )
1 2 1 2

2 2
1 2 [ctg 1 ctg ]rr

T E E
E E

ω − ω ∆
σ =

− α − ν + α
(29)

и линейная комбинация
( )

( )
2

(1) (2) 1 2
2 2

1 2

ctg1 1 .
ctg 1 ctg

T
E Eϕϕ ϕϕ

− α α − α ∆
σ − σ =

α − ν + α
(30)

3) 
2

1 2 2
ctg .

1 ctg
α

ν = ν =
+ α

 Ранг системы уравнений (24), (25) равен единице. Ранг

расширенной матрицы равен двум, если 1 2( ) 0Tω − ω ∆ ≠ . Ограничения на пара-
метры состояния в особых точках несовместны. Когда геометрические и матери-
альные параметры элемента конструкции стремятся к данному сочетанию, напря-
жения в особых точках неограниченно возрастают. При выполнении условия

1 2( ) 0Tω − ω ∆ = ранги матрицы системы уравнений (24), (25) и ее расширенной
матрицы совпадают, уравнения становятся зависимыми. Любое из них определяет
связь между напряжениями (1) (2),ϕϕ ϕϕσ σ и rrσ .

Из равенства (26) следует, что при выполнении какого-либо из условий

1 2 , ctg 0G G= α = (31)

на напряжения rϕσ  ограничения не накладываются. Если ни одно из условий (31)
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не выполняется, напряжения rϕσ подчиняются ограничению

0.rϕσ = (32)
Результаты данного пункта сведены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Ограничения в особых точках для случая α + β = π

№
Условия на матери-
альные параметры и

T∆

Ограничения
(дополнительно к равенствам (1.3))

Количество
ограничений

1 2 3 4

1
2 1( )ctg 0,G G− α ≠

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ ≠

1 2ν ≠ν

ctg ,rz rrσ = ασ (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)0, 0, 0,r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ =

( )
( )

( ) ( )
( )

(1) 2 1 1 2 2 1

1 2 1 2

1
,rrF H E T E

ϕϕ
+ ν σ α −α ∆ +ν

σ =− +
ν −ν ν −ν

( )
( )

( ) ( )
( )

(2) 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1rrF H E T E
ϕϕ

+ ν σ α −α ∆ +ν
σ =− +

ν −ν ν −ν

Одиннадцать

2

2 1( )ctg 0,G G− α ≠

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ ≠
2

1 2 2
ctg

1 ctg
α

ν =ν =ν ≠
+ α

ctg ,rz rrσ = ασ (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)0, 0, 0,r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ =

( )
( )

2
(1) (2) 1 2

2 2
1 2

ctg1 1 ,
ctg 1 ctg

T
E Eϕϕ ϕϕ

− α α −α ∆
σ − σ =

α−ν + α

( )
( ) ( )( )

1 2 1 2
2 2

1 2 ctg 1 ctgrr
TE E

E E
α −α ∆

σ =
− α−ν + α

Одиннадцать

3

2 1( )ctg 0,G G− α ≠

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ ≠
2

1 2 2
ctg

1 ctg
α

ν =ν =ν =
+ α

Ограничения несовместны
––

4
2 1( )ctg 0,G G− α ≠

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ =

1 2ν ≠ν

ctg ,rz rrσ = ασ (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)0, 0, 0,r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ =

( )
( )

(1) 2 1

1 2
,rrF H E

ϕϕ
+ ν σ

σ =−
ν −ν

 ( )
( )

(2) 1 2

1 2

rrF H E
ϕϕ

+ ν σ
σ =−

ν −ν

Одиннадцать

5

2 1( )ctg 0,G G− α ≠

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ =
2

1 2 2
ctg

1 ctg
α

ν =ν =ν ≠
+ α

ctg ,rz rrσ = ασ  (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ  (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)0, 0, 0,r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ =

(1) (2)

1 2

1 1 0,
E Eϕϕ ϕϕσ − σ =

 

0rrσ =

Одиннадцать

6

2 1( )ctg 0,G G− α ≠

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ =
2

1 2 2
ctg

1 ctg
α

ν =ν =ν =
+ α

ctg ,rz rrσ = ασ (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)0, 0, 0,r z zϕ ϕ ϕσ = σ = σ =

(1) (2)

1 2

1 1 0rrH
E Eϕϕ ϕϕ− σ + σ + σ =

Десять
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О к о н ч а н и е  т а б л .  2

1 2 3 4

7

2 1( )ctg 0,G G− α =

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ ≠

1 2ν ≠ν

ctg ,rz rrσ = ασ (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)ctg , ctg ,z r z rϕ ϕ ϕ ϕσ =σ α σ =σ α

( )
( )

( ) ( )
( )

(1) 2 1 1 2 2 1

1 2 1 2

1
,rrF H E T E

ϕϕ
+ ν σ α −α ∆ +ν

σ =− +
ν −ν ν −ν

( )
( )

( ) ( )
( )

(2) 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1rrF H E T E
ϕϕ

+ ν σ α −α ∆ +ν
σ =− +

ν −ν ν −ν

Десять

8

2 1( )ctg 0,G G− α =

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ ≠
2

1 2 2
ctg

1 ctg
α

ν =ν =ν ≠
+ α

ctg ,rz rrσ = ασ (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)ctg , ctg ,z r z rϕ ϕ ϕ ϕσ =σ α σ =σ α

( )
( )

2
(1) (2) 1 2

2 2
1 2

ctg1 1 ,
ctg 1 ctg

T
E Eϕϕ ϕϕ

− α α −α ∆
σ − σ =

α−ν + α

( )
( ) ( )( )

1 2 1 2
2 2

1 2 ctg 1 ctgrr
TE E

E E
α −α ∆

σ =
− α−ν + α

Десять

9

2 1( )ctg 0,G G− α =

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ ≠

/2α ≠ π
2

1 2 2
ctg

1 ctg
α

ν =ν =ν =
+ α

Ограничения несовместны
––

10
2 1( )ctg 0,G G− α =

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ =

1 2ν ≠ν

ctg ,rz rrσ = ασ (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)ctg , ctg ,z r z rϕ ϕ ϕ ϕσ =σ α σ =σ α

( )
( )

(1) 2 1

1 2
,rrF H E

ϕϕ
+ ν σ

σ =−
ν −ν

( )
( )

(2) 1 2

1 2

rrF H E
ϕϕ

+ ν σ
σ =−

ν −ν

Десять

11 2 1( )ctg 0,G G− α =

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ =

ctg ,rz rrσ = ασ (1) 2ctg ,zz rrσ = ασ (2) 2ctg ,zz rrσ = ασ
(1) (2)ctg , ctgz r z rϕ ϕ ϕ ϕσ =σ α σ =σ α

Десять

2

1 2 2
ctg

1 ctg
α

ν =ν =ν ≠
+ α

(1) (2)

1 2

1 1 0,
E Eϕϕ ϕϕσ − σ =

0rrσ =

12

2 1( ) 0,G G− = /2α ≠ π

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ =
2

1 2 2
ctg

1 ctg
α

ν =ν =ν =
+ α

Соединяемые элементы имеют одинаковые ма-
териальные параметры. Постановка упругой за-
дачи совпадает с постановкой в классическом
случае

13

2 1,G G≠

1 2( ) 0,Tω −ω ∆ =

1 2ν =ν =ν

/2α =π

0,rzσ = (1) 0,zzσ = (2) 0,zzσ =

(1) (2)0, 0,z zϕ ϕσ = σ =  (1) (2)

1 2

1 1 0rrH
E Eϕϕ ϕϕ− σ + σ + σ =

Девять
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Из табл. 2 видно, что для случая α + β = π  возможны одиннадцать совместных
вариантов формулировки ограничений в особых точках. В варианте 12 матери-
альные параметры G и ν  соединяемых элементов совпадают, поэтому он отвеча-
ет нагружению однослойного цилиндра (при 0T∆ = различие коэффициентов 1ω
и 2ω  не сказывается на решении задачи). Равенства (24) – (26) выполняются тож-
дественно. Задача становится классической. Во всех остальных вариантах количе-
ство ограничений в особых точках превосходит количество ограничений, выте-
кающих из равенств (2), (3), принимаемых во внимание в классическом подходе.

3. Пример. Температурное  нагружение двухслойного полого цилиндра

Рассматривается температурное нагружение двухслойного полого цилиндра
(рис. 1 и 2) при следующих геометрических и материальных параметрах:
R = 0.1 м, h1 = 0.005 м, h2 = 0.001 м, H = 0.3 м, E1 = 100 ГПа, ν1 = 0.3, ν2 = 0.28,
ω1 = 0.5·10−5 1/град, ω2 = 0.8·10−5 1/град, 100oT C∆ = , / 2α = β = π . Жесткость
внешнего цилиндра E2 варьируется (60−146 ГПа). В табл. 2. (случай 1) выписаны
ограничения, накладываемые на физические компоненты напряжений. Решение
задачи строится численно-аналитическим итерационным методом, описанным в
работе [19].  Характерный размер конечно-элементной сетки вблизи точек ребра
был равен 0.5·10−5 м. Результаты вычислений приводятся на рис. 3 – 4.

На рис. 3 показаны радиальные напряжения вблизи линии особых точек в тор-
цевом сечении. Интересно, что знак этих напряжений зависит от жесткости ци-
линдров. При повышении температуры в точках края поверхности соединения
напряжения растягивающие, если внутренний цилиндр более жесткий, и сжи-
мающие, – если менее жесткий. Это обстоятельство можно использовать, к при-
меру, в задачах защиты цилиндрических конструкций от коррозии.

0.1050030.105000  0.104998  0.104995  

-200

-100

0

100

200
2

1

r, м

σrr, МПа

Рис. 3. Напряжения σrr в точках торцевого сечения:
сплошная линия во внутреннем цилиндре, штриховая
– во внешнем. 1 – E2 = 60 ГПа; 2 – E2 = 146 ГПа
Fig. 3. Stress values rrσ at the points of end section:
the solid line corresponds to the inner cylinder; the dashed,
to the outer cylinder. E2 = (1) 60 and (2) 146 GPa
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На рис. 4, а показаны напряжения zzσ  в составляющих цилиндрах вблизи ли-
нии особых точек в направлении общей образующей. Видно, что эти напряжения
в окрестности особой точки имеют значительную величину, но равны нулю в са-
мой точке, что согласуется с соотношениями, представленными в табл. 2.

2

1

2

0.0299990.029997            z, м 

1

0

10

20

30

40

∆σϕϕ, МПа 

0.029995          

-100

0

100

200

300

σzz, МПа
а

b

Рис. 4. Напряжения в окрестности особой точки вдоль
образующей поверхности соединения цилиндров:
1 – внутренний цилиндр; 2 – внешний цилиндр,
E2 = 60 ГПа: а – σzz;  b – невязка выполнения
равенств (27), (28). Сплошная линия – итерационное
решение; штриховая линия – ANSYS-решение
Fig. 4. Stress values in the vicinity of singular point along
a generator of cylinders’ joint surface: 1, inner cylinder
and 2, outer cylinder at E2 = 60 GPa: a) zzσ  and b) dis-
crepancy in the equalities (27) and (28). The solid line in-
dicates the iterative solution; the dashed line, the ANSYS-
solution

На рис. 4, b показана умноженная на разность 1 2( )ν − ν  невязка выполнения
равенств (27), (28). На линии особых точек торцевого сечения эти равенства
должны выполняться, поэтому невязка в этих точках должна обращаться в нуль.
Видно, что при приближении к линии особых точек невязка по равенствам (27),
(28) в решении  задачи стремится к нулю. В ANSYS-решении (классический под-
ход), построенном на той же конечно элементной сетке, ограничения (27), (28) на
компоненты напряжений в особой точке не выполняются. Вне малой окрестности
особой точки классическое и неклассическое решения совпадают.
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Заключение

Представление о точке сплошной среды в виде бесконечно малой частицы, по-
лучаемой в результате  стягивания к ней элементарного объема, распространяется
на особые точки деформируемых тел. Предлагаемый подход позволяет сформу-
лировать в особых точках задаваемые условия (ограничения) на параметры со-
стояния. Показано, что количество таких ограничений в рассматриваемой задаче
определяется материальными и геометрическими параметрами элемента конст-
рукции и, как правило, превышает количество граничных условий в обычной точ-
ке поверхности тела. Это обстоятельство  обусловливает неклассическую поста-
новку задач МДТТ. Установлены сочетания материальных и геометрических па-
раметров, указывающие на критическое состояние элемента конструкции в том
смысле, что при выполнении таких сочетаний напряжения в особых точках неог-
раниченно возрастают. С использованием итерационного численно-аналитиче-
ского метода [19] исследовано напряженное состояние двухслойного цилиндра
при температурной нагрузке. Показано, что полученное решение на линии особых
точек торцевой поверхности согласуется со всеми задаваемыми в этих точках ог-
раничениями.

Приведенные в работе результаты найдут применение в исследовании кро-
мочных эффектов слоистых конструкций, механике композитов, изучении кон-
центрации напряжений в точках края поверхностей клеевых соединений, и т.п.
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NEAR THE SINGULAR POINTS AT A LOAD-FREE END SECTION OF A LAYERED
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In this paper, special points of a composite deformable body (points on the edge of joint
surface) are considered as ordinary points of continuous medium representing infinitely small
particles obtained by contracting elementary volumes towards these points. Such an approach
supposes the singular points to be located in the solution area and makes it possible to formulate
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the conditions (restrictions) for state parameters in these points. It is shown that the number of
restrictions on the line of singular points on the end face of double-layered cylinder is defined by
material and geometric parameters of the structural element, and, generally, exceeds the number
of boundary conditions specified at the ordinary points of body surface. This fact specifies a non-
classical formulation of the problem of deformable solid mechanics. In this work, various
statements of the solid mechanics problems are developed for a considered construction element.
The critical combinations of geometric and material parameters leading to a singular nature of the
stress state at the singular points are revealed. A solution to the problem of double-layered
cylinder under temperature loading is obtained using the numerical-analytical iterative method.
The results presented could be applied in mechanics of composites and during the study of edge
effects in the layered structures or stress concentration at the points of surface edge of glue joints.
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