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ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Теоретические основы прикладной дискретной математики № 43
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АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ МИНИМАЛЬНОЙ СТЕПЕНИ
ПОЛИНОМА НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

ДЛЯ ФУНКЦИИ НАД ВЕКТОРНЫМ ПРОСТРАНСТВОМ
В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ВЫБОРА НЕПРИВОДИМОГО МНОГОЧЛЕНА

С.А. Белов

Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, г. Москва, Россия

Рассматриваются преобразования над векторным пространством p-ичных векто-
ров длины n, где p — простое число. Каждому такому преобразованию ставится
в соответствие полином над конечным полем GF(pn). Конечное поле представ-
ляется кольцом вычетов по модулю неприводимого многочлена. В общем случае,
в зависимости от выбора неприводимого многочлена, преобразованию над век-
торным пространством соответствуют различные полиномы над конечным по-
лем. Предложен алгоритм поиска минимальной степени среди таких полиномов и
неприводимого многочлена, при котором эта степень достигается.

Ключевые слова: конечное поле, неприводимый многочлен, булевы функции,
блочный шифр.
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AN ALGORITHM FOR FINDING THE MINIMUM DEGREE
OF A POLYNOMIAL OVER A FINITE FIELD FOR A FUNCTION

OVER A VECTOR SPACE DEPENDING ON THE CHOICE
OF AN IRREDUCIBLE POLYNOMIAL

S.A. Belov

Moscow State University, Moscow, Russia

E-mail: serbel.sci@gmail.com

The transformations of the vector space of p-ary vectors of length n, where p is a prime
number, are considered. Each such a transformation is assigned to a polynomial over
a finite field GF(pn). The finite field is represented by a residue ring modulo an irre-
ducible polynomial. In general, depending on the choice of the irreducible polynomial,
different polynomials over the finite field will correspond to the transformation over
the vector space. In this paper, we propose an algorithm for finding the minimal
degree of such a polynomial and an irreducible polynomial at which this degree is
achieved. The algorithm is based on the calculation of expressions for polynomial
coefficients through its values. In the process of the algorithm, the elements of finite
fields are treated as polynomials. To compute specific irreducible polynomials, the
Euclid algorithm computes the greatest common divisor of these expressions and the
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polynomial, which is the product of all irreducible polynomials of degree n. To work
up to degree d, the algorithm requires storage of O(pnn) elements from GF(p) and
O(pnn2d4w) operations of addition and multiplication modulo p where w is the num-
ber of elements on which the polynomial is nonzero. Thus, the algorithm is especially
effective for functions that have many zero values. The minimal degree polynomials
for the S-boxes of block ciphers (GOST 28147-89, ICEBERG, LUFFA, LUCIFER,
SERPENT, AES, PRESENT, GOST 34.12-2015) as well as the irreducible polynomi-
als at which this degree is achieved have been computed.

Keywords: finite field, irreducible polynomial, Boolean functions, block cipher.

Введение
Пусть задано преобразование g(x) над векторным пространством p-ичных векто-

ров длины n, где p—простое число. Конечное поле GF(pn) будем рассматривать как
кольцо вычетов по неприводимому многочлену h(θ). При условии, что известно соот-
ветствие между p-ичными векторами длины n и элементами конечного поля, каждому
преобразованию g(x) можно поставить в соответствие полином f(x) над полем GF(pn).
При различных неприводимых многочленах h1(θ) и h2(θ) преобразованию g(x) соответ-
ствуют, вообще говоря, различные полиномы над конечным полем. В работе рассмат-
ривается следующая задача: необходимо найти такой неприводимый многочлен, чтобы
в поле, построенном как кольцо вычетов по модулю этого неприводимого многочле-
на, степень полинома, соответствующего заданному преобразованию над векторным
пространством, была наименьшей. Подобная задача рассматривалась в [1] для функ-
ций над полями характеристики два. Авторы показали, что полиномы f1(x) и f2(x)
заданной функции f(x) для пары неприводимых многочленов R1(x) и R2(x) связаны
соотношением f2(x) = L(f1(L

−1(x)))), где L является обратимым линейным преобра-
зованием рассматриваемого поля. В данной работе предложен иной подход к вычис-
лению минимальной степени многочлена, представляющего функцию над векторным
пространством, для различных неприводимых многочленов, который применим для
полей произвольной характеристики.

1. Определения и обозначения
Введём определения и обозначения, которые использованы в дальнейшем, а также

необходимые утверждения из теории конечных полей [2]:
GF(q) —конечное поле из q элементов. Для конечного поля GF(q) число q имеет вид

q = pn, где p—простое число, n — натуральное. Число p называется характеристикой
конечного поля. Далее записи GF(q) и GF(pn) будем считать равнозначными.

Vn(p) — векторное пространство p-ичных векторов длины n с операциями поэле-
ментного сложения векторов по модулю p и умножения вектора на скалярное значение
по модулю p. Для пространства V1(p) будем использовать сокращённую запись V (p).

Fq[x] —множество многочленов переменной x над полем GF(q). Любая функция
f : GF(q) → GF(q) может быть представлена в виде многочлена одной переменной
над полем GF(q) степени не более q − 1.

Если функция f : GF(q)→ GF(q) представляется полиномом
q−1∑
i=0

fix
i, то fi —коэф-

фициент этого многочлена при степени i.
Весом функции над конечным полем будем называть количество аргументов, на ко-

торых она принимает значение, отличное от нуля. НОД двух многочленов f(x) и g(x)
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будем обозначать
(
f(x), g(x)

)
. Носителем булевой функции называется множество на-

боров, на которых она принимает значение 1.
Множество вычетов по модулю числа pl−1 относительно операции умножения на p

распадается на подмножества, называемые циклотомическими классами по модулю
pl − 1 [3]. Циклотомический класс Cs, в котором s—наименьшее число, состоит из
чисел

Cs = {s, sp, sp2, . . . , spk−1},
где k—наименьшее натуральное число, для которого spk ≡ s (mod pl − 1). Старшим
представителем циклотомического класса будем называть наибольшее число из этого
класса.

Элементы конечного поля GF(pn) будем представлять многочленами из Fp[θ] сте-
пени меньше n, сложение и умножение которых осуществляется по модулю заданного
неприводимого многочлена. Когда операции над многочленами производятся не по
модулю неприводимого многочлена, а по обычным правилам сложения и умножения
многочленов в Fp[θ], будем подчёркивать это, явно записывая переменную θ в скобках.
Так, для a, b ∈ GF(q) запись c = ab означает умножение двух элементов конечного поля
(умножение многочленов по модулю неприводимого многочлена), а запись a(θ)b(θ) —
обычное умножение многочленов a(θ) и b(θ) в кольце Fp[θ].

Вектору c = (c0, c1, . . . , cn−1) из Vn(p) будем ставить в соответствие элемент
n−1∑
i=0

ciθ
i

конечного поля GF(pn). Для записи элементов конечного поля GF(pn) и соответству-
ющих им векторов Vn(p) будем также использовать запись в виде чисел. Вектору

c = (c0, c1, . . . , cn−1) из Vn(p) (и соответствующему ему элементу поля
n−1∑
i=0

ciθ
i) будем

ставить в соответствие число
n−1∑
i=0

cip
i из интервала [0, pn−1]. В дальнейшем будем запи-

сывать элементы конечного поля в виде многочленов переменной θ или в виде целых
чисел, а многочлены, задающие функции над конечными полями, — как многочлены
переменной x.

2. Формулы для коэффициентов многочлена над конечным полем
Пусть GF(q) —конечное поле, f : GF(q) → GF(q). Полином функции f можно

записать в канонической форме f(x) =
∑

a∈GF(q)
δa(x)f(a), где δa(x) =

{
1, x = a,

0, x 6= a.

В конечном поле верно равенство δa(x) = 1 − (x − a)q−1. Подставим выражения
для δa(x) и раскроем скобки:

f(x) =
∑

a∈GF(q)
δa(x)f(a) =

∑
a∈GF(q)

(1− (x− a)q−1)f(a) =

=
∑

a∈GF(q)
(1− (xq−1 + axq−2 + . . .+ aq−1))f(a) =

= −
∑

a∈GF(q)
(xq−1 + axq−2 + . . .+ aq−2x)f(a) + f(0).

Получаем формулу для коэффициентов полинома f(x):

fj =

−
∑

a∈GF(q)
aq−1−jf(a), если j = 1, 2, . . . , q − 1,

f(0), если j = 0.
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Теорема 1 [2]. Произведение I(q, n, x) всех нормированных неприводимых мно-
гочленов степени n из кольца Fq[x] задаётся формулой I(q, n, x) =

∏
d|n

(xq
d − x)µ(n/d) =

=
∏
d|n

(xq
n/d − x)µ(d), где µ(n) —функция Мёбиуса:

µ(n) =


1, если n = 1,

(−1)k, если n− произведение k различных простых чисел,
0, если n делится на квадрат простого числа.

Утверждение 1. Пусть h(x) —многочлен из кольца Fp[x]. Нормированный
неприводимый многочлен g(x) степени n, такой, что g(x) делит h(x), существует тогда
и только тогда, когда

(
h(x), I(p, n, x)

)
6= 1.

Прежде чем представить алгоритм нахождения минимальной степени полинома,
опишем его основную идею. Пусть задана функция g : Vn(p) → Vn(p). Вопрос,
при каком неприводимом многочлена полином f , соответствующий функции g, будет
иметь минимальную степень, равносилен вопросу, при каком неприводимом много-
члене наибольшее количество коэффициентов fq−1, fq−2, . . . , f1, f0, начиная со стар-
ших, будет равно нулю. Согласно полученной формуле, fj = −

∑
a∈GF(q)

aq−1−jf(a),

j = 1, 2, . . . , q − 1. Чтобы установить, при каких неприводимых многочленах fj = 0,
достаточно выяснить, какие неприводимые многочлены степени n делят fj(θ) =
= −

∑
a∈GF(q)

a(θ)q−1−jf(a)(θ). В силу утверждения 1, неприводимый многочлен де-

лит fj(θ) тогда и только тогда, когда
(
fj(θ), I(p, n, θ)

)
6= 1 в кольце Fp[θ]. На этом

основан алгоритм 1 поиска минимальной степени функции над конечным полем в за-
висимости от выбора неприводимого многочлена.

Алгоритм 1. Поиск минимальной степени функции

Вход: таблица значений функции g над Vn(p).
Выход: минимальная степень многочлена f над GF(pn).
1: d(θ)← I(p, n, θ)
2: Для j = q − 1, q − 2, . . . , 1, 0:
3: Если j > 0, то
4: fj(θ)←

∑
a∈GF(q)

a(θ)q−1−jf(a)(θ),

5: иначе
6: fj(θ)← f(0)(θ).
7: Если fj(θ) 6= 0, то
8: k(θ)←

(
d(θ), fj(θ)

)
.

9: Если k(θ) = 1, то
10: Вернуть j.
11: d(θ)← k(θ).
12: Вернуть 0.

Отметим, что алгоритм 1 может быть модифицирован таким образом, чтобы допол-
нительно получать и неприводимый многочлен, при котором достигается минимальная
степень. Для этого необходимо на шаге 10, если степень d(θ) равна n, выдать d(θ), а
если больше n, разложить d(θ) на множители и выдать любой из сомножителей.
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Утверждение 2. Алгоритм 1 всегда возвращает минимальную степень f(x) над
GF(pn) в зависимости от выбора неприводимого многочлена.

Доказательство. Чтобы показать корректность алгоритма 1, во-первых, отме-
тим, что он всегда завершается и выдаёт ответ. В основном цикле последовательно
перебираются коэффициенты полинома fj(θ), начиная со старших. Согласно утвер-
ждению 1, на шаге 9 k(θ) является произведением всех неприводимых многочленов
степени n, по модулю которых fj(θ) = 0. Если k(θ) отличен от 1, то существует
неприводимый многочлен степени n, по модулю которого fj = 0. Это означает, что
минимальная степень f(x) в зависимости от выбора неприводимого многочлена не
более j − 1. Если k(θ) равен 1, то неприводимых многочленов степени n, по моду-
лю которых fj(θ) = 0, не существует, следовательно, минимальная степень f(x) не
меньше j. Так как коэффициенты перебираются последовательно, начиная со стар-
ших, это означает, что минимальная степень в точности равна j. Особый случай—
если функция f(x) тождественно равна 0. Тогда fj(θ) будет всё время равен нулю и
цикл завершится, пройдя все итерации. В этом случае алгоритм 1 выдаст правильный
ответ на шаге 12.

Утверждение 3. Сложность проверки с помощью алгоритма 1 того, что степень
функции f(x) веса w над полем GF(pn) не превосходит d, составляет O(pnn2d4w) опе-
раций сложения и умножения по модулю p. При этом необходимо хранить в памяти
O(pnn) значений из поля GF(p).

Доказательство. Рассмотрим итерацию с номером j. Обозначим m = q −
− 1 − j. Для вычисления на шаге 4 коэффициента fj(θ) требуется вычислить сумму∑
a∈GF(q)

a(θ)q−1−jf(a)(θ). Многочлен a(θ) имеет степень не более n − 1, для возведения

его в степень m требуется не более O((mn)2 logm) операций. Количество слагаемых
в сумме равно w, поэтому всего сложность шага 4 составляет O(wn2m2 logm) операций.

Если fj(θ) 6= 0, то происходит вычисление НОД многочленов fj(θ) и d(θ) на шаге 8.
Степень многочлена fj(θ) не превосходит mn, многочлена d(θ) — pn. Поэтому слож-
ность вычисления НОД равна O(pnmn) [4]. Величина m меняется от 0 до d, суммируя
значения сложности по m, имеем

d∑
m=0

O(wn2m2 logm) <
d∑

m=0

O(wn2m3) = O(wn2d4),
d∑

m=0

O(pnnm) = O(pnnd2).

Таким образом, полная сложность равна O(pnn2d4w).
В процессе работы алгоритма 1 необходимо хранить многочлены d(θ) и k(θ), каж-

дый из которых является многочленом над GF(p) степени не более pn, и многочлен
fj(θ) степени не более pnn. Так как для хранения многочлена степени k над GF(p)
требуется хранить в памяти O(k) значений из GF(p), всего для работы алгоритма
необходимо хранить O(pnn) значений из GF(p).

Замечание 1. Сравним алгоритм 1 с алгоритмом, который последовательно на-
ходит остатки от деления на все нормированные неприводимые многочлены степени n.
В таком алгоритме шаги 7–11 алгоритма 1 будут заменены на последовательный пере-
бор остатков от деления на все нормированные неприводимые многочлены степени n.
Коэффициент fj(θ) необходимо вычислить и в том и в другом случае. Степень много-
члена fj(θ) не превосходитmn. Количество нормированных многочленов степени n над
полем GF(p) имеет порядок pn/n. При вычислении остатков от деления на все неприво-
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димые многочлены полинома fj(θ) понадобится O
(
pn

n
mn log (mn)

)
= O(pnm log (mn))

операций сложения и умножения по модулю p. Как показано выше, вычисление НОД
на шаге 8 имеет сложность O(pnnm) операций. Таким образом, при m > pn/n слож-
ность вычисления шагов 7–11 алгоритма 1 становится меньше, чем сложность перебора
остатков от деления на все неприводимые многочлены степени n.

Пример 1. Пусть n = 3, g(x) задаётся таблицей (табл. 1).
Та б л и ц а 1

x 0 1 2 3 4 5 6 7
g(x) 1 3 4 0 5 6 7 2

Вычислим коэффициенты f(x) согласно алгоритму 1:

d(θ) = I(2, 3, θ) = θ6 + θ5 + θ4 + θ3 + θ2 + θ + 1;

f7(θ) = 1 + (θ + 1) + θ2 + 0 + (θ2 + 1) + (θ2 + θ) + (θ2 + θ + 1) + θ = 0;

f6(θ) = 0 · 1 + 1 · (θ + 1) + θ · θ2 + (θ + 1) · 0 + θ2(θ2 + 1) + (θ2 + 1)(θ2 + θ)+

+ (θ2 + θ)(θ2 + θ + 1) + (θ2 + θ + 1)θ = θ4 + θ3 + θ2 + 1;

k(θ) =
(
d(θ), f6(θ)

)
= θ3 + θ + 1;

d(θ) = k(θ) = θ3 + θ + 1;

f5(θ) = 02 · 1 + 12(θ + 1) + θ2 · θ2 + (θ + 1)2 · 0 + (θ2)2(θ2 + 1) + (θ2 + 1)2(θ2 + θ)+

+ (θ2 + θ)2(θ2 + θ + 1) + (θ2 + θ + 1)2θ = θ6 + θ5 + θ + 1;

k(θ) =
(
d(θ), f5(θ)

)
= 1.

В результате минимальная степень f(x) равна 5 и достигается в поле F2/(θ
3+θ+1).

При этом в полях с другими неприводимыми многочленами степень функции равна 6.
Пусть функция g : Vn(p) → Vn(p) задана в виде вектора функций (g(0), . . . , g(n−1)),

где g(i) : Vn(p) → V (p), при этом для полинома f(x) над GF(pn) выполнено f(x) =

=
n−1∑
i=0

θif (i)(x), где полином f (i) соответствует функции g(i), f (i) : GF(pn) → GF(p).

В этом случае шаги 3–6 алгоритма 1 могут быть модифицированы (алгоритм 2).

Алгоритм 2. Модификация алгоритма 1

Вход: таблицы значений функций g(0), . . . , g(n−1).
Выход: минимальная степень многочлена f над GF(pn).
1: d(θ)← I(p, n, θ).
2: Для j = q − 1, q − 2, . . . , 1, 0:
3: Если j > 0, то

4: fj(θ)←
n−1∑
i=0

θi

( ∑
a∈GF(q)

a(θ)q−j−1f (i)(a)(θ)

)
,

5: иначе

6: fj(θ)←
n−1∑
i=0

θif (i)(0)(θ).

7: Если fj(θ) 6= 0, то
8: k(θ)←

(
d(θ), fj(θ)

)
.

9: Если k(θ) = 1, то
10: Вернуть j.
11: d(θ)← k(θ).
12: Вернуть 0.
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Отличие алгоритма 2 от алгоритма 1 состоит в способе вычисления коэффициен-
тов fj(θ) на шагах 3–6. Все утверждения, относящиеся к алгоритму 1, верны и для
алгоритма 2.

3. Случай полей характеристики два
Рассмотрим случай полей характеристики два. Если q = 2n, а f(x) — булева функ-

ция от n переменных, то

fj =


∑

a∈GF(2n),f(a)=1

a2
n−1−j, если j = 1, 2, . . . , 2n − 1,

f(0), если j = 0.

Следствие 1. Вне зависимости от выбора неприводимого многочлена, полином
булевой функции нечётного веса имеет степень 2n − 1, чётного веса — не более 2n − 2.

Следствие 2. При n > 2 полином булевой функции чётного веса имеет степень
меньше 2n − 3 тогда и только тогда, когда

∑
a∈GF(2n),f(a)=1

a = 0, то есть если поко-

ординатная сумма векторов, составляющих носитель булевой функции, равна нулю.
Коэффициенты f2n−2 и f2n−3 не зависят от выбора неприводимого многочлена.

Доказательство. Следует из формулы для f2n−2 и того, что f2n−3 = (f2n−2)
2.

Для булевых функций алгоритм 1 может быть оптимизирован. Так как известно,
что для функции f(x) над GF(2n) выполнено f2j mod (2n−1) = f 2

j , j = 1, . . . , 2n − 2 [5],
то если коэффициент fj(θ) равен нулю, то все коэффициенты с номерами из того же
циклотомического класса по модулю 2 также равны нулю. Поэтому в цикле достаточно
рассмотреть только те j, для которых 2n− 1− j являются старшими представителями
циклотомических классов.

4. Криптографические применения
Описанные алгоритмы могут быть применены в задачах криптоанализа. Они поз-

воляют выбрать представление конечного поля таким образом, чтобы степень исследу-
емых отображений была как можно меньше. Поиск такого представления уменьшает
сложность применения методов криптоанализа, связанных с алгебраическими харак-
теристиками исследуемого отображения, например интерполяционного криптоанали-
за [6]. В качестве криптографических отображений были проанализированы S-блоки
шифров ГОСТ 28147-89 [7, 8], ICEBERG [9], LUFFA [10], LUCIFER [11], SERPENT [12],
AES [13], PRESENT [14], ГОСТ Р 34.12-2015 (Кузнечик) [15]. Результаты приведены
в табл. 2. Для каждого S-блока вычислена минимальная степень в зависимости от
выбора неприводимого многочлена. Указан многочлен, при котором достигается ми-
нимальная степень.

Та б л и ц а 2

S-box Степени S-блоков МногочленМакс. Мин.
GOST-A-ParamSet S1 – S8 14 14 Любой

GOST-B-ParamSet S1 14 14 Любой
GOST-B-ParamSet S2 14 13 θ4 + θ + 1

GOST-B-ParamSet S3 – S5 14 14 Любой
GOST-B-ParamSet S6 – S8 14 13 θ4 + θ3 + 1
GOST-C-ParamSet S1 – S4 14 14 Любой

GOST-C-ParamSet S5 14 13 θ4 + θ + 1
GOST-C-ParamSet S6 14 14 Любой
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О к о н ч а н и е т а б л. 2

S-box Степени S-блоков МногочленМакс. Мин.
GOST-C-ParamSet S7 14 13 θ4 + θ + 1
GOST-C-ParamSet S8 14 14 Любой
GOST-D-ParamSet S1 14 13 θ4 + θ3 + θ2 + θ + 1

GOST-D-ParamSet S2 – S8 14 14 Любой
GOST-T-ParamSet S1 14 13 θ4 + θ3 + 1
GOST-T-ParamSet S2 14 14 Любой
GOST-T-ParamSet S3 14 13 θ4 + θ3 + θ2 + θ + 1
GOST-T-ParamSet S4 14 13 θ4 + θ3 + θ2 + θ + 1
GOST-T-ParamSet S5 14 13 θ4 + θ3 + 1

GOST-T-ParamSet S6 – S8 14 14 Любой
GOST-Z-ParamSet S1 – S8 14 14 Любой

ICEBERG S0, S1 13 13 Любой
LUFFA 14 14 Любой

Lucifer S0, S1 14 14 Любой
Present 14 14 Любой

Serpent S0 14 14 Любой
Serpent S1 14 13 θ4 + θ3 + 1

Serpent S2 – S7 14 14 Любой
Кузнечик 254 253 θ8 + θ4 + θ3 + θ + 1

AES 254 254 Любой

Продемонстрируем вид конкретных полиномов на примере S-блока шифра Кузне-
чик, который задаётся массивом значений f = (f(0), f(1), . . . , f(255)) [15]:

f = (252, 238, 221, 17, 207, 110, 49, 22, 251, 196, 250, 218, 35, 197, 4, 77, 233, 119, 240, 219, 147, 46, 153, 186, 23,

54, 241, 187, 20, 205, 95, 193, 249, 24, 101, 90, 226, 92, 239, 33, 129, 28, 60, 66, 139, 1, 142, 79, 5, 132, 2, 174, 227,

106, 143, 160, 6, 11, 237, 152, 127, 212, 211, 31, 235, 52, 44, 81, 234, 200, 72, 171, 242, 42, 104, 162, 253, 58, 206,

204, 181, 112, 14, 86, 8, 12, 118, 18, 191, 114, 19, 71, 156, 183, 93, 135, 21, 161, 150, 41, 16, 123, 154, 199, 243, 145,

120, 111, 157, 158, 178, 177, 50, 117, 25, 61, 255, 53, 138, 126, 109, 84, 198, 128, 195, 189, 13, 87, 223, 245, 36, 169,

62, 168, 67, 201, 215, 121, 214, 246, 124, 34, 185, 3, 224, 15, 236, 222, 122, 148, 176, 188, 220, 232, 40, 80, 78, 51,

10, 74, 167, 151, 96, 115, 30, 0, 98, 68, 26, 184, 56, 130, 100, 159, 38, 65, 173, 69, 70, 146, 39, 94, 85, 47, 140, 163,

165, 125, 105, 213, 149, 59, 7, 88, 179, 64, 134, 172, 29, 247, 48, 55, 107, 228, 136, 217, 231, 137, 225, 27, 131, 73,

76, 63, 248, 254, 141, 83, 170, 144, 202, 216, 133, 97, 32, 113, 103, 164, 45, 43, 9, 91, 203, 155, 37, 208, 190, 229,

108, 82, 89, 166, 116, 210, 230, 244, 180, 192, 209, 102, 175, 194, 57, 75, 99, 182).

В поле с неприводимым многочленом θ8 + θ4 + θ3 + θ+ 1 степень многочлена этой
функции равна 253, и многочлен имеет следующий вид (коэффициенты полинома,
являющиеся элементами конечного поля, записаны в числовом виде):

f(x) = 158x253 + 217x252 + 132x251 + 45x250 + 90x249 + 221x248 + 175x246 + 207x245 + 8x244 + 18x243+

+89x242 + 56x241 + 162x240 + 158x239 + 125x238 + 139x237 + 137x236 + 227x235 + 204x234 + 207x233+

+41x232 + x231 + 41x230 + 83x229 + 4x228 + 59x227 + 135x226 + 163x225 + 51x224 + 103x223 + 154x222+

+249x221 + 145x220 + 214x219 + 63x218 + 198x217 + 107x216 + 42x215 + 37x214 + 194x212 + 210x211+

+107x210 + 100x209 + 202x208 + 227x207 + 81x206 + 95x205 + 77x204 + 174x203 + 114x202 + 128x201+

+233x200 + 37x199 + 161x198 + 234x197 + 15x196 + 58x195 + 7x194 + 102x193 + 70x192 + 55x191 + 119x190+

+149x189 + 77x188 + 35x187 + 32x186 + 143x185 + 30x184 + 59x183 + 56x182 + 10x181 + 217x180 + 32x179+

+66x178 + 126x177 + 224x176 + 199x175 + 93x174 + 91x173 + 134x172 + 185x171 + 88x170 + 156x169+

+233x168 + 187x167 + 6x166 + 148x165 + 231x164 + 66x163 + 51x162 + 176x161 + 84x160 + 172x159+

+98x158 + 73x157 + 132x156 + 185x155 + 113x154 + 243x153 + 111x152 + 183x151 + 38x150 + 129x149+
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+88x148 + 83x147 + 236x146 + 176x145 + 235x144 + 253x143 + 158x142 + 35x141 + 186x140 + 44x139+

+197x138 + 223x137 + 133x136 + 127x135 + 201x134 + 217x133 + 70x132 + 102x131 + 121x130 + 100x129+

+242x128 + 27x127 + 84x126 + 111x125 + 138x124 + 77x123 + 123x122 + 68x121 + 10x120 + 58x119+

+140x118 + 142x117 + 16x116 + 41x115 + 230x114 + 227x113 + 96x112 + 72x111 + 159x110 + 37x109+

+14x108 + 201x107 + 5x106 + 202x105 + 17x104 + 175x103 + 105x102 + 137x101 + 204x100 + 37x99 + 64x98+

+195x97 + 185x96 + 73x95 + 193x94 + 211x93 + 28x92 + 245x91 + 76x90 + 113x89 + 238x88 + 206x87+

+88x86 + 70x85 + 62x84 + 25x83 + 167x82 + 225x81 + 233x80 + 32x79 + 241x78 + 194x77 + 36x76+

+208x75 + 165x74 + 252x73 + 171x72 + 118x71 + 234x70 + 249x69 + 23x68 + 234x67 + 7x66 + 243x65+

+66x64 + 140x63 + 142x62 + x61 + 217x60 + 87x59 + 105x58 + 174x57 + 116x56 + 228x55 + 238x54+

+236x53 + 241x52 + 18x51 + 81x50 + 221x49 + 138x48 + 178x47 + 28x46 + 160x45 + 161x44 + 129x43+

+56x42 + 130x41 + 81x40 + 207x39 + 185x38 + 57x37 + 207x36 + 22x35 + 99x34 + 242x33 + 205x32+

+168x31 + x30 + 36x29 + 94x28 + 96x27 + 158x26 + 251x25 + 32x24 + 217x23 + 58x22 + 86x21 + 207x20+

+132x19 + 171x18 + 113x17 + 199x16 + 36x15 + 246x14 + 89x13 + 5x12 + 111x11 + 200x10 + 139x9+

+172x8 + 109x7 + 163x6 + 176x5 + 170x4 + 187x3 + 110x2 + 140x+ 252.

В полях с другими неприводимыми многочленами эта функция имеет степень 254,
например для поля с неприводимым многочленом θ8 + θ4 + θ3 + θ2 + 1 многочлен имеет
следующий вид:

f(x) = 184x254 + 200x253 + 124x252 + 119x251 + 76x250 + 195x249 + 74x248 + 216x247 + 134x246+

+206x245 + 24x244 + 62x243 + 174x242 + 214x241 + 158x240 + 111x239 + 228x238 + 199x237 + 234x236+

+84x235 + 164x234 + 109x233 + 174x232 + 134x231 + 47x230 + 85x229 + 182x228 + 146x227 + 93x226+

+189x225 + 254x224 + 194x223 + 205x222 + 2x221 + 240x220 + 7x219 + 166x218 + 231x217 + 134x216+

+251x215 + 78x214 + 146x213 + 204x212 + 29x211 + 79x210 + 91x209 + 111x208 + 229x207 + 225x206+

+45x205 + 106x204 + 121x203 + 36x202 + 134x201 + 205x200 + 65x199 + 210x198 + 127x197 + 38x196+

+166x195 + 133x194 + 22x193 + 253x192 + 229x191 + 204x190 + 148x189 + 224x188 + 112x187 + 134x186+

+253x185 + 96x184 + 240x183 + 195x182 + 165x181 + 119x180 + 167x179 + 7x178 + 150x177 + 143x176+

+213x175 + 165x174 + 113x173 + 107x172 + 134x171 + 127x170 + 213x169 + 109x168 + 238x167 + 176x166+

+165x165 + 17x164 + 105x163 + 78x162 + 36x161 + 231x160 + 81x159 + 34x158 + 126x157 + 134x156+

+178x155 + 70x154 + 24x153 + 138x152 + 71x151 + 84x150 + 115x149 + 145x148 + 144x147 + 240x146+

+63x145 + 34x144 + 15x143 + 224x142 + 134x141 + 16x140 + 249x139 + 255x138 + 207x137 + 242x136+

+108x135 + 163x134 + 182x133 + 132x132 + 136x131 + 36x130 + 155x129 + 189x128 + 74x127 + 134x126+

+99x125 + 5x124 + 251x123 + 118x122 + 77x121 + 76x120 + 38x119 + 15x118 + 141x117 + 233x116+

+100x115 + 136x114 + 155x113 + 17x112 + 134x111 + 249x110 + 147x109 + 74x108 + 81x107 + 103x106+

+116x105 + 59x104 + 74x103 + 174x102 + 80x101 + 57x100 + 172x99 + 153x98 + 40x97 + 134x96 + 93x95+

+199x94 + 147x93 + 169x92 + 164x91 + 133x90 + 60x89 + 46x88 + 30x87 + 200x86 + 7x85 + 75x84+

+185x83 + 87x82 + 134x81 + 6x80 + 196x79 + 243x78 + 199x77 + 104x76 + 87x75 + 84x74 + 3x73 + 89x72+

+172x71 + 50x70 + 150x69 + 56x68 + 200x67 + 134x66 + 165x65 + 238x64 + 52x63 + 214x62 + 193x61+

+134x60 + 166x59 + 191x58 + 155x57 + 137x56 + 110x55 + 227x54 + 184x53 + 21x52 + 134x51 + 21x50+

+227x49 + 234x48 + 175x47 + 24x46 + 111x45 + 23x44 + 12x43 + 11x42 + 180x41 + 183x40 + 131x39+

+69x38 + 93x37 + 134x36 + 81x35 + 42x34 + 149x33 + 2x32 + 146x31 + 157x30 + 135x29 + 82x28 + 74x27+

+46x26 + 227x25 + 145x24 + 9x23 + 176x22 + 134x21 + 114x20 + 53x19 + 67x18 + 36x17 + 156x16+

+190x15 + 103x14 + 110x13 + 101x12 + 89x11 + 162x10 + 245x9 + 37x8 + 85x7 + 134x6 + 67x5 + 239x4+

+174x3 + 8x2 + 65x+ 252.
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Заключение
В работе предложен алгоритм, находящий минимальную степень полинома f(x)

в зависимости от выбора неприводимого многочлена для отображения g :Vn(p)→Vn(p),
и вариация алгоритма для случая, когда отображение задано вектором функций
gi : Vn(p) → V (p), i = 0, . . . , n − 1. Отдельно рассмотрен случай полей характери-
стики два, в котором выражения для коэффициентов полинома, соответствующего
отображению над векторным пространством, имеют особенно простой вид. Для нели-
нейных блоков замены некоторых блочных шифров вычислены минимальные степени
полиномов над конечным полем и указаны неприводимые многочлены, при которых
эти минимальные степени достигаются.
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В пространстве дискретных периодических функций с условием нормировки
(сумма значений отсчётов по периоду равна нулю) рассматриваются операции
циклической свертки, конечной разности и дискретного преобразования Фурье.
Приводится обзор свойств дискретных периодических функций Бернулли, выде-
ленных в качестве основного объекта изучаемой структуры. Дискретные пери-
одические функции Бернулли положительного порядка практически идентичны
конструкции специальных чисел и многочленов, введённых М.С. Беспаловым и
Н.М. Коробовым.

Ключевые слова: дискретное преобразование Фурье, циклическая свертка, ко-
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BERNOULLI’S DISCRETE PERIODIC FUNCTIONS

M.S. Bespalov

Vladimir State University named after Alexander and Nikolay Stoletovs, Vladimir, Russia
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This paper is a survey of known and some new properties of the discrete periodic
Bernoulli functions bn(j) of order n introduced by V. N. Malozemov and viewed as
elements x = x(0)x(1) . . . x(N − 1) ∈ CN0 ⊂ CN with the normalization condition
N−1∑
k=0

x(k) = 0. It is proved that the operator ∆ : CN0 → CN0 where ∆[x] = y =

= y(0)y(1) . . . y(N − 1), y(k) = x(k + 1) − x(k), is a bijection and ∆[bn] = bn−1.
Moreover, according to Malozemov’s result, the set of the discrete periodic Bernoulli
functions is an infinite cyclic group relative to the cyclic convolution x ∗ y(s) =

=
N−1∑
j=0

x(j)y(s − j) with a neutral element b0, and bn ∗ bm = bn+m. It is proved

that either the set of N − 1 cyclic shifts xk→(j) = x(j − k) of any discrete periodic
Bernoulli function or the set {bm, bm+1, . . . , bm+N−2} yields a basis of the space CN0 .

The generating function
∞∑
n=0

bnt
n of a sequence of discrete periodic Bernoulli functions

is calculated. Formulas
N−1∑
k=1

sin2m(πk/N), m ∈ Z, for calculating the sums of even de-

grees of sinuses at equidistant nodes of a circle are found by means of these functions
and the discrete Fourier transform. It has been established that a cyclic shift by 1
and the multiplication by −N transform these functions of positive order into special
polynomials Pn(k), which were introduced by Bespalov and Korobov and have become
popular as the Korobov polynomials of the first kind in the form Kn(x) = n!Pn(x).
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We have calculated the Korobov numbers Kn = −n! · N · bn(1) up to K13 and the
Korobov polynomials up to K7(x) for any array size (parameter) N .

Keywords: discrete Fourier transform, cyclic convolution,finite difference, generat-
ing function, Korobov numbers and Korobov polynomials.

Введение
Дискретные периодические функции Бернулли (далее именуются как сигналы Бер-

нулли) введены в [1] и изучались в отдельных докладах семинара «Дискретный гармо-
нический анализ и геометрическое моделирование» [2]. Полученные для них результа-
ты собраны в учебном пособии [3]. Представление В-сплайнов на сетке через сигналы
Бернулли предложено в [4]. Конструкция сигналов Бернулли положительного поряд-
ка практически идентична конструкции специальных чисел и многочленов, введённых
в [5, 6] и ставших популярными (после публикации работ А.В. Устинова [7, 8]) в ви-
де чисел и многочленов Коробова. Предложенное в [1] название объясняется тем, что
дискретные периодические функции Бернулли служат аналогом на сетке чисел и мно-
гочленов Бернулли.

Приведённый в данной работе обзор свойств сигналов Бернулли предваряется на-
поминанием свойств чисел и многочленов Бернулли, описанием пространства сигналов
и операций в нём. В качестве практического применения сигналов Бернулли приведён
способ вычисления через них тригонометрических сумм, в п. 6 указана связь сигналов
Бернулли с позднее введёнными числами и многочленами Коробова.

1. Числа и многочлены Бернулли
Числа Бернулли Bk вычисляются по рекуррентной формуле

n−1∑
k=0

Ck
nBk = 0, (1)

где Ck
n =

n!

k!(n− k)!
, с начальным условием B0 = 1. В частности, B1 = −1/2, B2 = 1/6,

B3 = 0, B4 = −1/30. Все числа Бернулли с нечётными номерами, кроме B1, равны
нулю.

Многочлены Бернулли определяются через их разложение по степеням x, где участ-
вуют числа Бернулли:

Bn(x) =
n∑
k=0

Ck
nBkx

n−k. (2)

В частности, B0(x) ≡ 1, B1(x) = x − 1

2
, B2(x) = x2 − x +

1

6
, B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x.

Из (2) вытекает, что Bn = Bn(0).
Приведём отдельные свойства многочленов Бернулли:

Bn(1− x) = (−1)nBn(x) — теорема дополнения; (3)

Bn(x+ y) =
n∑
k=0

Ck
nBk(y)xn−k — теорема сложения аргументов; (4)

B′n(x) = nBn−1(x);∫ 1

0

Bn(x) dx = 0 — нормировка; (5)

Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1 — вычисление конечной разности.
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В последнее время более удобным считается [8] определение чисел и многочленов
Бернулли через экспоненциальную производящую функцию:

t

et − 1
=
∞∑
n=0

Bn

n!
tn,

tetx

et − 1
=
∞∑
n=0

Bn(x)

n!
tn.

2. Пространство сигналов
Основной класс дискретных функций—функции, заданные на множестве целых

чисел Z, то есть двусторонние последовательности. При цифровой обработке сигналов
(ЦОС) рассматривают дискретные периодические (с периодом N : x(k + N) = x(k))
функции, которые для сокращения записи будем называть сигналами. Пространство
(периодических) сигналов обозначим CN , выделяя основную часть сигнала x ∈ CN

вида x = (x(0) x(1) . . . x(N − 1)).
Матрицу прямого дискретного преобразования Фурье (ДПФ) порядка N определим

поэлементно (далее N фиксируем)

F = FN = (ω−kj)N−1k,j=0, (6)

где ω = ωN = exp (2πi/N). При ЦОС исходный сигнал x преобразуется линейным
оператором (6) в выходной сигнал (спектр Фурье сигнала x): y = x ·F ; перепишем его
в развернутом виде

y(s) =
N−1∑
j=0

x(j)ω−sj, (7)

откуда вытекает периодичность сигнала y.
Оператор обратного дискретного преобразования Фурье определяется комплексно-

сопряжённой матрицей FN :

F−1 =
1

N
· FN =

1

N
(ωkj)N−1k,j=0 . (8)

Операторная запись для (7): y = F [x]; для восстановления: x = F−1[y].
Другие основные операции над x, y ∈ CN :
1) линейные операции— сложение сигналов и умножение на число;
2) умножение сигналов в виде покоординатного умножения

x ◦ y = (x(0) · y(0) x(1) · y(1) . . . x(N − 1) · y(N − 1));

3) циклическая свертка

x ∗ y (s) =
N−1∑
j=0

x(j)y(s− j) , s ∈ Z;

4) циклический сдвиг (вправо): xk→(j) = x(j − k),
в частности, xN→ = x, а xN−1→ = x← — операция обратного сдвига;

5) конечная разность ∆ сигнала x ∈ CN :

∆[x](j) = x(j + 1)− x(j).

Для второй операции использован известный [9] знак ◦ операции умножения по
Адамару (покоординатного умножения) векторов.



Дискретные периодические функции Бернулли 19

Строки матриц F , F называются [10] дискретными экспоненциальными функция-
ми (ДЭФ). Основную ДЭФ обозначим r = (1 ω ω2 . . . ωN−1 ). Остальные ДЭФ (в мат-
ричной форме) следующие:

r2◦ = r ◦ r, r3◦ = r2◦ ◦ r, r4◦, . . . , rN−1◦, rN◦ = r0◦,

где знак операции в показателе принято опускать. В матрице (6) ДЭФ следуют
в порядке r0, rN−1, rN−2, . . . , r2, r, а в матрице (8) — по возрастанию степени. Вместо
обозначения r0◦ будем использовать символ 1 для основного постоянного сигнала:
1 = (11 . . . 1). К основным сигналам относят единичный импульс δ = δN = (1000 . . . 0).

Двуместные операции ◦ и ∗ коммутативны, ассоциативны и дистрибутивны, в про-
странстве CN обладают нейтральными элементами 1 и δ соответственно. Приведённые
операции линейны.

В пространстве CN введём норму ‖x‖ =

√
N−1∑
k=0

|x(k)|2.

Утверждение 1. В обозначениях X = F [x], Y = F [y] имеем

F [x ∗ y] = X ◦ Y, NF [x ◦ y] = X ∗ Y ;

выполняется равенство Парсеваля

N‖x‖2 = ‖X‖2.

Это утверждение (см. доказательство в [3]) и следующие две леммы легко прове-
ряются.

Далее рассмотрим подпространство CN
0 пространства CN , состоящее из сигналов

x ∈ CN , удовлетворяющих условию нормировки (аналог (5)):

N−1∑
k=0

x(k) = 0. (9)

Лемма 1. Приведённые операции, за исключением умножения сигналов ◦ и
ДПФ, замкнуты в пространстве CN

0 .

Лемма 2. В структуре (CN
0 ; ∗) единственный нейтральный элемент

(
δ − 1

N
1

)
.

Лемма 3. Если b ∈ CN
0 , то решение x ∈ CN

0 разностного уравнения ∆[x] = b
единственно.

Доказательство. Приведём алгоритм вычисления x ∈ CN
0 . Полагаем x(0) = C,

не определяя пока C. Уравнение ∆[x] = b перепишем в виде x(j) = x(j − 1) + b(j − 1),
откуда вытекает, что x(j) = C+b(0)+b(1)+. . .+b(j−1) для j от 1 до N−1. По условию
нормировки (9) составляем уравнение

NC +
N−2∑
j=0

(N − j − 1)b(j) = 0, (10)

позволяющее однозначно вычислить C, через которое восстанавливаем все отсчёты
сигнала x.

Итак, в классе сигналов CN
0 определена обратная к операции вычисления конечной

разности операция ∆−1 : CN
0 → CN

0 .
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Выделим возможные специальные виды сигналов класса CN
0 . Сигнал x назовём

симметричным с центром в m и обозначим x ∈ S(m), если x(m − k) = x(m + k)
для всех k ∈ Z. Аналогично, если x(m − k) = x(m + k + 1), то x ∈ S(m + 1/2).
Сигнал x назовём антисимметричным с центром в m и обозначим x ∈ AS(m), если
x(m − k) = −x(m + k) для всех k ∈ Z. Аналогично, x ∈ AS(m + 1/2), если имеем
x(m− k) = −x(m+ k + 1).

За счёт периодичности сигнала его центры повторяются черезN/2: x ∈ S(m) влечёт
x ∈ S(m±N/2) и т. д.

Утверждение 2. Пусть x ∈ CN
0 , t = n/2 при n ∈ Z.

Если x ∈ S(t), то ∆[x] ∈ AS (t− 1/2), ∆−1[x] ∈ AS (t+ 1/2).
Если x ∈ AS(t), то ∆[x] ∈ S (t− 1/2), ∆−1[x] ∈ S (t+ 1/2).
Доказательство, которое можно провести проверкой всех восьми случаев отдельно

(хотя явно выписаны четыре случая, помним, что t может быть целым или дробным),
продемонстрируем на примере одного из более сложных случаев.

Пусть x ∈ S(0), y = ∆−1[x]. Предложим y(0) = −x(0)/2 как вариант начального
значения. Формула y(j + 1) = y(j) + x(j) из леммы 3 допускает обращение в виде
y(j−1) = y(j)−x(j−1). По этим формулам: y(k) = x(0)/2+x(1)+x(2)+ . . .+x(k−1),
y(1 − k) = −y(k) при k = 2, 3, . . . , (N + 1)/2 и y(1) = x(0)/2, что влечёт y ∈ AS(1/2).
Осталось доказать справедливость условия нормировки (9) для построенного y, что
означает верность выбора начального значения y(0).

Если N чётное, то условие (9) выполняется автоматически. Пусть N нечётное.
Получили, что

y ((N + 1)/2) = x(0)/2 + x(1) + x(2) + . . .+ x ((N + 1)/2− 1) (11)

и y((N + 1)/2) = −y(1 − (N + 1)/2). По условию периодичности y((N + 1)/2) =
= y(1 − (N + 1)/2). Значит, должно быть y((N + 1)/2) = 0. Проверим— так ли
это? При x ∈ S(0) имеем x ∈ S(N/2), что влечёт y((N + 1)/2) = x(N − 1) + . . . +
+x((N + 1)/2) + x(N)/2 из (11). Сложим эти два представления: 2y(N + 1)/2) =

=
N−1∑
k=0

x(k) = 0 по условию x ∈ CN
0 .

Ввиду периодичности считаем, что доказан случай

x ∈ S(m)⇒ ∆−1[x] ∈ AS (m+ 1/2) .

3. Сигналы Бернулли
Основным представителем класса CN

0 служат дискретные периодические функции
Бернулли [3, c. 171] порядка s, координаты которых определяются равенством

bs(j) =
1

N

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−s · ωkj, s, j ∈ Z, ω = exp

(
2πi

N

)
. (12)

Будем называть их короче — сигналами Бернулли порядка s (периода N , где N счи-
таем фиксированным). В частности, начальный сигнал Бернулли (для наглядности
добавили разделительные запятые)

b0 = δ − 1

N
1 =

1

N
(N − 1,−1,−1, . . . ,−1) .
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По свойствам корней N -й степени из единицы

N−1∑
k=0

ωkj = 0 при всех 1 6 j < N,
N−1∑
k=0

ωkN = N (13)

проверяется указанный вид b0, принадлежность всех ДЭФ (кроме 1) пространству CN
0

и следующая лемма.
Лемма 4. Для сигналов Бернулли любого целого порядка bs ∈ CN

0 .
Лемма 5. Для сигналов Бернулли bs = ∆[bs+1] и bs+1 = ∆−1[bs].
Доказательство. Вычислим координаты сигнала

∆[bs+1](j) =
1

N

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−(s+1)ωk(j+1) − 1

N

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−(s+1)ωkj =

=
1

N

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−(s+1)ωkj(ωk − 1) = bs(j).

По лемме 3 получаем второе утверждение леммы 5.

Замечание 1. В качестве альтернативного определения сигналов Бернулли мож-

но предложить формулу b0 = δ− 1

N
1 для сигнала Бернулли нулевого порядка и соот-

ношения леммы 5.
Следствие 1. Для сдвига сигнала Бернулли верно b←s = bs + bs−1.
Доказательство. В координатах доказанная формула bs−1 = ∆[bs] выглядит

так: bs−1(j) = bs(j + 1)− bs(j) или bs(j + 1) = bs(j) + bs−1(j).

Следствие 2. Отсчёты всех сигналов Бернулли вещественные. Более того, отсчё-
ты всех сигналов Бернулли отрицательного порядка и координаты векторов Nk+1 · bk
при неотрицательных k—целые числа.

Доказательство. Имеем b−1 = ∆[b0] = (−1 0 0 . . . 0 0 1). Так как отсчёты b−1
целые, то по лемме 5 получаем, что отсчёты каждого следующего сигнала Бернулли
отрицательного порядка целые.

Координаты вектора N · b0 = Nδ − 1 суть целые числа. Для сигналов Бернулли
следующих (больших) порядков, согласно формуле bs+1 = ∆−1[bs], вычисляем коор-
динаты по алгоритму леммы 3, решая при этом уравнение (10) для C и накапливая
множитель N в знаменателе.

Утверждение 3. При k 6 N имеет место следующее представление для сдви-

гов сигнала Бернулли: bk←s+k =
k∑

m=0

Cm
k bs+m. В частности, при k = N получаем аналог

формулы (1), который справедлив лишь для N , равного размеру сетки:

N−1∑
m=0

Cm
Nbs+m = 0. (14)

Доказательство. Применив формулу b←s+1 = bs+1 + bs следствия 1 трижды,
получаем базу индукции

b2←s+2 = b←s+2 + b←s+1 = bs+2 + bs+1 + bs+1 + bs.
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Аналогично доказываем индуктивный переход от k − 1 к случаю k:

bk←s+k = b
(k−1)←
s+1+k−1 + b

(k−1)←
s+k−1 =

k−1∑
m=0

Cm
k−1bs+1+m +

k−1∑
m=0

Cm
k−1bs+m =

=
k∑
j=1

Cj−1
k−1bs+j +

k−1∑
j=0

Cj
k−1bs+j =

k∑
j=0

Cj
kbs+j,

где применили известное свойство биномиальных коэффициентов

Cj−1
k−1 + Cj

k−1 = Cj
k. (15)

Формула (14) вытекает из равенства bN← = b для b ∈ CN .

Замечание 2. Формулу (14) при небольших N можно использовать как следую-
щий рекуррентный способ вычисления значений сигналов Бернулли:

bs = − 1

N

N−1∑
k=1

Ck+1
N bs−k.

В частности, bs = −1

2
bs−1 при N = 2, bs = −bs−1 −

1

3
bs−2 при N = 3 и т. д.

Следствие 3 (теорема сложения аргументов, аналог (4)). При k > 0 верно

bn(j + k) =
k∑
l=0

Cl
kbn−l(j).

Замечание 3. В следствии 2 приведено утверждение о целочисленности отсчё-
тов сигналов Nk+1bk, которое довольно грубое. Анализ биномиальных коэффициентов
в соотношении линейной зависимости (14) позволяет получить следующее утвержде-
ние:

Если N = pα1
1 p

α2
2 . . . pαkk , где pj, j = 1, . . . , k, — простые числа, n > 0, то отсчёты

сигналов
Np

[ n
p1−1

]

1 p
[ n
p2−1

]

2 . . . p
[ n
pk−1

]

k bn

целочисленные. Доказательство не приводим из-за его громоздкости.
Лемма 6. Дискретное преобразование Фурье сигналов Бернулли имеет вид

F [bn](0) = 0, F [bn](j) = (ωj − 1)−n при j = 1, 2, . . . , N − 1,

что короче записывается при n ∈ N двумя формулами:

F [b−n] = (r − 1)n и условно F [bn] = (r − 1)−n.

Доказательство. По лемме 4 имеем F [bn](0) = 0. Для остальных отсчётов

F [bn](j) =
N−1∑
s=0

1

N

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−nωksω−sj =
1

N

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−n
N−1∑
s=0

ω(k−j)s.

Применяя (13), получаем F [bn](j) = (ωj − 1)−n.

Следующее свойство сигналов Бернулли первым, по-видимому, отметил В.Н. Мало-
земов.
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Теорема 1. Циклическая свертка сигналов Бернулли равна соответствующему
сигналу Бернулли:

bn ∗ bm = bn+m.

Доказательство. Первый способ — проверяем непосредственно:

(bn ∗ bm)(j) =
N−1∑
s=0

1

N2

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−nωsk
N−1∑
l=1

(ωl − 1)−mω(j−s)l =

=
1

N2

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−n
N−1∑
l=1

(ωl − 1)−mωjl
N−1∑
s=0

ωs(k−l).

Продолжаем по формуле (13):

(bn ∗ bm)(j) =
1

N

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−n(ωk − 1)−mωjk = bn+m(j).

Второй способ — через ДПФ. По утверждению 1 и лемме 6 с учётом того, что ну-
левой отсчёт всех спектров Фурье равен нулю, получаем

F [bn ∗ bm] = F [bn] ◦ F [bm] = (r − 1)−n ◦ (r − 1)−m = F [bn+m].

Теорема доказана.

Есть третий (более длинный) способ доказательства через итерации операторов ∆
и ∆−1. Его укажем в виде следствия теоремы.

Следствие 4. Для любого m ∈ Z конечная разность всех порядков и её обраще-
ние для x ∈ CN

0 представима как

∆m[x] = b−m ∗ x.

Эту формулу можно переписать в виде x = ∆m[x] ∗ bm, полученным в [1] и приме-
нённым в [4] для анализа В-сплайнов.

Следствие 5. Сигнал Бернулли любого порядка есть соответствующая степень
образующего сигнала b1:

bn = bn∗1 , где n ∈ Z.

Лемма 7 (аналог теоремы дополнения (3)). Для сигналов Бернулли верно

bm(m− j) = (−1)mbm(j).

Доказательство. По определению (12) и условию ωN = 1 имеем

bm(m− j) =
1

N

N−1∑
k=1

(ωk − 1)−mωk(m−j) =
1

N

N−1∑
k=1

(1− ω−k)−mω−kj =

=
1

N

N−1∑
k=1

(1− ωN−k)−mω(N−k)j =
1

N

N−1∑
k=1

(1− ωk)−mωkj = (−1)mbm(j).

Лемма доказана.
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Из утверждения 2 вытекает
Утверждение 4 (свойство симметрии, антисимметрии). Сигнал Бернулли чёт-

ного порядка симметричен, нечётного — антисимметричен:

b2m ∈ S(m), b2m+1 ∈ AS (m+ 1/2) .

Следствие 6. Для отдельных отсчётов верно b1(0) = −N − 1

2N
и b1(1) =

N − 1

2N
.

Для остальных отсчётов b1(1 + k) =
N − 1− 2k

2N
.

Доказательство. Имеем b0 ∈ S(0), b1 ∈ AS(1/2), b0(0) =
N − 1

N
; обозначим

2C =
N − 1

N
. Тогда b1(0) = −C и b1(1) = C; далее по лемме 3.

При 1 6 k < N следующая формула для b−k даёт явный вид начальных отрица-
тельных сигналов Бернулли в виде сдвинутого набора биномиальных коэффициентов
с чередующимися знаками. Её частные случаи:

b−1 = (−1 0 0 . . . 0 0 1), b−2 = (1 0 0 . . . 0 0 1 − 2),

b−3 = (−1 0 . . . 0 1 − 3 3), b−4 = (1 0 . . . 0 1 − 4 6 − 4) и т. д.

Утверждение 5. Для сигналов Бернулли отрицательного порядка имеет место

b−k =
k∑
j=0

(−1)jCj
kδ

(k−j)←; (16)

‖b−k‖2 =
4k(2k − 1)!!

(2k)!!
. (17)

Доказательство. Следствие 1 влечёт базу индукции для (16):

b−1 = b←0 − b0 = δ← − δ − 1

N
(1← − 1) = δ← − δ, b−2 = b←−1 − b−1 = δ2← − 2δ← + δ.

Индуктивный переход (во второй сумме заменяем s = j+1, переобозначаем символом j
и применяем (15)):

b−k = b←−k+1 − b−k+1 =
k−1∑
j=0

(−1)jCj
k−1δ

(k−j)← −
k−1∑
j=0

(−1)jCj
k−1δ

(k−1−j)← =

= δk← +
k−1∑
j=1

(−1)j(Cj
k−1 + Cj−1

k−1)δ
(k−j)← + (−1)kδ =

k∑
j=0

(−1)jCj
kδ

(k−j)←.

Из (16) вытекает приведённый явный вид сигналов и квадрат нормы:

‖b−k‖2 =
k∑
j=0

(
Cj
k

)2
.

По тождеству Вандермонда [11, c. 27]

k∑
j=0

(
Cj
k

)2
= Ck

2k =
(2k)!

(k!)2
=

(2k)!!(2k − 1)!!

(k!)(k!)
=

2k(2k − 1)!!

k!
=

4k(2k − 1)!!

(2k)!!
.

Утверждение доказано.
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Следствие 7. Набор из N − 1 сигналов Бернулли подряд идущих порядков со-
ставляет базис пространства CN

0 .
Доказательство. Подпространство CN

0 N -мерного пространства CN имеет раз-
мерность N − 1. Если отсчёты с номером 0 временно удалим, как допускающие вос-
становление по свойству нормировки (9), то заметим, что векторы b−1, b−2, . . . , b−N+1

линейно независимы, как обладающие диагональной структурой. Значит, они состав-
ляют базис пространства CN

0 . По формуле (14) линейной зависимости этот базис можно
сдвигать на одну позицию в любую сторону.

Замечание 4. Очевидно, что для любого x ∈ CN
0 полный набор его сдвигов ли-

нейно зависим:
N−1∑
k=0

xk→ = 0. Зато набор из (N −1)-го сдвига любого сигнала Бернулли

составляет базис пространства CN
0 . Для сигнала Бернулли порядка −1 это легко про-

веряется, а далее доказывается по лемме 3.
Рассмотрим простейшие частные случаи сигналов Бернулли.
С л у ч а й N = 2. Пространство C2

0 одномерно и при всех целых s

bs =
(−1)s

2s+1
(1 − 1) =

(
−1

2

)s
b0.

С л у ч а й N = 3. Пространство C3
0 двумерно с базисом

b0 =
1

3
(2 − 1 − 1) и b−1 = (−1 0 1)

и соотношением bk+2 = −1

3
b→k .

С л у ч а й N = 4. Хотя пространство C4
0 трёхмерно, сигналы Бернулли группи-

руются не по тройкам, а по парам (чётные и нечётные порядки), а именно (отделили
координаты запятыми):

b2s =
(−1)s

22s+2

(
2s+1 + 1, −1, −2s+1 + 1, −1

)s→
,

b2s−1 =
(−1)s−1

22s+1
(2s + 1, 2s − 1, −2s + 1, −2s − 1)s→ .

Для остальных N общих формул представления всех сигналов Бернулли нет.
По теореме 1 в кольце (CN

0 ; +, ∗) легко вычисляется обратный элемент к сигна-
лам Бернулли. Для произвольного обратимого x ∈ CN

0 есть две стандартные схемы
вычисления обратного, то есть такого y ∈ CN

0 , что x ∗ y = b0. Один приём «в лоб»
методом неопределённых коэффициентов — составление и решение системы N -го по-
рядка. С использованием циркулянтной матрицы C(x) для сигнала x (её определение
см. в [9, c. 40]) уравнение записывается в матричном виде y · C(x) = b0.

Второй приём покажем на примере сигнала x = (1, 0, 3,−4). Вычислим ДПФ от
него: X = F [x] = (0,−2 − 4i, 8,−2 + 4i). Найдём Y , такой, что X ◦ Y = 1 − δ =

= (0, 1, 1, 1): Y =

(
0,
−1 + 2i

10
,
1

8
,
−1− 2i

10

)
. Через обратное ДПФ от Y найдём искомый

y =
1

160
(−3,−21, 13, 11).

Предложим третий приём. Произвольный x ∈ CN
0 легко раскладывается по базису

{b−1, b−2, . . . , b−N+1}. В случае x = (1, 0, 3,−4) имеем x = 2b−1 + 3b−2. Искомый y ∈ C4
0,
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такой, что x ∗ y = b0, будем искать в сдвинутом базисе в виде y = αb1 + βb0 + γb−1.
По линейности циклической свертки и теореме 1 имеем

x ∗ y = 2αb0 + (3α + 2β)b−1 + (3β + 2γ)b−2 + 3γb−3.

Здесь на помощь приходит соотношение (14) линейной зависимости, которое добавим
с некоторым неопределённым коэффициентом s:

x ∗ y = b0 + s(4b0 + 6b−1 + 4b−2 + b−3).

Приравняв коэффициенты, получаем систему, которая решается последовательно:

γ =
s

3
, β =

10

9
s, α =

34

27
s, s = −27

40
→ α = −17

20
, β = −3

4
, γ = − 9

40
.

При N > 5 первые два приёма слишком сложны для использования без привлечения
компьютера, а с помощью третьего можно решать и вручную.

4. Производящая функция сигналов Бернулли
Производящей функцией последовательности a = {ak}∞k=0 называется [11]

ϕ(x) =
∞∑
k=0

akx
k.

Введём производящие функции для N отсчётов последовательности сигналов Бер-
нулли (12) неотрицательного порядка:

ϕk(x) =
∞∑
s=0

bs(k)xs, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Теорема 2. Производящая вектор-функция Φ(x) =
∞∑
s=0

bsx
s для всех отсчётов сиг-

налов Бернулли неотрицательного порядка равна

Φ(x) = δ + ϕ(x;N)
(
(1 + x)N−1, 1, (1 + x), (1 + x)2, . . . , (1 + x)N−2

)
,

где ϕ(x;N) =
x

1− (1 + x)N
.

Доказательство. По формуле bs(k) = bs(k − 1) + bs−1(k − 1) из следствия 1
имеем

ϕk(x) = b0(k) +
∞∑
s=1

bs(k)xs = b0(k) +
∞∑
s=1

(bs(k − 1)xs + bs−1(k − 1)xs).

При 2 6 k 6 N − 1 получим

ϕk(x) = − 1

N
+
∞∑
s=1

bs(k − 1)xs + x
∞∑
s=0

bs(k − 1)xs = ϕk−1(x) + xϕk−1(x).

Небольшое отличие при k = 1 и k = N :

ϕ1(x) = b0(1) +
∞∑
s=1

(bs(0)xs + bs−1(0)xs) = b0(1)− b0(0) + (1 + x)ϕ0(x),

ϕN(x) = b0(N)− b0(N − 1) + (1 + x)ϕN−1(x).
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Получили формулы

ϕ1(x) = −1 + (1 + x)ϕ0(x), ϕ0(x) = ϕN(x) = 1 + (1 + x)ϕN−1(x).

Выразим все рассмотренные производящие функции через одну:

ϕk(x) = (1 + x)k−1ϕ1(x) при 1 6 k 6 N − 1,

ϕ0(x) =
1 + ϕ1(x)

x+ 1
, ϕ0(x) = 1 + (1 + x)N−1ϕ1(x).

Приравняв две последние, получим

ϕ(x;N) = ϕ1(x) =
x

1− (1 + x)N
.

Теорема доказана.

Следствие 8. Отсчёт сигналов Бернулли с номером 1 порядков s > 2 как функ-
ция от размера сетки N есть многочлен нечётного порядка; гарантируется, что среди
его корней присутствуют корни N = ±1.

Доказательство. Для ϕ(x;N) = ϕ1(x) =
x

1− (1 + x)N
вычислим

ϕ(x;−N) =
x

1− (1 + x)−N
= x− ϕ(x;N),

что влечёт первое утверждение. Более того, из доказательства следствия 2 вытекает
наличие N в знаменателях всех отсчётов сигналов Бернулли положительного порядка.

Рассмотрим величины −Nbs(1) как чётные многочлены степени s от переменной N .
Из условия ϕ(x; 1) = −1 вытекает, что при s > 2 числа N = ±1 служат корнями этого
многочлена.

5. Тригонометрические суммы
Через производящую функцию теоремы 2, взятую в виде −Nϕ(x;N), в [5, 12] вы-

числяются суммы чётных отрицательных степеней синусов в равноотстоящих узлах
окружности. В.Н. Малоземов в [2] предложил более красивое изложение этих резуль-
татов с распространением на положительные степени. Эти суммы имеют практическое
применение [13].

Теорема 3. Суммы чётных степеней синусов в равноотстоящих узлах выража-
ются через нормы сигналов Бернулли (s > 0):

N−1∑
k=1

sin2s πk

N
=
N

4s
‖b−s‖2,

N−1∑
k=1

1

sin2s(πk/N)
= 4sN‖bs‖2.

В частности, при s < N имеем
N−1∑
k=1

sin2s πk
N

= N
(2s− 1)!!

(2s)!!
. (18)

Сумма
N−1∑
k=1

1

sin2s(πk/N)
при натуральном s равна чётному многочлену от N степени 2s,

содержащему множитель (N2 − 1). В качестве формулы для вычисления этих много-
членов предлагается

N−1∑
k=1

1

sin2s(πk/N)
=

4sN

(s!)2
lim

z→1 t→1

∂2s

∂zs ∂ts

(
(z − 1)(t− 1)((zt)N − 1)

(zN − 1)(tN − 1)(zt− 1)

)
. (19)
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Доказательство. По равенству Парсеваля (утверждение 1) N‖bs‖2 = ‖F [bs]‖2.
Правую часть вычислим согласно результатам леммы 6:

‖F [bs]‖2 = ‖(r − 1)−s‖2 =
N−1∑
k=1

|ωk − 1|−2s =
N−1∑
k=1

|ωk/2 − ω−k/2|−2s · |ω|−sk.

По формуле Эйлера eiϕ = cosϕ+ i sinϕ получим

‖F [bs]‖2 =
N−1∑
k=1

∣∣∣∣2 sin
πk

N

∣∣∣∣−2s .
Далее считаем s > 0 и запишем две формулы:

N‖b−s‖2 = 4s
N−1∑
k=1

sin2s πk

N
, N‖bs‖2 = 4−s

N−1∑
k=1

sin−2s
πk

N
.

Для первой из них по формуле (17) при s < N получаем (18). Сигналы Бернулли по-
ложительного порядка восстанавливаются через производящую вектор-функцию тео-

ремы 2: bs =
1

s!
(Φ(x))(s) |x=0, а для отдельных отсчётов

bs(k) =
1

s!
lim
u→0

(
ds

dus
ϕk(u)

)
=

1

s!
lim
z→1

(
ds

dzs
zk−1(z − 1)

1− zN

)
.

При вычислении квадрата нормы вместо нулевого отсчёта берем отсчёт с номером N :

‖bs‖2 =

(
1

s!

)2 N∑
k=1

lim
z→1 t→1

∂2s

∂zs ∂ts

(
zk−1(z − 1)tk−1(t− 1)

(zN − 1)(tN − 1)

)
,

что равносильно (19).
Так как при замене N на −N в правой части (19) ничего не меняется, эта функ-

ция чётная. К тому же эта функция является многочленом, что нетрудно проверить
(в [5] это доказано для очень близкой конструкции). Один из корней этого многочлена
N = 1, так как при N = 1 правая часть (19) обращается в нуль. Из чётности много-
члена вытекает, что и N = −1 есть корень.

Приведём частные случаи результатов теоремы 3:

N−1∑
k=1

sin2 πk

N
=
N

2
при N > 2,

N−1∑
k=1

sin4 πk

N
=

3N

8
при N > 3,

N−1∑
k=1

sin6 πk

N
=

5N

16
при N > 4,

N−1∑
k=1

sin8 πk

N
=

35N

128
при N > 5.

Из курса математического анализа известно [14, с. 434], что∫ π

0

sin2s x dx =
√
π

Γ(2s+1
2

)

Γ(s+ 1)
= π

(2s− 1)!!

(2s)!!
. (20)

Сравнивая (20) с формулой (18), замечаем, что для интеграла
∫ π
0

sin2s x dx обе фор-
мулы прямоугольников (при ∆x = π/N) точны при достаточном (N > s + 1) числе
узлов:

∆x
N−1∑
k=0

sin2s(k∆x) = ∆x
N∑
k=1

sin2s(k∆x) =

∫ π

0

sin2s x dx.
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Верны следующие частные случаи:

N−1∑
k=1

1

sin2(πk/N)
=
N2 − 1

3
,

N−1∑
k=1

1

sin4(πk/N)
=

(N2 − 1)(N2 + 11)

45
,

N−1∑
k=1

1

sin6(πk/N)
=

(N2 − 1)(2N4 + 23N2 + 191)

945
,

N−1∑
k=1

1

sin8(πk/N)
=

(N2 − 1)(3N6 + 43N4 + 337N2 + 2497)

14175
,

N−1∑
k=1

1

sin10(πk/N)
=

(N2 − 1)(2N8 + 35N6 + 321N4 + 2125N2 + 14797)

93555
.

Из этого набора формул легко вычисляются сумммы чётных степеней котангенсов
в равноотстоящих узлах, приведённые в [15] и востребованные в механике.

По алгоритму леммы 3 и формуле теоремы 3 составлена программа [16] вычисления
N−1∑
k=1

1

sin2s(πk/N)
по произвольным заданным N и s.

6. Связь с числами и многочленами Коробова
При построении производящей функции в теореме 2 более удобный вид получается

при рассмотрении обратного сдвига. Поэтому далее рассмотрим следующую последо-
вательность дискретных периодических функций (называемых сигналами):

−N · b←0 , −N · b←1 , −N · b←2 , . . . ,−N · b←s , . . .

Будем использовать предложенные в [6] названия и обозначения:
— специальные числа Ps для начальных отсчётов этих сигналов:

Ps = −N · b←s (0) = −N · bs(1);

— специальные многочлены Ps(k) для остальных отсчётов этих сигналов (за одним
исключением: последняя координата начального сигнала выпадает из общей кон-
струкции, P0(x) ≡ 1):

Ps(k) = −N · bs(k + 1), k = 0, 1, . . . , N − 1.

Специальные числа Ps и специальные многочлены Ps(x), а также производящие функ-
ции для них

ψ(u) =
∞∑
s=0

Psu
s, Ψ(u, x) =

∞∑
s=0

Ps(x)us

введены и вычислены в [5, 6]. В [5] обозначения другие. После естественного видоиз-
менения эти специальные числа и многочлены приобрели вид чисел Коробова и мно-
гочленов Коробова первого рода [8]

Ks = s!Ps, Ks(x) = s!Ps(x)

с теми же экспоненциальными (термин из [11]) производящими функциями

ψ(u) =
∞∑
s=0

Ks

s!
us, Ψ(u, x) =

∞∑
s=0

Ks(x)

s!
us.
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Из теоремы 2 вытекает
Утверждение 6. Экспоненциальные производящие функции чисел и многочле-

нов Коробова первого рода имеют следующий вид:

ψ(u) = ψ(u;N) =
Nu

(u+ 1)N − 1
, Ψ(u, x) = Ψ(u, x;N) =

Nu(u+ 1)x

(u+ 1)N − 1
.

Основной результат работы [5] сформулируем в принятых обозначениях, используя
понятие обобщённой степени k(s) = k(k − 1) . . . (k − s+ 1) .

Теорема 4. Решение бесконечной (так как s ∈ N) системы разностных уравнений

∆[Ps] = Ps−1

с условием нормировки
N−1∑
k=0

Ps(k) = 0 и начальным условием P0(k) ≡ 1 имеет следую-

щий вид:

Ps(k) = P0
k(s)

s!
+ P1

k(s−1)

(s− 1)!
+ . . .+ Ps−1

k(1)

1!
+ Ps. (21)

Здесь специальные числа Ps имеют вид многочленов степени s от параметра N со
старшим коэффициентом Bs/s!, где Bs —числа Бернулли. Начиная с s = 2, это чётные
многочлены (то есть многочлены от N2), для которых числа 1 и −1 служат корнями.

Рекуррентная формула для вычисления чисел Ps как многочленов от N имеет
следующий вид:

P0
N (s+1)

(s+ 1)!
+ P1

N (s)

s!
+ . . .+ Ps−1

N (2)

2!
+ PsN = 0. (22)

Доказательство. По условию нормировки из соображений симметрии имеем

P1(k) = k−N − 1

2
, что можно представить в виде P1(k) = P0k

(1)+P1, где P1 = −N − 1

2
.

Это база индукции для доказательства (21) и (22).
Предположим, что

Ps−1(k) = P0
k(s−1)

(s− 1)!
+ P1

k(s−2)

(s− 2)!
+ . . .+ Ps−2

k(1)

1!
+ Ps−1.

Так как ∆[k(n)] = nk(n−1), решение уравнения ∆[Ps] = Ps−1, согласно лемме 3, имеет
вид (21), где Ps пока не найдено. Ищем его методом прогонки:

Ps(0) = Ps, Ps(1) = Ps + Ps−1, Ps(2) = Ps + 2Ps−1 + Ps−2, . . .

Общий вид формулы для 0 6 k 6 N − 1:

Ps(k) =
k∑
j=0

Cj
kPs−j.

По условию нормировки
N−1∑
k=0

Ps(k) =
N−1∑
k=0

k∑
j=0

Cj
kPs−j = 0. Отделим старшее слагаемое и

поменяем пределы суммирования:

NPs +
N−1∑
j=1

(
N−1∑
i=j

Cj
i

)
Ps−j = 0.
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Согласно [11, задача 1.2], получили
N−1∑
j=1

Cj+1
N Ps−j + NPs = 0. Запись этого выражения

в виде многочлена от N приводит к (22).
Теперь рассмотрим специальные числа Ps как многочлены от N степени s, где

старший коэффициент при N s может оказаться нулём. Этот коэффициент найдём
анализом старших слагаемых.

База индукции: P0 = B0 = 1, P1 = B1N + O(N1−1), где B0 = 1, B1 = −1/2 —числа
Бернулли.

Индуктивное предположение: Pk =
Bk

k!
nk+O(Nk−1) при всех k от 1 до n−1. Так как

формулу (22) анализируем для всех N , отмечаем, что с ростом N она обрывается на n:

Pn = − 1

N

n∑
j=1

N (j+1)

(j + 1)!
Pn−j.

Следим только за старшим коэффициентом:

Pn = −
n∑
j=1

(N − 1)(j)

(j + 1)!

(
Bn−j

(n− j)!
Nn−j + O(Nn−j−1)

)
=

(
n∑
j=1

−Bn−j

(j + 1)!(n− j)!

)
Nn+

+O(Nn−1) =

(
−1

n!

n∑
j=1

n!

(j + 1)!(n− j)!
Bn−j

)
Nn + O(Nn−1) =

Bn

n!
+ O(Nn−1)

по свойству (1).
Чётность Pn как многочлена от N и наличие множителя (N2 − 1) (при n > 2)

доказаны в следствии 8.

В [12] отмечено, что решение данной системы разностных уравнений уже получено,
найдены производящие функции для них и приведена формула (19) для тригономет-
рических сумм.

В [6] специальные числа Ps вводятся формулой (22) с начальным условием P0 = 1,
а специальные многочлены Ps(x), для которых Ps(k) = −Nbs(k + 1) на сетке, —фор-
мулой (21) с начальным условием P0(x) ≡ 1, без мотивировки происхождения этих
формул. В [8] предложен подход к определению Ps и Ps(x) через производящие функ-
ции.

Утверждение 7. Три следующих способа определения специальных чисел Ps и
специальных многочленов Ps(x) (а следовательно, также чисел и многочленов Коро-
бова первого рода) эквивалентны:

1) в виде решения системы разностных уравнений с нормировкой (9);
2) формулами (21), (22);

3) через производящие функции ψ(u) =
Nu

(u+ 1)N − 1
и Ψ(u, x) =

Nu(u+ 1)x

(u+ 1)N − 1
соответственно.

Переходы 1 → 2, 1 → 3 доказаны в [5] (см. также теорему 4 и утверждение 6),
переход 2→ 3 — в [6], а переход 3→ 1 — в [8].

Замечание 5. Существует четвёртый (рекуррентный) способ определения спе-
циальных многочленов Pn(k) (от целочисленного аргумента k на сетке) с помощью
формулы (14). Этот способ аналогичен формуле (22) для вычисления специальных
чисел. Однако для него нужно слегка поправить определение P0(k): оставляем неиз-
менным P0(k) = 1 при 0 6 k 6 N−2 и изменяем один отсчёт P0(N−1) = 1−N . За счёт
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этой поправки, которая не влияет на вычисление последующих многочленов Pn(k), до-
бились того, что и для начального многочлена верно условие нормировки

N−1∑
k=0

Pn(k) = 0. (23)

Введение поправки позволяет определить и вычислять, применяя операцию ∆, «спе-
циальные многочлены отрицательного порядка» по аналогии с сигналами Бернулли.
В качестве начальных данных предлагаемого четвёртого способа достаточно вычис-
лить N − 2 таких «многочленов», начиная от P−1 до P−(N−2). Формулы для вычисле-
ния их отсчётов, удовлетворяющих условию (23): P−k(j) = 0 при 0 6 j 6 N − k − 2,
P−k(N − k − 1 + s) = (−1)s+1NCs

k при 0 6 s 6 k.
Наличие величин, которые названы «многочленами», позволяет запустить процесс

вычисления специальных многочленов по формуле

Ps(j) = − 1

N

N−1∑
k=1

Ck−1
N Ps−k(j) = 0, s = 1, 2, 3, . . . (24)

Приведём несколько начальных чисел Коробова, вычисленных по формуле (22) и
соотношению Ks = s!Ps (отметим, что в [6 – 8] вычисления выполнены до третьего
порядка):

K1 = −N − 1

2
, K2 =

N2 − 1

6
, K3 = −N

2 − 1

4
, K4 = − 1

30
(N2 − 1)(N2 − 19),

K5 =
(N2 − 1)(N2 − 9)

4
, K6 =

1

84
(N2 − 1)(2N4 − 145N2 + 863),

K7 = − 5

24
(N2 − 1)(N2 − 25)(2N2 − 11).

Следующие числа Коробова вычислены методом неопределённых коэффициентов
с использованием результатов теоремы 4:

K8 = − 1

90
(N2 − 1)(3N6 − 497N4 + 9247N2 − 33953),

K9 =
7

20
(N2 − 1)(N2 − 49)(3N4 − 50N2 + 167),

K10 =
5

660
(N2 − 1)(10N8 − 2993N6 + 114597N4 − 1184767N2 + 3250433),

K11 = −15

8
(N2 − 1)(N2 − 9)(N2 − 81)(2N4 − 49N2 + 173),

K12 = −N
2 − 1

5460
(1382N10 − 653818N8 + 42418211N6 − 845983589N4 + 6117468907N2−

−13695779093),

K13 =
11

840
(N2 − 1)(N2 − 121)(1382N8 − 77096N6 + 1336965N4 − 8756954N2 + 18382103).

Из наблюдения за видом чисел Коробова вытекает
Гипотеза 1.

lim
N→∞

K2n+1

K2n

=
1− 4n2

2
.
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Если гипотеза верна, то нам известны старшие ненулевые коэффициенты всех чи-
сел Коробова. В качестве упражнения можно попробовать методом неопредёленных
коэффициентов продолжить вычисления чисел Коробова, общий вид которых (при
верности гипотезы) следующий:

K14 =
7

6
(N2 − 1)T12(N), K15 = −455

4
(N2 − 1)(N2 − 169)T10(N),

K16 =
−3617

510
(N2 − 1)T14(N), K17 =

3617

4
(N2 − 1)(N2 − 9)(N2 − 25)(N2 − 225)T8(N).

Здесь Tn(N) —чётный многочлен степени n со старшим коэффициентом 1, коэффици-
енты которого и следует вычислить. Для применения метода неопределённых коэф-
фициентов предлагается таблица значений отдельных специальных чисел Pn = Kn/n!
в зависимости от размера сетки N .

n
N

2 3 4 5 6 7
14 1/214 2/2187 −255/16384 8/125 71698571/35831808 445/49
15 −1/215 −1/2187 255/32768 −21/125 −71698571/71663616 357/49
16 1/216 1/6561 1/65536 76/625 −429909599/429981696 −948/49
17 −1/217 0 −513/131072 0 262143/131072 474/49

Для вычисленияK16 добавим недостающее значение P16 = −6684671/216 приN = 8.
Приведем также вид начальных многочленов Коробова:

K0(x) = 1, K1(x) = x− N − 1

2
, K2(x) = x2 −Nx+

N2 − 1

6
,

K3(x) = x3 − 3(N + 1)

2
x2 +

N(N + 3)

2
x− N2 − 1

4
,

K4(x) = x4 − (2N + 4)x3 + (N2 + 6N + 4)x2 − 2N(N + 2)x− (N2 − 1)(N2 − 19)

30
,

K5(x) = x5 − 5

2
(N + 3)x4 +

5

3
(N2 + 9N + 11)x3 − 5

2
(3N2 + 11N + 6)x2−

−1

6
(N4 − 55N2 − 90N)x+

1

4
(N2 − 1)(N2 − 9),

K6(x) = x6 − 3(N + 4)x5 +
5

2
(N2 + 12N + 21)x4 − 5(4N2 + 21N + 20)x3+

+
1

2
(−N4 + 105N2 + 300N + 144)x2 + (2N4 − 50N2 − 72N)x+K6,

K7(x) = x7 − 7

2
(N + 5)x6 +

7

2
(N2 + 15N + 34)x5 − 35

4
(5N2 + 34N + 45)x4+

+
7

6
(−N4 + 170N2 + 675N + 548)x3 +

7

4
(5N4 − 225N2 − 548N − 240)x2+

+
1

6
(N6 − 119N4 + 1918N2 + 2520N)x+K7.

По свойству многочленов Коробова первого рода ∆Ks(x) = sKs−1(x) и числам Коро-
бова Ks = Ks(0) в качестве начальных условий вычисляется следующий общий вид
старших коэффициентов многочленов Коробова первого рода:

Kn(x) = xn − n(N + n− 2)

2
xn−1 + C2

n

2N2 + 6(n− 2)N + 3n2 − 13n+ 12

12
xn−2−

−C3
n

(2n− 4)N2 + (3n2 − 13n+ 12)N + (n3 − 7n2 + 14n− 8)

8
xn−3 + . . .
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При фиксированном N численное значение чисел и многочленов Коробова на сетке
удобнее вычислять не по этим формулам, а с помощью леммы 3 или формулы (24).

В [8] предложен метод вывода многочленов Бернулли из многочленов Коробова

lim
N→∞

Kn(Nx)

Nn
= Bn(x).

Заключение
Дискретные периодические функции Бернулли служат естественным и достаточно

удобным аппаратом при более подробном изложении теории дискретного преобразо-
вания Фурье. Поэтому не случайно на них практически одновременно и независимо
друг от друга вышли проф. В.Н. Малоземов и автор работы. В рамках теории чисел
дискретные периодические функции Бернулли представлены в виде многочленов Ко-
робова и активно исследуются. Например, работа [17] в течение 2017 г. процитирована
5 раз. Кроме возможных приложений в технике, их востребованность обусловлена ещё
и тем, что числа и многочлены Коробова служат одним из основных примеров для из-
ложения теневого исчисления, развитого в работах Рота и его последователей [18].
В рамках теневого исчисления изучаются [8] также числа и многочлены Коробова
второго рода, которые в данной работе не затрагиваются. Близким объектом служат
многочлены Карлица.
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Introduction
In 1972, a generalization of commutative semigroups has been established by Kazim et

al [1]. In ternary commutative law: abc = cba, they introduced the braces on the left side of
this law and explored a new pseudo associative law, that is (ab)c = (cb)a. This law is called
the left invertive law. A groupoid S is said to be a left almost semigroup (abbreviated as
LA-semigroup) if it satisfies the left invertive law. This structure is also known as Abel —
Grassmann’s groupoid (abbreviated as AG-groupoid) [2]. An AG-groupoid is a midway
structure between an abelian semigroup and a groupoid. Mushtaq et al [3] investigated the
concept of ideals of AG-groupoids.

In [4] (resp. [5]), a groupoid S is said to be medial (resp. paramedial) if (ab)(cd) =
= (ac)(bd) (resp. (ab)(cd) = (db)(ca)). In [1], an AG-groupoid is medial, but in general
an AG-groupoid needs not to be paramedial. Every AG-groupoid with left identity is
paramedial by Protic et al [2] and also satisfies a(bc) = b(ac), (ab)(cd) = (dc)(ba).

Algebraic structures play a prominent role in mathematics with wide ranging
applications in many disciplines such as theoretical physics, computer sciences, control
engineering, information sciences, coding theory, topological spaces and the like.

Although semigroups concentrate on theoretical aspects, they also include applications
in error-correcting codes, control engineering, formal language, computer science and
information science.

Algebraic structures especially ordered semigroups play a prominent role in mathematics
with wide ranging applications in many disciplines such as control engineering, computer
arithmetics, coding theory, sequential machines and formal languages.

In [6], if (S, ·,6) is an ordered semigroup and ∅ 6= A ⊆ S, we define a subset of S as
follows: (A] = {s ∈ S : s 6 a for some a ∈ A}. A non-empty subset A of S is called a
subsemigroup of S if A2 ⊆ A.

A non-empty subset A of S is called a left (resp. right) ideal of S if the following
conditions hold: (1) SA ⊆ A (resp. AS ⊆ A); (2) if a ∈ A and b ∈ S such that b 6 a
implies b ∈ A. Equivalent definition: A is called a left (resp. right) ideal of S if (A] ⊆ A
and SA ⊆ A (resp. AS ⊆ A).

In [6, 7], an ordered semigroup S is said to be a regular if for every a ∈ S, there exists
an element x ∈ S such that a 6 axa. Equivalent definitions are as follows: (1) A ⊆ (ASA]
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for every A ⊆ S; (2) a ∈ (aSa] for every a ∈ S. In [7, 8], an ordered semigroup S is said
to be an intra-regular if for every a ∈ S there exist elements x, y ∈ S such that a 6 xa2y.
Equivalent definitions are as follows: (1) A ⊆ (SA2S] for every A ⊆ S; (2) a ∈ (Sa2S] for
every a ∈ S.

We will define the concept of fuzzy left (resp. right, interior, quasi-, bi-, generalized bi-)
ideals with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S. We will establish a study by
discussing the different properties of such ideals. We will also characterize regular (resp.
intra-regular, both regular and intra-regular) ordered AG-groupoids by the properties of
fuzzy left (right, quasi-, bi-, generalized bi-) ideals with thresholds (α, β].

1. Fuzzy ideals with thresholds (α, β] in ordered AG-groupoids
An ordered AG-groupoid S is a partially ordered set, at the same time an AG-groupoid

such that a 6 b implies ac 6 bc and ca 6 cb for all a, b, c ∈ S. Two conditions are equivalent
to the one condition (ca)d 6 (cb)d for all a, b, c, d ∈ S.

Let S be an ordered AG-groupoid and ∅ 6= A ⊆ S, we define a subset (A] = {s ∈ S :
s 6 a for some a ∈ A} of S, obviously A ⊆ (A]. If A = {a}, then we write (a] instead of
({a}]. For ∅ 6= A,B ⊆ S, then AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}, ((A]] = (A], (A](B] ⊆ (AB],
((A](B]] = (AB], if A ⊆ B, then (A] ⊆ (B], (A ∩B] 6= (A] ∩ (B] in general.

For ∅ 6= A ⊆ S, A is called an ordered AG-subgroupoid of S if A2 ⊆ A; A is called a
left (resp. right) ideal of S if the following hold: (1) SA ⊆ A (resp. AS ⊆ A); (2) if a ∈ A
and b ∈ S such that b 6 a implies b ∈ A. Equivalent definition: A is called a left (resp.
right) ideal of S if (A] ⊆ A and SA ⊆ A (resp. AS ⊆ A). A is called an ideal of S if A is
both a left ideal and a right ideal of S. In particular, if A and B are any types of ideals
of S, then (A ∩B] = (A] ∩ (B].

We denote by L(a), R(a), I(a) the left ideal, the right ideal and the ideal of S
respectively, generated by a. We have L(a) = {s ∈ S : s 6 a or s 6 xa for some x ∈ S} =
= (a ∪ Sa], S(a) = (a ∪ aS], I(a) = (a ∪ Sa ∪ aS ∪ (Sa)S].

First time, Zadeh introduced the concept of fuzzy set in his classical paper [9] of 1965.
This concept has provided a useful mathematical tool for describing the behavior of systems
that are too complex to admit precise mathematical analysis by classical methods and tools.
Extensive applications of fuzzy set theory have been found in various fields such as artificial
intelligence, computer science, management science, expert systems, finite state machines,
languages, robotics, coding theory and others.

Since then, many papers on fuzzy sets appeared showing the importance of the concept
and its applications to logic, set theory, groupoids, semigroup, ordered semigroup, group
theory, real analysis, measure theory, topology, etc.

Rosenfeld [10] was the first, who introduced the concept of fuzzy set in a group.
The study of fuzzy set in semigroups was established by Kuroki [11, 12]. He studied fuzzy
ideals and fuzzy interior (resp. quasi-, bi-, generalized bi-, semiprime, semiprime quasi-)
ideals of semigroups. A systematic exposition of fuzzy semigroups appeared by Mordeson
et al [13], where one can find the theoretical results on fuzzy semigroups and their use
in fuzzy finite state machines and languages. Fuzzy sets in ordered semigroups/ordered
groupoids were first explored by Kehayopulu et al [14, 15]. They also studied fuzzy ideals
and fuzzy interior (resp. quasi-, bi-, generalized bi-) ideals in ordered semigroups.

By a fuzzy subset µ of an ordered AG-groupoid S, we mean a function µ : S → [0, 1],
the complement of µ is denoted by µ′, is a fuzzy subset of S defined by µ′(x) = 1 − µ(x)
for all x ∈ S.
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A fuzzy subset µ of S is called a fuzzy ordered AG-subgroupoid of S if
µ(xy) > µ(x) ∧ µ(y) for all x, y ∈ S; µ is called a fuzzy left (resp. right) ideal of S if
(1) µ(xy) > µ(y) (resp. µ(xy) > µ(x)); (2) x 6 y implies µ(x) > µ(y) for all x, y ∈ S; µ is
a fuzzy ideal of S if µ is both a fuzzy left and a fuzzy right ideal of S. Every fuzzy ideal
(whether left, right, two-sided) is a fuzzy AG-subgroupoid of S but the converse is not true
in general.

We denote by F (S) the set of all fuzzy subsets of S. For ∅ 6= A ⊆ S, the characteristic
function of A is denoted by χA and defined by

χA(a) =

{
1, if a ∈ A,
0, if a /∈ A.

Let µ, γ ∈ F (S); by the symbols µ ∧ γ and µ ∨ γ we mean the following fuzzy subsets:

(µ ∧ γ)(x) = min{µ(x), γ(x)} and (µ ∨ γ)(x) = max{µ(x), γ(x)}.

An ordered AG-groupoid S can be considered a fuzzy subset of itself and we write
S = χS, i.e., S(x) = χS(x) = 1 for all x ∈ S. This implies that S(x) = 1 for all x ∈ S.

Let x ∈ S, we define a set Ax = {(y, z) ∈ S × S : x 6 yz}. Let µ and γ be two fuzzy
subsets of S, then product of µ and γ is denoted by µ ◦ γ and defined by :

(µ ◦ γ)(x) =


∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), γ(z)}, if Ax 6= ∅,

0, if Ax = ∅.

A fuzzy subset µ of S is called a fuzzy interior ideal of S if: (1) µ ((xy)z) > µ(y); (2) x 6 y
implies µ(x) > µ(y) for all x, y, z ∈ S. A fuzzy subset µ of S is called a fuzzy quasi-ideal
of S if: (1) (µ ◦ S) ∩ (S ◦ µ) ⊆ µ; (2) x 6 y implies µ(x) > µ(y) for all x, y ∈ S. A fuzzy
AG-subgroupoid µ of S is called a fuzzy bi-ideal of S if: (1) µ((xa)y) > min{µ(x), µ(y)};
(2) x 6 y implies µ(x) > µ(y) for all x, a, y ∈ S. A fuzzy subset µ of S is called a fuzzy
generalized bi-ideal of S if: (1) µ((xa)y) > min{µ(x), µ(y)}; (2) x 6 y implies µ(x) > µ(y)
for all x, a, y ∈ S.

Every fuzzy bi-ideal of S is a fuzzy generalized bi-ideal of S, but the converse is not
true. A fuzzy ideal µ of S is called a fuzzy idempotent of S if µ ◦ µ = µ.

Now we define fuzzy ordered AG-subgroupoid with thresholds (α, β] and fuzzy left (resp.
right, interior, quasi-, bi-, generalized bi-) ideals with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S.

A fuzzy subset µ of an ordered AG-groupoid S is called a fuzzy ordered AG-subgroupoid
with thresholds (α, β] of S if max{µ(xy), α} > min{µ(x), µ(y), β}. A fuzzy subset µ of S is
called a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S if: (1) max{µ(xy), α} > min{µ(y), β};
(2) x 6 y implies µ(x) > µ(y) for all x, y ∈ S and α, β ∈ (0, 1] such that α < β. A fuzzy
subset µ of S is called a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S if: (1) max{µ(xy), α} >
> min{µ(x), β}; (2) x 6 y implies µ(x) > µ(y) for all x, y ∈ S and α, β ∈ (0, 1] such that
α < β.

A fuzzy subset µ of S is called a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S if it is both a
fuzzy left and a fuzzy right ideal with thresholds (α, β]. Every fuzzy ideal (whether left,
right, two-sided) with thresholds (α, β] is a fuzzy ordered AG-subgroupoid of S but the
converse is not true in general.

A fuzzy subset µ of S is called a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of S if:
(1) max{µ((xy)z), α} > min{µ(y), β}; (2) x 6 y implies µ(x) > µ(y) for all x, y, z ∈ S
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and α, β ∈ (0, 1] such that α < β. A fuzzy subset µ of S is called a fuzzy quasi-ideal with
thresholds (α, β] of S if: (1) max{µ(x), α} > min{(µ ◦ S) (x), (S ◦ µ) (x), β}; (2) x 6 y
implies µ(x) > µ(y) for all x, y ∈ S and α, β ∈ (0, 1] such that α < β.

A fuzzy ordered AG-subgroupoid µ with thresholds (α, β] of S is called a fuzzy bi-ideal
with thresholds (α, β] of S if: (1) max{µ((xy)z), α} > min{µA(x), µA(z), β}; (2) x 6 y
implies µ(x) > µ(y) for all x, y, z ∈ S and α, β ∈ (0, 1] such that α < β.

A fuzzy subset µ of S is called a fuzzy generalized bi-ideal with thresholds (α, β] of S if:
(1) max{µ((xy)z), α} > min{µ(x), µ(z), β}; (2) x 6 y implies µ(x) > µ(y) for all x, y, z ∈ S
and α, β ∈ (0, 1] such that α < β.

Every fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy generalized bi-ideal with
thresholds (α, β] of S, but the converse is not true.

Let µ be a fuzzy set of an ordered AG-groupoid S and α, β ∈ (0, 1] such that α < β.
We define a fuzzy subset µβα of S as follow: µβα(x) = (µA(x) ∧ β) ∨ α for all x ∈ S.

Let µ and γ be two fuzzy subsets of an ordered AG-groupoid S. We define fuzzy sets
µ ∧βα γ, µ ∨βα γ, µ ◦βα γ and µ−βα γ of S as follows:

(µA ∧βα µB)(x) = {(µA ∧ µB)(x) ∧ β} ∨ α,
(µA ∨βα µB)(x) = {(µA ∨ µB)(x) ∧ β} ∨ α,
(µA ◦βα µB)(x) = {(µA ◦ µB)(x) ∧ β} ∨ α,
(µA −βα µB)(x) = {(µA − µB)(x) ∧ β} ∨ α

for all x ∈ S. Now we are giving the central properties of such ideals of an S, which will be
very helpful for further sections.

Lemma 1. Let S be an ordered AG-groupoid. Then the following properties hold:
(1) (µ ◦βα γ) ◦βα δ = (δ ◦βα γ) ◦βα µ;
(2) (µ ◦βα γ) ◦βα (δ ◦βα λ) = (µ ◦βα δ) ◦βα (γ ◦βα λ)

for all fuzzy subsets µ, γ, δ and λ of S.
Proof. Let µ, γ and δ be fuzzy subsets of an ordered AG-groupoid S. We have to show

that (µ ◦βα γ) ◦βα δ = (δ ◦βα γ) ◦βα µ. Now

((µ ◦βα γ) ◦βα δ)(x) = {((µ ◦ γ) ◦ δ)(x) ∧ β} ∨ α = {((δ ◦ γ) ◦ µ)(x) ∧ β} ∨ α =

= ((δ ◦βα γ) ◦βα µ)(x).

In same lines, we can prove (2).

Proposition 1. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e. Then the
following assertions hold:

(1) µ ◦βα (γ ◦βα δ) = γ ◦βα (µ ◦βα δ);
(2) (µ ◦βα γ) ◦βα (δ ◦βα λ) = (λ ◦βα γ) ◦βα (δ ◦βα µ);
(3) (µ ◦βα γ) ◦βα (δ ◦βα λ) = (λ ◦βα δ) ◦βα (γ ◦βα µ)

for all fuzzy subsets µ, γ, δ and λ of S.
Proof. Same as Lemma 1.

Theorem 1. Let A and B be two non-empty subsets of an ordered AG-groupoid S.
Then the following conditions hold:

(1) χA ◦βα χB = (χ(AB])
β
α;

(2) χA ∨βα χB = (χA∪B)βα;
(3) χA ∧βα χB = (χA∩B)βα.
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Proof. Straight forward.

Theorem 2. Let A be a non-empty subset of an ordered AG-groupoid S. Then the
following properties hold:

(1) A is an AG-subgroupoid of S if and only if χA is a fuzzy AG-subgroupoid with
thresholds (α, β] of S;

(2) A is a left (resp. right, two-sided) ideal of S if and only if χA is a fuzzy left (resp.
right, two-sided) ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof.
(1) Let A be an AG-subgroupoid of an ordered AG-groupoid S and x, y ∈ S. If x, y /∈ A,

then by definition of characteristic function χ
A

(x) = 0 = χ
A

(y). Thus

χ
A

(xy) > min{χ
A

(x), χ
A

(y)} = min{χ
A

(x), χ
A

(y), β} ⇒
⇒ χ

A
(xy) > min{χ

A
(x), χ

A
(y), β} ⇒ max{χ

A
(xy), α} > min{χ

A
(x), χ

A
(y), β}.

In same lines, we have max{χ
A

(xy), α} > min{χ
A

(x), χ
A

(y), β}, when x, y ∈ A. Hence
the characteristic function χA of A is a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β]of S.

Conversely, suppose that the characteristic function χAof A is a fuzzy AG-subgroupoid
with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S. Let x, y ∈ A, then by definition
χ
A

(x) = 1 = χ
A

(y). Since max{χ
A

(xy), α} > min{χ
A

(x), χ
A

(y), β} = β, χA being a fuzzy
AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S. Thus max{χ

A
(xy), α} > β, this implies that

χ
A

(xy) = 1, i.e., xy ∈ A. Hence A is an AG-subgroupoid of S.
(2) Let A be a left ideal of an ordered AG-groupoid S and x, y ∈ S. If y /∈ A, then by

definition of characteristic function χ
A

(y) = 0. Thus

χ
A

(xy) > χ
A

(y) = min{χ
A

(y), β} ⇒
⇒ χ

A
(xy) > min{χ

A
(y), β} ⇒ max{χ

A
(xy), α} > min{χ

A
(y), β}.

Similarly, we have max{χ
A

(xy), α} > min{χ
A

(y), β}, when y ∈ A. Therefore the charac-
teristic function χA of A is a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S.

Conversely, assume that the characteristic function χAof A is a fuzzy left ideal with
thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S. Let y ∈ Aand z ∈ S, then by definition
χA(y) = 1.Since max{χA(zy), α} > min{χA(y), β} = β, χA being a fuzzy left ideal with
thresholds (α, β] of S. Thus max{χA(zy), α} > β. This implies that χA(zy) = 1, i.e., zy ∈ A.
Therefore A is a left ideal of S.

Theorem 3. Let µ be a fuzzy subset of an ordered AG-groupoid S. Then the following
assertions hold:

(1) µ is a fuzzy ordered AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S if and only if
µ ◦βα µ ⊆ µβα;

(2) µ is a fuzzy left (resp. right) ideal with thresholds (α, β] of S if and only if S◦βαµ ⊆ µβα
(resp. µ ◦βα S ⊆ µβα).

Proof.
(1) Suppose that µ is a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of an ordered

AG-groupoid S and x ∈ S. If (µ ◦βα µ)(x) = 0, then obvious µ ◦βα µ ⊆ µβα, otherwise we have

(µ ◦βα µ)(x) = {(µ ◦ µ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), µ(z)}

)
∧ β
}
∨ α 6

6
{ ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(yz)} ∧ β

}
∨ α = {µ(x) ∧ β} ∨ α = µβα(x)⇒ µ ◦βα µ ⊆ µβα.
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Conversely, assume that µ ◦βα µ ⊆ µβα. Let x, y ∈ S such that a 6 xy. Now

max{µ(xy), α} > max{µ(a), α} = max{min{µ(a), β}, α} = µβα(a) > (µ ◦βα µ)(a) =

= {(µ ◦ µ)(a) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(s,t)∈Aa
min{µ(s), µ(t)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {µ(x) ∧ µ (y) ∧ β} ∨ α = µ(x) ∧ µ (y) ∧ β = min{µ(x), µ (y) , β} ⇒
⇒ max{µ(xy), α} > min{µ(x), µ (y) , β}.

Hence µ is a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S.
(2) Suppose that µ is a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-grou-

poid S and x ∈ S. If (S ◦βα µ)(x) = 0, then obvious S ◦βα µ ⊆ µβα, otherwise we have

(S ◦βα µ)(x) = {(S ◦ µ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{S(y), µ(z)}

)
∧ β
}
∨ α =

=
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{1, µ(z)}

)
∧ β
}
∨ α =

{( ∨
(y,z)∈Ax

min{µ(z)}
)
∧ β
}
∨ α 6
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{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(yz)}

)
∧ β
}
∨ α = (µ(x) ∧ β) ∨ α = µβα(x)⇒ S ◦βα µ ⊆ µβα.

Conversely, assume that S ◦βα µ ⊆ µβα. Let y, z ∈ S such that x 6 yz. Now

max{µ(yz), α} > max{µ(x), α} = max{min{µ(x), β}, α} = µβα(x) > (S ◦βα µ)(x) =

= {(S ◦ µ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(s,t)∈Ax
min{S(s), µ(t)}

)
∧ β
}
∨ α > ((S(y) ∧ µ (z)) ∧ β) ∨ α =

= (1 ∧ µ (z)) ∧ β = min{µ (z) , β} ⇒ max{µ(yz), α} > min{µ (z) , β}.

Therefore µ is a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S.

Lemma 2. If µ and γ are two fuzzy AG-subgroupoid (resp. (left, right, two-sided)
ideals) with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S, then µ ∧βα γ is also a fuzzy
AG-subgroupoid (resp. (left, right, two-sided) ideal) with thresholds (α, β] of S.

Proof. Let µ and γ be two fuzzy AG-subgroupoids with thresholds (α, β] of an ordered
AG-groupoid S. We have to show that µ∧βαγ is also a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds
(α, β] of S. Now

max{(µ ∧βα γ)(xy), α} = max{{{(µ ∧ γ)(xy) ∧ β} ∨ α}, α} = {(µ ∧ γ)(xy) ∧ β} ∨ α =

= {µ(xy) ∧ γ(xy) ∧ β} ∨ α > {µ(x) ∧ µ(y) ∧ γ(x) ∧ γ(y) ∧ β} ∨ α =

= {µ(x) ∧ γ(x) ∧ µ(y) ∧ γ(y) ∧ β} ∨ α = {(µ ∧ γ)(x) ∧ (µ ∧ γ)(y) ∧ β ∧ β ∧ β} ∨ α =

= {((µ ∧ γ)(x) ∧ β) ∧ ((µ ∧ γ)(y) ∧ β) ∧ β} ∨ α =

= ({(µ ∧ γ)(x) ∧ β} ∨ α) ∧ ({(µ ∧ γ)(y) ∧ β} ∨ α) ∧ (β ∨ α) =

= (µ ∧βα γ)(x) ∧ (µ ∧βα γ)(y) ∧ β = min{(µ ∧βα γ)(x), (µ ∧βα γ)(y), β}.

Thus max{(µ ∧βα γ)(xy), α} > min{(µ ∧βα γ)(x), (µ ∧βα γ)(y), β}. Hence µ ∧βα γ is a fuzzy
AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S.

Lemma 3. If µ and γ are two fuzzy AG-subgroupoids with thresholds (α, β] of an
ordered AG-groupoid S, then µ ◦βα γ is also a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β]
of S.
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Proof. Suppose that µ and γ are two fuzzy AG-subgroupoids with thresholds (α, β] of
an ordered AG-groupoid S. We have to show that µ ◦βα γ is also a fuzzy AG-subgroupoid
with thresholds (α, β] of S. Now

(µ ◦βα γ)2 = (µ ◦βα γ) ◦βα (µ ◦βα γ) = (µ ◦βα µ) ◦βα (γ ◦βα γ) ⊆ µβα ◦βα γβα = µ ◦βα γ.

Therefore µ ◦βα γ is a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S.

Remark 1. If µ is a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S, then µ ◦βα µ is also a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S.

Lemma 4. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e. Then every fuzzy
right ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof. Suppose that µ is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of an ordered
AG-subgroupoid S and x, y ∈ S. Thus

max{µ (xy) , α} = max{µ ((ex) y) , α} = max{µ ((yx) e) , α} >
> min{µ (yx) , β} > min{µ (y) , β}.

Therefore µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S.

Lemma 5. If µ and γ are two fuzzy left (resp. right) ideals with thresholds (α, β] of
an ordered AG-groupoid S with left identity e, then µ ◦βα γ is also a fuzzy left (resp. right)
ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof. Let µ and γ be two fuzzy left ideals with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S. We have to show that µ ◦βα γ is also a fuzzy left ideal with thresholds (α, β]
of S. Now

S ◦βα (µ ◦βα γ) = (S ◦βα S) ◦βα (µ ◦βα γ) = (S ◦βα µ) ◦βα (S ◦βα γ) ⊆ µ ◦βα γ.

Hence µ ◦βα γ is a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S. Similarly, we can prove for
right ideals.

Remark 2. If µ is a fuzzy left (resp. right) ideal with thresholds (α, β] of an ordered
AG-groupoid S with left identity e, then µ ◦βα µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S.

Lemma 6. If µ and γ are two fuzzy ideals with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S, then µ ◦βα γ ⊆ µ ∧βα γ.

Proof. Let µ and γ be two fuzzy ideals with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S and x ∈ S. If (µ ◦βα γ)(x) = 0, then obvious µ ◦βα γ ⊆ µ ∧βα γ, otherwise we
have

(µ ◦βα γ)(x) = {(µ ◦ γ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), γ(z)}

)
∧ β
}
∨ α 6

6
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(yz), γ(yz)}

)
∧ β
}
∨ α =

{( ∨
(y,z)∈Ax

min{(µ ∧ γ)(yz)}
)
∧ β
}
∨ α =

= {(µ ∧ γ) (x) ∧ β} ∨ α = (µ ∧βα γ)(x).

Therefore µ ◦βα γ ⊆ µ ∧βα γ.

Remark 3. If µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S,
then µ ◦βα µ ⊆ µβα.
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Lemma 7. Let S be an ordered AG-groupoid. Then µ ◦βα γ ⊆ µ ∧βα γ for every fuzzy
right ideal µ with thresholds (α, β] and for every fuzzy left ideal γ with thresholds (α, β]
of S.

Proof. Same as Lemma 6.

Theorem 4. Let A be a non-empty subset of an ordered AG-groupoid S. Then the
following conditions are true:

(1) A is an interior ideal of S if and only if χA is a fuzzy interior ideal with thresholds
(α, β] of S;

(2) A is a quasi-ideal of S if and only if χA is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β]
of S;

(3) A is a bi-ideal of S if and only if χA is a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S;
(4) A is a generalized bi-ideal of S if and only if χA is a fuzzy generalized bi-ideal with

thresholds (α, β] of S.
Proof.
(1) Let A be an interior ideal of an ordered AG-groupoid S. Let x, y, a ∈ S. If a /∈ A,

then by definition of characteristic function χA(a) = 0. Thus

χA((xa)y) > χA(a) = min{χA(a), β} ⇒ χA((xa)y) > min{χA(a), β} ⇒
⇒ max{χA((xa)y), α} > min{χA(a), β}.

Similarly, we have max{χA((xa)y), α} > min{χA(a), β}, when a ∈ A. Hence the charac-
teristic function χA of A is a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of S.

Conversely, suppose that the characteristic function χAof A is a fuzzy interior ideal
with thresholds (α, β] of S. Let t ∈ (SA)S, so t = (xa)y, where a ∈ A and x, y ∈ S.
Then by definition χA(a) = 1. Since max{χA((xa)y), α} > min{χA(a), β} = β, χA being
a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of S. This implies that χA((xa)y) > β, thus
χA((xa)y) = 1, i.e., (xa)y ∈ A. Hence A is an interior ideal of S.

(2) Let A be a quasi-ideal of S. Let x ∈ S and x /∈ A, then x /∈ SA or x /∈ AS. If x /∈ SA,
then by definition of characteristic function (S ◦ χA)(x) = 0. Thus max{χA(x), α} > 0 =
= min{(χA ◦ S) (x), (S ◦ χA) (x), β}. If x ∈ A, then max{χA(x), α} = 1 > min{(χA ◦ S) (x),
S ◦ χA(x), β}. Therefore the characteristic function χA of A is a fuzzy quasi-ideal with
thresholds (α, β] of S.

Conversely, assume that the characteristic function χA of A is a fuzzy quasi-ideal with
thresholds (α, β] of S. Let x be an element of AS ∩ SA, this means that x ∈ AS and SA.
Since

max{χA(x), α} > min{(χA ◦ S)(x), (S ◦ χA)(x), β} = min{(χA ◦ χS)(x), (χS ◦ χA)(x), β} =

= min{χAS(x), χSA(x), β} = β ⇒ max{χA(x), α} > β.

Thus χA(x) = 1, i.e., x ∈ A. Therefore A is a quasi-ideal of S.
(3) LetA be a bi-ideal of S. Let x, y, a ∈ S. If x, y /∈ A, then by definition of characteristic

function χA(x) = χA(y) = 0. Thus

χA((xa)y) > χA(x) ∧ χA(y) = min{χA(x), χA(y), β} ⇒ χA((xa)y) > min{χA(x), χA(y), β} ⇒
⇒ max{χA((xa)y), α} > min{χA(x), χA(y), β}.

Similarly, we have max{χA((xa)y), α} > min{χA(x), χA(y), β}, when x, y ∈ A. Hence the
characteristic function χA of A is a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S.
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Conversely, suppose that the characteristic function χAof A is a fuzzy bi-ideal with
thresholds (α, β] of S. Let t ∈ (AS)A, so t = (xa)y, where x, y ∈ A and a ∈ S. Then
by definition χA(x) = χA(y) = 1. As max{χA((xa)y), α} > min{χA(x), χA(y), β} = β, χA
being a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S. This implies that χA((xa)y) > β, thus
χA((xa)y) = 1, i.e., (xa)y ∈ A. Hence A is bi-ideal of S. Similarly, we can prove (4).

Theorem 5. Let µ be a fuzzy subset of an ordered AG-groupoid S. Then µ is a fuzzy
interior ideal with thresholds (α, β] of S if and only if (S ◦βα µ) ◦βα S ⊆ µβα.

Proof. Suppose that µ is a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of an ordered
AG-groupoid S and x ∈ S. If ((S ◦βα µ) ◦βα S)(x) = 0, then obvious (S ◦βα µ) ◦βα S ⊆ µβα,
otherwise there exist a, b, c, d ∈ S such that x 6 ab and a 6 cd. Since µ is a fuzzy interior
ideal with thresholds (α, β] of S, this implies that max{µ((cd)b), α} > min{µ(d), β}. Now

((S ◦βα µ) ◦βα S)(x) = {((S ◦ µ) ◦ S)(x) ∧ β} ∨ α =

=
{( ∨

(a,b)∈Ax
min{(S ◦ µ)(a), S(b)}

)
∧ β
}
∨ α =

{( ∨
(a,b)∈Ax

min{(S ◦ µ)(a), 1}
)
∧ β
}
∨ α =

=
{( ∨

(a,b)∈Ax
min{(S ◦ µ)(a)}

)
∧ β
}
∨ α =

=
{( ∨

(a,b)∈Ax
min

{( ∨
(c,d)∈Aa

min{S(c), µ(d)}
)})

∧ β
}
∨ α =

=
{( ∨

(a,b)∈Ax
min

{( ∨
(c,d)∈Aa

min{1, µ(d)}
)})

∧ β
}
∨ α =

=
{( ∨

(a,b)∈Ax
min

{( ∨
(c,d)∈Aa

min{µ(d)}
)})

∧ β
}
∨ α =

{( ∨
((c,d),b)∈Ax

min{µ(d)}
)
∧ β
}
∨ α 6
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{( ∨

((c,d),b)∈Ax
min{µ((cd)b)}

)
∧ β
}
∨ α = {µ(x) ∧ β} ∨ α = µβα(x)⇒ (S ◦βα µ) ◦βα S ⊆ µβα.

Conversely, assume that (S ◦βα µ) ◦βα S ⊆ µβα and x, y, z ∈ S such that a 6 (xy)z. Now

max{µ((xy)z), α} = max{min{µ((xy)z), β}, α} > max{min{µ(a), β}, α} = µβα(a) >

> ((S ◦βα µ) ◦βα S)(a) = {((S ◦ µ) ◦ S)(a) ∧ β} ∨ α =

=
{( ∨

(s,t)∈Aa
min{(S ◦ µ)(s), S(t)}

)
∧ β
}
∨ α > {((S ◦ µ) (xy) ∧ S (z)) ∧ β} ∨ α =

= {((S ◦ µ) (xy) ∧ 1) ∧ β} ∨ α = {(S ◦ µ) (xy) ∧ β} ∨ α =

=
{( ∨

(m,n)∈Axy
min{S(m), µ(n)}

)
∧ β
}
∨ α > {(S (x) ∧ µ (y)) ∧ β} ∨ α =

= {(1 ∧ µ (y)) ∧ β} ∨ α = µ(y) ∧ β = min{µ(y), β} ⇒ max{µ((xy)z), α} > min{µ(y), β}.

Therefore µ is a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of S.

Theorem 6. Let µ be a fuzzy ordered AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of an
ordered AG-groupoid S. Then µ is a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S if and only
if (µ ◦βα S) ◦βα µ ⊆ µβα.

Proof. Same as Theorem 5.

Theorem 7. Let µ be a fuzzy subset of an ordered AG-groupoid S. Then µ is a fuzzy
generalized bi-ideal with thresholds (α, β] of S if and only if (µ ◦βα S) ◦βα µ ⊆ µβα.
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Proof. Same as Theorem 5.

Lemma 8. If µ and γ are two fuzzy bi- (resp. generalized bi-, quasi-, interior) ideals
with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S, then µ ∧βα γ is also a fuzzy bi- (resp.
generalized bi-, quasi-, interior) ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof. Let µ and γ be two fuzzy bi-ideals with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S. We have to show that µ∧βα γ is also a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S.
Since µ and γ are fuzzy AG-subgroupoids with thresholds (α, β] of S then µ ∧βα γ is also a
fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S by the Lemma 2. We have to show that
max{(µ ∧βα γ)((xa)y), α} > min{(µ ∧βα γ)(x), (µ ∧βα γ)(y), β}. Now

max{(µ ∧βα γ)((xa)y), α} = max{{{(µ ∧ γ)((xa)y) ∧ β} ∨ α}, α} =

= {(µ ∧ γ)((xa)y) ∧ β} ∨ α = {µ((xa)y) ∧ γ((xa)y) ∧ β} ∨ α >

> {µ(x) ∧ µ(y) ∧ γ(x) ∧ γ(y) ∧ β} ∨ α = {µ(x) ∧ γ(x) ∧ µ(y) ∧ γ(y) ∧ β} ∨ α =

={(µ ∧ γ)(x) ∧ (µ ∧ γ)(y) ∧ β ∧ β ∧ β} ∨ α={((µ ∧ γ)(x) ∧ β) ∧ ((µ ∧ γ)(y) ∧ β) ∧ β} ∨ α=

= ({(µ ∧ γ)(x) ∧ β} ∨ α) ∧ ({(µ ∧ γ)(y) ∧ β} ∨ α) ∧ (β ∨ α) =

= (µ ∧βα γ)(x) ∧ (µ ∧βα γ)(y) ∧ β = min{(µ ∧βα γ)(x), (µ ∧βα γ)(y), β}.

Thus max{(µ ∧βα γ)((xa)y), α} > min{(µ ∧βα γ)(x), (µ ∧βα γ)(y), β}. Hence µ ∧βα γ is a fuzzy
bi-ideal with thresholds (α, β] of S.

Lemma 9. If µ and γ are two fuzzy bi- (resp. generalized bi-, interior) ideals with
thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S with left identity e, then µ ◦βα γ is also a
fuzzy bi- (resp. generalized bi-, interior) ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof. Let µ and γ be two fuzzy bi-ideals with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S. We have to show that µ ◦βα γ is also a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S.
Since µ and γ are fuzzy AG-subgroupoids with thresholds (α, β] of S, then µ ◦βα γ is also a
fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S by the Lemma 3. Now

((µ ◦βα γ) ◦βα S) ◦βα (µ ◦βα γ) = ((µ ◦βα γ) ◦βα (S ◦βα S)) ◦βα (µ ◦βα γ) =

= ((µ ◦βα S) ◦βα (γ ◦βα S)) ◦βα (µ ◦βα γ) = ((µ ◦βα S) ◦βα µ) ◦βα ((γ ◦βα S) ◦βα γ) ⊆ µβα ◦βα γβα = µ ◦βα γ.

Therefore µ ◦βα γ is a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S.

Lemma 10. Every fuzzy ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S is
a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of S. The converse is not true in general.

Proof. Let µ be a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S and
x, y, z ∈ S. Thus max{µ ((xy)z) , α} > min{µ (xy) , β} > min{µ (y) , β}. Hence µ is a fuzzy
interior ideal with thresholds (α, β] of S.

Proposition 2. Let µ be a fuzzy subset of an ordered AG-groupoid S with left iden-
tity e. Then µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S if and only if µ is a fuzzy interior
ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof. Suppose that µ is a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of an ordered
AG-groupoid S and x, y ∈ S. Thus max{µ(xy), α} = max{µ((ex)y), α} > min{µ(x), β}.
So µ is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S. Therefore µ is a fuzzy ideal with
thresholds (α, β] of S by the Lemma 4. Converse is true by the Lemma 10.

Lemma 11. Every fuzzy left (resp. right, two-sided) ideal with thresholds (α, β] of an
ordered AG-groupoid S is a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S. The converse is not
true in general.
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Proof. Assume that µ is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S and x, y, z ∈ S. Thus max{µ ((xy)z) , α} > min{µ (xy) , β} > min{µ (x) , β}
and max{µ ((xy)z) , α} = max{µ ((zy)x) , α} > min{µ (zy) , β} > min{µ (z) , β}.

This implies that max{µ((xy)z), α} > min{µ(x), µ(z), β}. So µ is a fuzzy bi-ideal with
thresholds (α, β] of S.

Lemma 12. Every fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S
is a fuzzy generalized bi-ideal with thresholds (α, β] of S. The converse is not true in general.

Proof. Obvious.

Lemma 13. Every fuzzy left (resp. right, two-sided) ideal with thresholds (α, β] of an
ordered AG-groupoid S is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S. The converse is
not true in general.

Proof. Let µ be a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S.
Thus

max{µ(x), α} > min{(S ◦ µ)(x), β} > min{(µ ◦ S)(x), (S ◦ µ)(x), β}.
Hence µ is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S.

Proposition 3. Every fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-
groupoid S is a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S.

Proof. Suppose that µ is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of an ordered
AG-groupoid S. Since µ ◦βα µ ⊆ µ ◦βα S and µ ◦βα µ ⊆ S ◦βα µ, this implies that
µ◦βαµ ⊆ µ◦βαS∧S ◦βαµ ⊆ µβα. Therefore µ is a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β]
of S.

Proposition 4. Let µ be a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] and γ be a fuzzy
left ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-groupoid S, respectively. Then µ ∧βα γ is
a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof. We have to show that µ∧βα γ is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of an
ordered AG-subgroupoid S. Now

((µ ∧βα γ) ◦βα S) ∧ (S ◦βα (µ ∧βα γ)) ⊆ (µ ◦βα S) ∧ (S ◦βα γ) ⊆ µβα ∧ γβα = µ ∧βα γ.

Thus µ ∧βα γ is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S.

Lemma 14. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then every fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy
bi-ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof. Assume that µ is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of an ordered AG-
subgroupoid S. This implies that µ is a fuzzy AG-subgroupoid with thresholds (α, β] of S.
We have to show that (µ ◦βα S) ◦βα µ ⊆ µβα. Now

(µ ◦βα S) ◦βα µ ⊆ (S ◦βα S) ◦βα µ ⊆ S ◦βα µ
and (µ ◦βα S) ◦βα µ ⊆ (µ ◦βα S) ◦βα S = (µ ◦βα S) ◦βα (e ◦βα S) = (µ ◦βα e) ◦βα (S ◦βα S) ⊆
⊆ (µ ◦βα e) ◦βα Sβα = µβα ◦βα Sβα = µ ◦βα S ⇒ (µ ◦βα S) ◦βα µ ⊆ µ ◦βα S ∧ S ◦βα µ ⊆ µβα.

So µ is a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S.

Proposition 5. If µ and γ are two fuzzy quasi-ideals with thresholds (α, β] of an
ordered AG-groupoid S with left identity e, such that (xe)S = xS for all x ∈ S, then µ◦βα γ
is a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S.
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Proof. Let µ and γ be two fuzzy quasi-ideals with thresholds (α, β] of an ordered
AG-groupoid S, this implies that µ and γ be two fuzzy bi-ideals with thresholds (α, β] of S,
by the Lemma 14. Then µ ◦βα γ is also a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S by the
Lemma 9.

2. Regular Ordered AG-groupoids
An ordered AG-groupoid S will be called a regular if, for every x ∈ S, there exists an

element a ∈ S such that x 6 (xa)x. Equivalent definitions are as follows:
(1) A ⊆ ((AS)A] for every A ⊆ S;
(2) x ∈ ((xS)x] for every x ∈ S.
In this section, we give the characterizations of regular ordered AG-groupoids by the

properties of fuzzy left (right, quasi-, bi-, generalized bi-) ideals with thresholds (α, β].
Lemma 15. Every fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of a regular ordered AG-

groupoid S is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S.
Proof. Suppose that µ is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S. Let x, y ∈ S,

this implies that there exists a ∈ S, such that x 6 (xa)x. Thus

max{µ(xy), α} > max{µ(((xa)x)y), α} = max{µ((yx)(xa)), α} >
> min{µ(yx), β} > min{µ(y), β}.

Hence µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S.

Lemma 16. Every fuzzy ideal with thresholds (α, β] of a regular ordered AG-grou-
poid S is a fuzzy idempotent with thresholds (α, β].

Proof. Assume that µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S and µ ◦βα µ ⊆ µβα.
We have to show that µβα ⊆ µ ◦βα µ. Let x ∈ S, this means that there exists a ∈ S such that
x 6 (xa)x. Thus

(µ ◦βα µ)(x) = {(µ ◦ µ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), µ(z)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {µ (xa) ∧ µ (x) ∧ β} ∨ α = (µ (xa) ∨ α) ∧ (µ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) >

> (µ (x) ∧ β) ∧ µ (x) ∧ β = µ (x) ∧ β = (µ (x) ∧ β) ∨ α = µβα(x)⇒ µβα ⊆ µ ◦βα µ.

Therefore µβα = µ ◦βα µ.

Remark 4. Every fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of a regular ordered AG-
groupoid S is a fuzzy idempotent with thresholds (α, β].

Proposition 6. Let µ be a fuzzy subset of a regular ordered AG-groupoid S. Then
µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S if and only if µ is a fuzzy interior ideal with
thresholds (α, β] of S.

Proof. Consider that µ is a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of S. Let x, y ∈ S,
then there exists an element a ∈ S, such that x 6 (xa)x. Thus

max{µ(xy), α} > max{µ(((xa)x)y), α} = max{µ((yx)(xa)), α} > min{µ(x), β}.

Consequently µ is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S. So µ is a fuzzy ideal with
thresholds (α, β] of S by the Lemma 15. Converse is true by the Lemma 10.

Remark 5. The concept of fuzzy (two-sided, interior) ideals with thresholds (α, β]
coincides in regular ordered AG-groupoids.
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Proposition 7. Let S be a regular ordered AG-groupoid. Then (µ◦βαS)∧(S◦βαµ) = µβα
for every fuzzy right ideal µ with thresholds (α, β] of S.

Proof. Suppose that µ is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S. This implies
that (µ ◦βα S) ∧ (S ◦βα µ) ⊆ µβα, because every fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S
is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S by the Lemma 13. Let x ∈ S, this implies
that there exists a ∈ S, such that x 6 (xa)x. Thus

(µ ◦βα S)(x) = {(µ ◦ S)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), S(z)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {µ (xa) ∧ S (x) ∧ β} ∨ α = {µ (xa) ∧ β} ∨ α = (µ (xa) ∨ α) ∧ (β ∨ α) > (µ (x) ∧ β) ∧ β =

= µ (x) ∧ β = (µ (x) ∧ β) ∨ α = µβα(x)⇒ µβα ⊆ µ ◦βα S.

Similarly, we have µβα ⊆ S◦βαµ, i.e., µβα ⊆ (µ◦βαS)∧(S◦βαµ). Hence (µ◦βαS)∧(S◦βαµ) = µβα.

Lemma 17. Let S be a regular ordered AG-groupoid. Then µ ◦βα γ = µ∧βα γ for every
fuzzy right ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy left ideal γ with thresholds (α, β]
of S.

Proof. Since µ ◦βα γ ⊆ µ ∧βα γ, for every fuzzy right ideal µ with thresholds (α, β] and
every fuzzy left ideal γ with thresholds (α, β] of S by the Lemma 7. Let x ∈ S, this means
that there exists a ∈ S such that x 6 (xa)x. Thus

(µ ◦βα γ)(x) = {(µ ◦ γ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), γ(z)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {µ (xa) ∧ γ (x) ∧ β} ∨ α = (µ (xa) ∨ α) ∧ (γ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) >

> (µ (x) ∧ β) ∧ γ (x) ∧ β = µ (x) ∧ γ (x) ∧ β = (µ ∧ γ) (x) ∧ β =

= {(µ ∧ γ) (x) ∧ β} ∨ α = (µ ∧βα γ)(x)⇒ µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ.

Therefore µ ◦βα γ = µ ∧βα γ.

Lemma 18. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e. Then Sa is a
smallest left ideal of S containing a.

Proof. Let x ∈ Sa and s ∈ S, this implies that x = s1a, s1 ∈ S. Now

sx = s(s1a) = (es)(s1a) = ((s1a)s)e = ((s1a)(es))e =

= ((s1e)(as))e = (e(as))(s1e) = (as)(s1e) = ((s1e)s)a ∈ Sa.

Hence sx ∈ Sa and (Sa] ⊆ Sa. Now a = ea ∈ Sa, so Sa is a left ideal of S containing a. Let
I be another left ideal of S containing a. Since sa ∈ I, because I is a left ideal of S. But
sa ∈ Sa, this means that Sa ⊆ I. Therefore Sa is a smallest left ideal of S containing a.

Lemma 19. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e. Then aS is a left
ideal of S.

Proof. Straight forward.

Proposition 8. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e. Then aS ∪ Sa
is a smallest right ideal of S containing a.

Proof. We have to show that aS ∪ Sa is a smallest right ideal of S containing a. Now

(aS ∪ Sa)S = (aS)S ∪ (Sa)S = (SS)a ∪ (Sa)(eS) ⊆ Sa ∪ (Se)(aS) = Sa ∪ S(aS) =

= Sa ∪ a(SS) ⊆ Sa ∪ aS = aS ∪ Sa.
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Thus (aS ∪ Sa)S ⊆ aS ∪ Sa and also (aS ∪ Sa] ⊆ aS ∪ Sa. Therefore aS ∪ Sa is a right
ideal of S. Since a ∈ Sa, i.e., a ∈ aS ∪ Sa. Let I be another right ideal of S containing a.
Now aS ∈ IS ⊆ I and Sa = (SS)a = (aS)S ∈ (IS)S ⊆ IS ⊆ I, i.e., aS ∪ Sa ⊆ I. Hence
aS ∪ Sa is a smallest right ideal of S containing a.

Theorem 8. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is a regular;
(2) µ ∧βα γ = µ ◦βα γ for every fuzzy right ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy

left ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(3) δβα = (δ ◦βα S) ◦ δβα for every fuzzy quasi-ideal δ with thresholds (α, β] of S.
Proof. Consider that (1) holds and δ be a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S.

This implies that (δ ◦βα S) ◦βα δ ⊆ δβα, because every fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β]
of S is a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S by the Lemma 14. Let x ∈ S, then there
exists an element a ∈ S such that x 6 (xa)x. Thus

((δ ◦βα S) ◦βα δ)(x) = {((δ ◦ S) ◦ δ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
∈ {(δ ◦ S)(y), δ(z)}

)
∧ β
}
∨ α>

> {(δ ◦ S) (xa) ∧ δ (x) ∧ β} ∨ α = ((δ ◦ S) (xa) ∨ α) ∧ (δ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) =

= ((δ ◦ S) (xa) ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β =
(( ∨

(s,t)∈Axa
min{δ(s), S(t)}

)
∨ α
)
∧ δ(x) ∧ β >

> ({δ(x) ∧ S(a)} ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β = ({δ(x) ∧ 1} ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β = (δ(x) ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β =

= δ(x) ∧ β = (δ(x) ∧ β) ∨ α = δβα(x)⇒ δβα ⊆ (δ ◦βα S) ◦βα δ.

So δβα = (δ ◦βα S) ◦βα δ, i.e., (1) implies (3). Suppose that (3) holds. Let µ be a fuzzy right
ideal with thresholds (α, β] and γ be a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S. This
implies that µ and γ be fuzzy quasi-ideals with thresholds (α, β] of S by the Lemma 13,
so µ ∧βα γ be also a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S. Then by our supposition,
µ ∧βα γ = ((µ ∧βα γ) ◦βα S) ◦βα (µ ∧βα γ) ⊆ (µ ◦βα S) ◦βα γ ⊆ µ ◦βα γ, i.e., µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ.
Since µ ◦βα γ ⊆ µ ∧βα γ, so µ ◦βα γ = µ ∧βα γ, i.e., (3) ⇒ (2). Assume that (2) is true
and a ∈ S. Then Sa is a left ideal of S containing a by the Lemma 18 and aS ∪ Sa
is a right ideal of S containing a by the Proposition 8. This means that χSa is a fuzzy
left ideal with thresholds (α, β] and χaS∪Sa is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β]
of S by the Theorem 2. Then by our assumption χaS∪Sa ∧βα χSa = χaS∪Sa ◦βα χSa, i.e.,
(χ(aS∪Sa)∩Sa)

β
α = (χ((aS∪Sa)Sa])

β
α by the Theorem 1. Thus (aS ∪ Sa) ∩ Sa = ((aS ∪ Sa)Sa].

Since a ∈ (aS ∪ Sa) ∩ Sa, i.e., a ∈ ((aS ∪ Sa)Sa], so a ∈ ((aS)(Sa) ∪ (Sa)(Sa)]. Now
(Sa)(Sa) = ((Se)a)(Sa) = ((ae)S)(Sa) = (aS)(Sa). This implies that

((aS)(Sa) ∪ (Sa)(Sa)] = ((aS)(Sa) ∪ (aS)(Sa)] = ((aS)(Sa)].

Thus a ∈ ((aS)(Sa)]. Then

a 6 (ax)(ya) = ((ya)x)a = (((ey)a)x)a = (((ay)e)x)a =

= ((xe)(ay))a = (a((xe)y))a ∈ (aS)a, for any x, y ∈ S.

This means that a ∈ ((aS)a], i.e., a is regular. Hence S is a regular, i.e., (2) ⇒ (1).

Theorem 9. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. the following conditions are equivalent:
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(1) S is a regular;
(2) µβα = (µ ◦βα S) ◦βα µ for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β] of S;
(3) γβα = (γ ◦βα S) ◦βα γ for every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(4) δβα = (δ ◦βα S) ◦βα δ for every fuzzy generalized bi-ideal δ with thresholds (α, β] of S.
Proof.
(1) ⇒ (4) is obvious.
(4) ⇒ (3), since every fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy generalized

bi-ideal with thresholds (α, β] of S by the Lemma 12.
(3) ⇒ (2), since every fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy bi-ideal

with thresholds (α, β] of S by the Lemma 14.
(2) ⇒ (1) by the Theorem 8.

Theorem 10. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is a regular;
(2) µ∧βα ν = (µ ◦βα ν) ◦βα µ for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β] and every

fuzzy ideal ν with thresholds (α, β] of S;
(3) γ ∧βα ν = (γ ◦βα ν) ◦βα γ for every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] and every

fuzzy ideal ν with thresholds (α, β] of S;
(4) δ∧βα ν = (δ ◦βα ν)◦βα δ for every fuzzy generalized bi-ideal δ with thresholds (α, β] and

every fuzzy ideal ν with thresholds (α, β] of S.
Proof. Suppose that (1) holds. Let δ be a fuzzy generalized bi-ideal with thresholds

(α, β] and ν be a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S. Now (δ ◦βα ν) ◦βα δ ⊆ (S ◦βα ν) ◦βα S ⊆
⊆ ν ◦βα S ⊆ νβα and (δ ◦βα ν) ◦βα δ ⊆ (δ ◦βα S) ◦βα δ ⊆ δβα, i.e., (δ ◦βα ν) ◦βα δ ⊆ δβα ∧ νβα = δ ∧βα ν.
Let x ∈ S, this implies that there exists a ∈ S such that x 6 (xa)x. Now xa 6 ((xa)x)a =
= (ax)(xa) = x((ax)a). Thus

((δ ◦βα ν) ◦βα δ)(x) = {((δ ◦ ν) ◦ δ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{(δ ◦ ν)(y), δ(z)}

)
∧ β
}
∨ α>

> {(δ ◦ ν) (xa) ∧ δ (x) ∧ β} ∨ α = ((δ ◦ ν) (xa) ∨ α) ∧ (δ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) =

= ((δ ◦ ν) (xa) ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β =
(( ∨

(s,t)∈Axa
min{δ(s), ν(t)}

)
∨ α
)
∧ δ(x) ∧ β >

> ({δ(x) ∧ ν((ax)a)} ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β = (δ(x) ∨ α) ∧ (ν((ax)a) ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β >

> δ(x) ∧ (ν(x) ∧ β) ∧ δ(x) ∧ β = δ(x) ∧ ν(x) ∧ β = (δ ∧ ν)(x) ∧ β =

= {(δ ∧ ν)(x) ∧ β} ∨ α = (δ ∧βα ν)(x)⇒ δ ∧βα ν ⊆ (δ ◦βα ν) ◦βα δ.

Therefore δ ∧βα ν = (δ ◦βα ν) ◦βα δ, i.e., (1) ⇒ (4). Since (4) ⇒ (3) and (3) ⇒ (2). Assume
that (2) holds. Then µ ∧βα S = (µ ◦βα S) ◦βα µ, where S itself is a fuzzy two-sided ideal with
thresholds (α, β] of S, i.e., µβα = (µ ◦βα S) ◦ µβα. Hence S is a regular by the Theorem 8, i.e.,
(2) ⇒ (1).

Theorem 11. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is a regular;
(2) µ ∧βα λ ⊆ λ ◦βα µ for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy

right ideal λ with thresholds (α, β] of S;
(3) γ∧βαλ ⊆ λ◦βα γ for every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] and every fuzzy right

ideal λ with thresholds (α, β] of S;
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(4) δ∧βα λ ⊆ λ◦βα δ for every fuzzy generalized bi-ideal δ with thresholds (α, β] and every
fuzzy right ideal λ with thresholds (α, β] of S.

Proof. (1) ⇒ (4) is obvious. It is clear that (4) ⇒ (3) and (3) ⇒ (2). Assume that
(2) holds, this means that λ ∧βα µ = µ ∧βα λ ⊆ λ ◦βα µ, where µ is a fuzzy left ideal with
thresholds (α, β] of S. Since λ ◦βα µ ⊆ λ ∧βα µ, so λ ∧βα µ = λ ◦βα µ. Therefore S is a regular
by the Theorem 8, i.e., (2) ⇒ (1).

Theorem 12. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is a regular;
(2) µ∧βα λ∧βαψ ⊆ (µ◦βα λ)◦βαψ for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β], every

fuzzy right ideal λ with thresholds (α, β] and every fuzzy left ideal ψ with thresholds
(α, β] of S;

(3) γ ∧βα λ ∧βα ψ ⊆ (γ ◦βα λ) ◦βα ψ for every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β], every
fuzzy right ideal λ with thresholds (α, β] and every fuzzy left ideal ψ with thresholds
(α, β] of S;

(4) δ ∧βα λ ∧βα ψ ⊆ (δ ◦βα λ) ◦βα ψ for every fuzzy generalized bi-ideal δ with thresholds
(α, β], every fuzzy right ideal λ with thresholds (α, β] and every fuzzy left ideal ψ
with thresholds (α, β] of S.

Proof. Consider that (1) holds. Let δ be a fuzzy generalized bi-ideal with thresholds
(α, β], ψ be a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] and λ be a fuzzy right ideal with
thresholds (α, β] of S. Let x ∈ S, then there exists an element a ∈ S such that x 6 (xa)x.
Now

x 6 (xa)x;

xa 6 ((xa)x)a = (ax)(xa) = x((ax)a);

(ax)a 6 (a((xa)x))a = ((xa)(ax))a = (a(ax))(xa) = x((a(ax))a) = x(((ea)(ax))a) =

= x(((xa)(ae))a) = x((((ae)a)x)a) = x((nx)a) = x((nx)(ea)) = x((ae)(xn)) =

= x(x((ae)n)) = x(xm)⇒ xa = x((ax)a) = x(x(xm)) = (ex)(x(xm)) = ((xm)x)(xe).

Thus

((δ ◦βα λ) ◦βα ψ)(x) = {((δ ◦ λ) ◦ ψ)(x) ∧ β} ∨ α =

=
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{(δ ◦ λ)(y), ψ(z)}

)
∧ β
}
∨ α > {(δ ◦ λ) (xa) ∧ ψ (x) ∧ β} ∨ α =

= ((δ ◦ λ) (xa) ∨ α) ∧ (ψ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) = ((δ ◦ λ) (xa) ∨ α) ∧ ψ(x) ∧ β =

=
(( ∨

(s,t)∈Axa
min{δ(s), λ(t)}

)
∨ α
)
∧ ψ(x) ∧ β > ({δ((xm)x) ∧ λ(xe)} ∨ α) ∧ ψ(x) ∧ β =

= (δ((xm)x) ∨ α) ∧ (λ(xe) ∨ α) ∧ ψ(x) ∧ β > (δ(x) ∧ δ(x) ∧ β) ∧ (λ(x) ∧ β) ∧ ψ(x) ∧ β =

= δ(x) ∧ λ(x) ∧ ψ(x) ∧ β = (δ(x) ∧ λ(x) ∧ ψ(x) ∧ β) ∨ α = (δ ∧βα λ ∧βα ψ)(x).

Hence δ ∧βα λ∧βα ψ ⊆ (δ ◦βα λ) ◦βα ψ, i.e., (1) ⇒ (4). It is clear that (4) ⇒ (3) and (3) ⇒ (2).
Assume that (2) holds. Then µ∧βαS∧βαψ ⊆ (µ◦βαS)◦βαψ, where µ is a fuzzy right ideal with
thresholds (α, β] of S, i.e., µ ∧βα ψ ⊆ µ ◦βα ψ. Since µ ◦βα ψ ⊆ µ ∧βα ψ, thus µ ◦βα ψ = µ ∧βα ψ.
So S is a regular by the Theorem 8, i.e., (2) ⇒ (1).
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3. Intra-regular ordered AG-groupoids
An ordered AG-groupoid S will be called an intra-regular ordered AG-groupoid if for

every x ∈ S there exist elements a, b ∈ S such that x 6 (ax2)b. Equivalent definitions are
as follows:

(1) A ⊆ ((SA2)S] for every A ⊆ S;
(2) x ∈ ((Sx2)S] for every x ∈ S.
In this section, we characterize intra-regular ordered AG-groupoids in terms of fuzzy

left (right, quasi-, bi-, generalized bi-) ideals with thresholds (α, β].
Lemma 20. Every fuzzy left (right) ideal with thresholds (α, β] of an intra-regular

ordered AG-groupoid S is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S.
Proof. Suppose that µ is a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S. Let x, y ∈ S,

this implies that there exist a, b ∈ S, such that x 6 (ax2)b. Thus

max{µ(xy), α} > max{µ(((ax2)b)y), α} = max{µ((yb)(ax2)), α} >
> min{µ(a(xx)), β} > min{µ(xx), β} > min{µ(x), β}.

Hence µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S.

Lemma 21. Let S be an intra-regular ordered AG-groupoid with left identity e. Then
every fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy idempotent with thresholds (α, β].

Proof. Assume that µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S and µ ◦βα µ ⊆ µβα. Let
x ∈ S, this means that there exist a, b ∈ S, such that x 6 (ax2)b. Now

x 6 (ax2)b = (a(xx))b = (x(ax))b = (x(ax))(eb) = (xe)((ax)b) = (ax)((xe)b).

Thus

(µ ◦βα µ)(x) = {(µ ◦ µ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), µ(z)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {µ (ax) ∧ µ ((xe)b) ∧ β} ∨ α = (µ (ax) ∨ α) ∧ (µ ((xe)b) ∨ α) ∧ (β ∨ α) >

> (µ (x) ∧ β) ∧ (µ (x) ∧ β) ∧ β = µ (x) ∧ β = (µ (x) ∧ β) ∨ α = µβα(x)⇒ µβα ⊆ µ ◦βα µ.

Therefore µβα = µ ◦βα µ.

Proposition 9. Let µ be a fuzzy subset of an intra-regular ordered AG-groupoid S
with left identity e. Then µ is a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S if and only if µ is a
fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of S.

Proof. Consider that µ is a fuzzy interior ideal with thresholds (α, β] of S. Let x, y ∈ S,
then there exist elements a, b ∈ S, such that x 6 (ax2)b. Thus

max{µ(xy), α} > max{µ(((ax2)b)y), α} = max{µ((yb)(ax2)), α} =

= max{µ((yb)(a(xx))), α} = max{µ((yb)(x(ax))), α} = max{µ((yx)(b(ax))), α} >
> min{µ(x), β} ⇒ max{µ(xy), α} > min{µ(x), β}.

Therefore µ is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S. So µ is a fuzzy ideal with
thresholds (α, β] of S by the Lemma 20. Converse is true by the Lemma 10.

Remark 6. The concept of fuzzy (two-sided, interior) ideals with thresholds (α, β]
coincides in intra-regular ordered AG-groupoids with left identity.
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Lemma 22. Let S be an intra-regular ordered AG-groupoid with left identity e.
Then γ ∧βα µ ⊆ µ ◦βα γ for every fuzzy left ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy
right ideal γ with thresholds (α, β] of S.

Proof. Suppose that µ is a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] and γ is a fuzzy right
ideal with thresholds (α, β] of S. Let x ∈ S, this implies that there exist a, b ∈ S such that
x 6 (ax2)b. Now

x 6 (ax2)b = (a(xx))b = (x(ax))b = (x(ax))(eb) = (xe)((ax)b) = (ax)((xe)b).

Thus

(µ ◦βα γ)(x) = {(µ ◦ γ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), γ(z)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {µ(ax) ∧ γ ((xe)b) ∧ β} ∨ α = (µ (ax) ∨ α) ∧ (γ ((xe)b) ∨ α) ∧ (β ∨ α) >

> (µ (x) ∧ β) ∧ (γ (x) ∧ β) ∧ β = µ (x) ∧ γ (x) ∧ β = γ (x) ∧ µ (x) ∧ β =

= (γ ∧ µ) (x) ∧ β = {(γ ∧ µ) (x) ∧ β} ∨ α = (γ ∧βα µ)(x).

Hence γ ∧βα µ ⊆ µ ◦βα γ.

Theorem 13. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is an intra-regular;
(2) γ ∧βα µ ⊆ µ ◦βα γ for every fuzzy left ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy

right ideal γ with thresholds (α, β] of S.
Proof. (1) ⇒ (2) is true by the Lemma 22. Assume that (2) holds and a ∈ S. Then

Sa is a left ideal of S containing a by the Lemma 18 and aS ∪ Sa is a right ideal of S
containing a by the Proposition 8. This means that χSa is a fuzzy left ideal with thresholds
(α, β] and χaS∪Sa is a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S by the Theorem 2.
By our assumption χaS∪Sa ∧βα χSa ⊆ χSa ◦βα χaS∪Sa, i.e., (χ(aS∪Sa)∩Sa)

β
α ⊆ (χ((Sa)(aS∪Sa)])

β
α

by the Theorem 1. Thus (aS ∪ Sa) ∩ Sa ⊆ (Sa(aS ∪ Sa)]. Since a ∈ (aS ∪ Sa) ∩ Sa, i.e.,
a ∈ (Sa(aS ∪ Sa)] = ((Sa)(aS) ∪ (Sa)(Sa)]. Now

(Sa)(aS) = (Sa)((ea)(SS)) = (Sa)((SS)(ae)) = (Sa)(((ae)S)S) = (Sa)((aS)S) =

= (Sa)((SS)a) = (Sa)(Sa).

This implies that

((Sa)(aS) ∪ (Sa)(Sa)] = ((Sa)(Sa) ∪ (Sa)(Sa)] = ((Sa)(Sa)] = ((Sa)a)S] =

= (((Sa)(ea))S] = (((Se)(aa))S] = ((Sa2)S].

Thus a ∈ (Sa2)S, i.e., a is an intra-regular. Hence S is an intra-regular, i.e., (2) ⇒ (1).

Theorem 14. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is an intra-regular;
(2) µ∧βα ν = (µ ◦βα ν) ◦βα µ for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β] and every

fuzzy ideal ν with thresholds (α, β] of S;
(3) γ ∧βα ν = (γ ◦βα ν) ◦βα γ for every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] and every

fuzzy ideal ν with thresholds (α, β] of S;
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(4) δ∧βα ν = (δ ◦βα ν)◦βα δ for every fuzzy generalized bi-ideal δ with thresholds (α, β] and
every fuzzy ideal ν with thresholds (α, β] of S.

Proof. Consider that (1) holds. Let δ be a fuzzy generalized bi-ideal with thresholds
(α, β] and ν be a fuzzy ideal with thresholds (α, β] of S. Now (δ ◦βα ν) ◦βα δ ⊆ (S ◦βα ν) ◦βα S ⊆
⊆ ν ◦βα S ⊆ νβα and (δ ◦βα ν) ◦βα δ ⊆ (δ ◦βα S) ◦βα δ ⊆ δβα, thus (δ ◦ ν) ◦βα δ ⊆ δβα ∧ νβα = δ ∧βα ν.
Let x ∈ S, then there exist elements a, b ∈ S such that x 6 (ax2)b. Now

x 6 (ax2)b = (a(xx))b = (x(ax))b = (b(ax))x;

b(ax) 6 b(a((ax2)b)) = b((ax2)(ab)) = b((ax2)c) = (ax2)(bc) = (ax2)d = (ax2)(ed) =

= (de)(x2a) = m(x2a) = x2(ma) = (xx)l = (lx)x = (lx)(ex) = (xe)(xl) = x((xe)l).

Thus

((δ ◦βα ν) ◦βα δ)(x) = {((δ ◦ ν) ◦ δ)(x) ∧ β} ∨ α =

=
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{(δ ◦ ν)(y), δ(z)}

)
∧ β
}
∨ α > {(δ ◦ ν) (b(ax)) ∧ δ (x) ∧ β} ∨ α =

= ((δ ◦ ν) (b(ax)) ∨ α) ∧ (δ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) = ((δ ◦ ν) (b(ax)) ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β =

=
(( ∨

(s,t)∈Ab(ax)
min{δ(s), ν(t)}

)
∨ α
)
∧ δ(x) ∧ β > ({δ(x) ∧ ν((xe)l)} ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β =

= (δ(x) ∨ α) ∧ (ν((xe)l) ∨ α) ∧ δ(x) ∧ β > δ(x) ∧ (ν(x) ∧ β) ∧ δ(x) ∧ β =

= δ(x) ∧ ν(x) ∧ β = (δ ∧ ν)(x) ∧ β = {(δ ∧ ν)(x) ∧ β} ∨ α = (δ ∧βα ν)(x)⇒
⇒ δ ∧βα ν ⊆ (δ ◦βα ν) ◦βα δ.

Hence δ ∧βα ν = (δ ◦βα ν) ◦βα δ, i.e., (1) implies (4). It is clear that (4) ⇒ (3) and (3) ⇒ (2).
Suppose that (2) holds. Let µ be a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] and ν be a fuzzy
two-sided ideal with thresholds (α, β] of S. Since every fuzzy right ideal with thresholds
(α, β] of S is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S by the Lemma 13, this implies
that µ is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S. By our supposition, µ ∧βα ν =
= (µ ◦βα ν) ◦βα µ ⊆ (S ◦βα ν) ◦βα µ ⊆ ν ◦βα µ, i.e., µ ∧βα ν ⊆ ν ◦βα µ. So S is an intra-regular by
the Theorem 13, i.e., (2) ⇒ (1).

Theorem 15. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is an intra-regular;
(2) µ∧βα ψ ⊆ ψ ◦βα µ for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy

left ideal ψ with thresholds (α, β] of S;
(3) γ ∧βα ψ ⊆ ψ ◦βα γ for every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] and every fuzzy left

ideal ψ with thresholds (α, β] of S;
(4) δ∧βαψ ⊆ ψ◦βα δ for every fuzzy generalized bi-ideal δ with thresholds (α, β] and every

fuzzy left ideal ψ with thresholds (α, β] of S.
Proof. Suppose that (1) holds. Let δ be a fuzzy generalized bi-ideal with thresholds

(α, β] and ψ be a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S. Let x ∈ S, this implies that
there exist a, b ∈ S such that x 6 (ax2)b. Now x 6 (a(xx))b = (x(ax))b = (b(ax))x. Thus

(ψ ◦βα δ)(x) = {(ψ ◦ δ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{ψ(y), δ(z)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {{ψ (b(ax)) ∧ δ (x)} ∧ β} ∨ α = (ψ (b(ax)) ∨ α) ∧ (δ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) >
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> (ψ (x) ∧ β) ∧ δ (x) ∧ β = ψ (x) ∧ δ (x) ∧ β = δ (x) ∧ ψ (x) ∧ β = (δ ∧ ψ) (x) ∧ β =

= {(δ ∧ ψ) (x) ∧ β} ∨ α = (δ ∧βα ψ)(x)⇒ δ ∧βα ψ ⊆ ψ ◦βα δ.

Hence (1) ⇒ (4). It is clear that (4) ⇒ (3) and (3) ⇒ (2). Assume that (2) holds. Let µ be
a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] and ψ be a fuzzy left ideal with thresholds (α, β]
of S. Since every fuzzy right ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy quasi-ideal with
thresholds (α, β] of S, this means that µ is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S.
By our assumption, µ ∧βα ψ ⊆ ψ ◦βα µ. Therefore S is an intra-regular by the Theorem 13,
i.e., (2) ⇒ (1).

Theorem 16. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is an intra-regular;
(2) µ ∧βα ψ ∧βα λ ⊆ (ψ ◦βα µ) ◦βα λ for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β],

every fuzzy left ideal ψ with thresholds (α, β], and every fuzzy right ideal λ with
thresholds (α, β] of S;

(3) γ ∧βα ψ ∧βα λ ⊆ (ψ ◦βα γ) ◦βα λ for every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β], every
fuzzy left ideal ψ with thresholds (α, β], and every fuzzy right ideal λ with thresholds
(α, β] of S;

(4) δ ∧βα ψ ∧βα λ ⊆ (ψ ◦βα δ) ◦βα λ for every fuzzy generalized bi-ideal δ with thresholds
(α, β], every fuzzy left ideal ψ with thresholds (α, β], and every fuzzy right ideal λ
with thresholds (α, β] of S.

Proof. Assume that (1) holds. Let δ be a fuzzy generalized bi-ideal with thresholds
(α, β], ψ be a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] and λ be a fuzzy right ideal with
thresholds (α, β] of S. Let x ∈ S, this means that there exist a, b ∈ S such that x 6 (ax2)b.
Now

x 6 (a(xx))b = (x(ax))b = (b(ax))x;

b(ax) 6 b(a((ax2)b)) = b((ax2)(ab)) = b((ax2)c) = (ax2)(bc) = (ax2)d =

= (a(xx))d = (x(ax))d = (d(ax))x.

Thus

((ψ ◦βα δ) ◦βα λ)(x) = {((ψ ◦ δ) ◦ λ)(x) ∧ β} ∨ α =

=
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{(ψ ◦ δ)(y), λ(z)}

)
∧ β
}
∨ α > {(ψ ◦ δ) (b(ax)) ∧ λ (x) ∧ β} ∨ α =

= ((ψ ◦ δ) (b(ax)) ∨ α) ∧ (λ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) > ((ψ ◦ δ) (b(ax)) ∨ α) ∧ λ(x) ∧ β =

=
(( ∨

(s,t)∈Ab(ax)
min{ψ(s), δ(t)}

)
∨ α
)
∧ λ(x) ∧ β > ({ψ(d(ax)) ∧ δ(t)} ∨ α) ∧ λ(x) ∧ β =

= (ψ(d(ax)) ∨ α) ∧ (δ(x) ∨ α) ∧ λ(x) ∧ β > (ψ(x) ∧ β) ∧ δ(x) ∧ λ(x) ∧ β =

= ψ(x) ∧ δ(x) ∧ λ(x) ∧ β = (ψ ∧ δ ∧ λ)(x) ∧ β = {(δ ∧ ψ ∧ λ)(x) ∧ β} ∨ α =

= (δ ∧βα ψ ∧βα λ)(x)⇒ δ ∧βα ψ ∧βα λ ⊆ (ψ ◦βα δ) ◦βα λ.

Therefore (1) ⇒ (4). Since (4) ⇒ (3) and (3) ⇒ (2). Suppose that (2) holds. Then
ψ ∧βα S ∧βα δ ⊆ (S ◦βα ψ) ◦βα δ, where ψ is a fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S,
i.e., ψ ∧βα δ ⊆ ψ ◦βα δ. Hence S is an intra-regular, i.e., (2) ⇒ (1).
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4. Regular and Intra-regular Ordered AG-groupoids
In this section, we give the characterizations of both regular and intra-regular ordered

AG-groupoid in terms of fuzzy left (right, quasi-, bi-, generalized bi-) ideals with thresholds
(α, β].

Theorem 17. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is both a regular and an intra-regular;
(2) Every fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy idempotent with

thresholds (α, β].
Proof. Suppose that S is both a regular and an intra-regular. Let µ be a fuzzy quasi-

ideal with thresholds (α, β] of S. Then µ be a fuzzy bi-ideal with thresholds (α, β] of S and
µ◦βαµ ⊆ µβα. Let x ∈ S, this implies that there exists an element a ∈ S such that x 6 (xa)x,
and also there exist elements a, b ∈ S such that x 6 (ax2)b. Now

x 6 (xa)x;

xa 6 ((ax2)b)a = (ab)(ax2) = c(a(xx)) = c(x(ax)) = x(c(ax)) = x((ec)(ax)) =

= x((xa)(ce)) = x((xa)d) = x((da)x) = x(lx) = l(xx) = (el)(xx) = (xx)(le) =

= (xx)m = (mx)x;

mx 6 m((ax2)b) = (ax2)(mb) = (a(xx))n = (x(ax))n = (x(ax))(en) = (xe)((ax)n) =

= (xe)((ax)(en)) = (xe)((ae)(xn)) = (xe)(x((ae)n)) = (xe)(xu) = x((xe)u) = xw;

xa 6 (mx)x = (xw)x.

Thus

(µ ◦βα µ)(x) = {(µ ◦ µ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), µ(z)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {µ ((xw)x) ∧ µ (x) ∧ β} ∨ α = (µ ((xw)x) ∨ α) ∧ (µ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) >

> (µ (x) ∧ µ (x) ∧ β) ∧ µ (x) ∧ β = µ (x) ∧ β = (µ (x) ∧ β) ∨ α = µβα(x)⇒ µβα ⊆ µ ◦βα µ.

Hence µβα = µ ◦βα µ. Conversely, assume that every fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β]
of S is a fuzzy idempotent with thresholds (α, β] of S. Let a ∈ S, then Sa is a left ideal
of S containing a by the Lemma 18. This means that Sa is a quasi-ideal of S, so χSa
is a fuzzy quasi-ideal with thresholds (α, β] of S by the Theorem 4. By our assumption,
(χSa)

β
α = χSa◦βαχSa = (χ((Sa)(Sa)])

β
α, i.e., Sa = ((Sa)(Sa)]. Since a ∈ Sa, i.e., a ∈ ((Sa)(Sa)].

Thus a is both a regular and an intra-regular by the Theorems 8 and 13, respectively.
Therefore S is both a regular and an intra-regular, i.e., (2) ⇒ (1).

Theorem 18. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is both a regular and an intra-regular;
(2) µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ for all fuzzy quasi-ideals µ and γ with thresholds (α, β] of S;
(3) µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy

bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(4) µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ for every fuzzy bi-ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy

quasi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(5) µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ for all fuzzy bi-ideals µ and γ with thresholds (α, β] of S;
(6) µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ for every fuzzy bi-ideal µ with thresholds (α, β] and every fuzzy

generalized bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;



58 K. Nasreen

(7) µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ for every fuzzy generalized bi-ideal µ with thresholds (α, β] and
every fuzzy quasi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;

(8) µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ for every fuzzy generalized bi-ideal µ with thresholds (α, β] and
every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;

(9) µ∧βαµ ⊆ µ◦βα γ for all fuzzy generalized bi-ideals µ and γ with thresholds (α, β] of S.
Proof. Assume that (1) holds. Let µ and γ be two fuzzy generalized bi-ideals with

thresholds (α, β] of S. Let x ∈ S, then means that there exists an element a ∈ S such that
x = (xa)x, and also there exist elements a, b ∈ S such that x 6 (ax2)b. Since x = (xa)x =
= ((xw)x)x by the Theorem 17. Thus

(µ ◦βα γ)(x) = {(µA ◦ γ)(x) ∧ β} ∨ α =
{( ∨

(y,z)∈Ax
min{µ(y), γ(z)}

)
∧ β
}
∨ α >

> {µ ((xw)x) ∧ γ (x) ∧ β} ∨ α = (µ ((xw)x) ∨ α) ∧ (γ (x) ∨ α) ∧ (β ∨ α) >

> (µ (x) ∧ µ (x) ∧ β) ∧ γ (x) ∧ β = µ (x) ∧ γ (x) ∧ β = (µ ∧ γ) (x) ∧ β =

= {(µ ∧ γ) (x) ∧ β} ∨ α = (µ ∧βα γ)(x)⇒ µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ.

Hence (1)⇒ (9). It is clear that (9)⇒ (8)⇒ (7)⇒ (4)⇒ (2) and (9)⇒ (6)⇒ (5)⇒ (3).
Suppose that (2) holds. Let µ be a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] and γ be a fuzzy
left ideal with thresholds (α, β] of S. Since every fuzzy right ideal with thresholds (α, β]
and every fuzzy left ideal with thresholds (α, β] of S is a fuzzy quasi-ideal with thresholds
(α, β] of S by the Lemma 13. By our supposition, µ ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ. Since µ ◦βα γ ⊆ µ ∧βα γ,
so µ∧βα γ = µ ◦βα γ, i.e., S is a regular. Again by our supposition, µ∧βα γ = γ ∧βα µ ⊆ γ ◦βα µ,
i.e., S is an intra-regular. Therefore S is both a regular and an intra-regular, i.e., (2)⇒ (1).
In similar way, we can prove that (3) ⇒ (1).

Theorem 19. Let S be an ordered AG-groupoid with left identity e, such that (xe)S =
= xS for all x ∈ S. Then the following conditions are equivalent:

(1) S is both a regular and an intra-regular;
(2) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for every fuzzy right ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy left ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(3) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for every fuzzy right ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy quasi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(4) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for every fuzzy right ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(5) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for every fuzzy right ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy generalized bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(6) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦ µ) for every fuzzy left ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy quasi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(7) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for every fuzzy left ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(8) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for every fuzzy left ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy generalized bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(9) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for all fuzzy quasi-ideals µ and γ with thresholds (α, β]

of S;
(10) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(11) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (µ ◦βα γ) for every fuzzy quasi-ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy generalized bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
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(12) µ∧βα γ ⊆ (µ◦βα γ)∧ (γ ◦βα µ) for all fuzzy bi-ideals µ and γ with thresholds (α, β] of S;
(13) µ ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ) ∧ (γ ◦βα µ) for every fuzzy bi-ideal µ with thresholds (α, β] and

every fuzzy generalized bi-ideal γ with thresholds (α, β] of S;
(14) µ∧βα γ ⊆ (µ◦βα γ)∧ (γ ◦βαµ) for all fuzzy generalized bi-ideals µ and γ with thresholds

(α, β] of S.
Proof. Consider that (1) holds. Since µ∧βα γ ⊆ µ ◦βα γ and µ∧βα γ ⊆ γ ◦βα µ for all fuzzy

generalized bi-ideals µ and γ with thresholds (α, β] of S by the Theorem 18. Hence µ∧βαγ ⊆
⊆ (µ◦βαγ)∧(γ ◦βαµ), i.e., (1)⇒ (14). It is clear that (14)⇒ (13)⇒ (12)⇒ (9)⇒ (6)⇒ (2),
(14) ⇒ (11) ⇒ (10) ⇒ (9), (14) ⇒ (8) ⇒ (7) ⇒ (6) and (14) ⇒ (5) ⇒ (4) ⇒ (3) ⇒ (2).
Suppose that (2) holds. Let µ be a fuzzy right ideal with thresholds (α, β] and γ be a fuzzy
left ideal with thresholds (α, β] of S. By our supposition, µ∧βαγ ⊆ (µ◦βαγ)∧(γ◦βαµ) ⊆ γ◦βαµ,
i.e., S is an intra-regular. Again µ∧βα γ ⊆ (µ ◦βα γ)∧ (γ ◦βα µ) ⊆ µ ◦βα γ. Since µ ◦βα γ ⊆ µ∧βα γ,
so µ ∧βα γ = µ ◦βα γ, i.e., S is a regular. Hence S is both a regular and an intra-regular, i.e.,
(2) ⇒ (1).
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Введение
В [1 – 4] изучались коды аутентификации на основе кодов Рида—Соломона. В дан-

ной работе предлагается идея конструкции криптосистемы шифрования с аутентифи-
кацией, представляющей собой модификацию кода аутентификации с секретностью—
AC, введённого в [2, 4].

Код аутентификации AC (далее А-код) строится следующим образом. Он опреде-
ляется множествами

S = (Fq)r, K = (Fq)2, M = (Fq)r+1,

где Fq = GF(q) —поле из q = 2n элементов; r > 2; S —множество состояний источни-
ка (открытых текстов); K—множество номеров правил кодирования (ключей); M—
множество сообщений (шифртекстов), и правилом кодирования (функцией зашифро-
вания) строки s = (s1, . . . sr) ∈ S на ключе k = (a, b) ∈ K по формуле

ek(s) = (m1, . . . ,mr, a⊕m1 · br ⊕ . . .⊕mr · b1),

где ⊕, ·— операции поля Fq; mi = si ⊕ ci · a ⊕ di · b, i = 1, . . . , r; c1, . . . , cr, d1, . . . , dr —
ненулевые константы из Fq, такие, что

ci · dj 6= cj · di (1)

при j 6= i. Фактически строка (m1, . . . ,mr) является результатом зашифрования, а

mr+1 = a⊕m1 · br ⊕ . . .⊕mr · b1

— имитовставкой. Предполагается, что ключи и состояния источника выбирают-
ся случайно в соответствии с распределениями вероятностей PK = (pK(k), k ∈ K),
PS = (pS(s), s ∈ S) и независимо друг от друга.

Интерес к А-коду AC вызван тем, что он допускает эффективную реализацию,
обеспечивает ε-совершенное шифрование и высокий уровень имитозащиты при одно-
кратном использовании ключа. Понятие ε-совершенного шифрования введено в [2, 3].
Оно обобщает понятие совершенного шифрования, введённого К. Шенноном, и опре-
деляется следующим образом.
PS и PK индуцируют распределение вероятностей PM = (pM(m),m ∈M) на мно-

жестве сообщений А-кода по формуле

pM(m) =
∑

k∈K(m)

pK(k)pS
(
e−1k (m)

)
,

где
K(m) = {k ∈ K : ∃s ∈ S (ek(s) = m)} ,

а для k ∈ K(m) по определению e−1k (m) = s, если ek(s) = m. Пусть PS,M ,PS|M ,PM |S —
совместное и условные распределения вероятностей, определяемые формулами

pS,M(s,m) = pS(s)
∑

k∈K(s,m)

pK(k),

K(s,m) = {k ∈ K : ek(s) = m} ,
pM |S(m|s) =

∑
k∈K(s,m)

pK(k),

pS|M(s|m) =
pM |S(m|s)pS(s)

pM(m)
.
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Тогда говорят, что А-код реализует совершенное шифрование, если равенство

pS|M(s|m) = pS(s)

выполняется для любых s ∈ S и m ∈M. Используя обозначение

∆(s,m) =
∣∣pS|M(s|m)− pS(s)

∣∣ ,
это определение можно записать в виде равенства

max
s,m

∆(s,m) = 0.

В свою очередь, А-код с данными распределениями PS и PK реализует ε-совершенное
шифрование, если

max
s,m

∆(s,m) 6 ε,

где 0 6 ε < 1.
Теорема 1 [3]. Пусть для А-кода AC распределение PK равномерное, а PS —

любое такое распределение, что для действительных чисел α, β, σ, удовлетворяющих
неравенствам 0 < α, β < 1 6 σ, выполняются условия α 6 pS(s) 6 β, β/α 6 σ для
каждого s ∈ S. Тогда AC реализует ε-совершенное шифрование для ε < σq−1 и обес-
печивает следующие значения вероятностей успеха имитации и подмены: p0 = q−1,
p1 6 rσq−1.

1. Криптосистема CS
Заметим, что А-код AC обеспечивает указанный в теореме 1 уровень стойкости

лишь при однократном использовании ключа и при условии, что открытый текст неиз-
вестен. При частично известном открытом тексте AC не обеспечивает стойкости. В са-
мом деле, если известны две пары (si,mi), (sj,mj), то ключ (a, b) можно определить
из системы уравнений {

mi ⊕ si = ci · a⊕ di · b,
mj ⊕ sj = cj · a⊕ dj · b.

(2)

Константы ci, di не являются секретными, кроме того, из условий (1) следует, что
система (2) совместна, возможно, лишь за исключением случая, когда a = b = 0.
Таким образом, AC нестоек к атаке на основе подобранного открытого текста.

Алгоритм шифрования, реализуемый AC, можно трактовать как «одноразовый»
алгоритм шифрования с аутентификацией. Он использует шифрсистему гаммиро-
вания и систему аутентификации полиномиального типа, известную под названием
GMAC.

Модифицируем этот алгоритм таким образом, чтобы стало допустимо многократ-
ное использование ключа. Для этого введём зависимость констант ci, di от основного
ключа и будем использовать зависящие от вектора инициализации производные ключи
для зашифрования каждого сообщения.

Введём обозначения a, a, a соответственно для элемента поля a ∈ F2n , строки a ∈
∈ {0, 1}n коэффициентов многочлена, представляющего a как элемент фактор-кольца
F2[x]/(h(x)) ∼= F2n , и числа a ∈ Z2n , двоичная запись которого совпадает с a.

Определим криптосистему шифрования с аутентификацией CS, которая использу-
ет основной ключ k = (a, b) ∈ (F2n)2 , наборы констант

A = {wi ∈ F2n : wi = p(i)} , A(k) = {wi(k) : wi ∈ A} ,
ci(k) = wi(k), di(k) = ϕ(wi(k)), i = 1, 2, . . . , 2n − 1,
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и вектор инициализации
iv(τ) =

(
γ(τ), δ(τ)

)
∈ (F2n)2

для зашифрования текстов s(τ), τ = 1, 2, . . . , L, L ∈ N. Здесь p— биективное отображе-
ние Z2n → Z2n ; wi(k) = fk(wi) определяется с помощью отображения fx : F2n → F2n ,
x ∈ (F2n)2, а ϕ— отображение F2n → F2n . Вектор инициализации iv(τ) должен содер-
жать счётчик, который делает вектор неповторяющимся, метку времени и необходи-
мые атрибуты передаваемого сообщения.

Текст s(τ), представленный в виде последовательности s(τ) = (s
(τ)
1 , . . . , s

(τ)
rτ ) эле-

ментов из F2n , шифруется на производном ключе k(τ) = (a(τ), b(τ)) = g
(
k, iv(τ)

)
, где

g— отображение (F2n)4 → (F2n)2. Результатом зашифрования s(τ) служит m(τ) =

= (m
(τ)
1 , . . . ,m

(τ)
rτ ,m

(τ)
rτ+1) —последовательность элементов из F2n , где

m
(τ)
i = s

(τ)
i ⊕ ci(k)a(τ) ⊕ di(k)b(τ), i = 1, . . . , rτ ,

m
(τ)
rτ+1 = a(τ) ⊕m(τ)

1

(
b(τ)
)rτ ⊕ . . .⊕m(τ)

rτ

(
b(τ)
)1
.

Отправитель посылает сообщение (iv(τ),m(τ)). Получатель сообщения (iv,m), где
iv = (γ, δ), m = (m1, . . . ,mr,mr+1), вычисляет производный ключ (a′, b′) = g(k, iv(τ)).
Критерий аутентичности сообщения— равенство

mr+1 = a′ ⊕m1 · b′r ⊕ . . .⊕mr · b′1.

Если оно выполнено, то получатель вычисляет константы w′i = fk(wi) и открытый
текст s = (s1, . . . , sr), где

si = mi ⊕ w′i · a′ ⊕ ϕ(w′i)b
′, i = 1, 2, . . . , r.

Уточним выбор отображений p, fx, g и ϕ. Этот выбор должен обеспечить достаточ-
ный уровень стойкости, в частности достижимость оценок теоремы 1, а также возмож-
ность эффективной реализации криптосистемы. Далее мы остановимся на некоторых
вариантах выбора указанных отображений. Подчеркнём, что предлагаемые варианты
являются лишь примерами и не дают окончательного решения задачи синтеза крипто-
системы. Заинтересованный читатель может предложить и свои варианты, возможно,
более разумные и обоснованные.

Выбор отображения ϕ свяжем с необходимостью выполнения условия (1). Такими
отображениями являются, например, ϕ(c) = c2 или ϕ(c) = c⊕α, где α—любой фикси-
рованный ненулевой элемент из F2n . В самом деле, если, скажем, ϕ(c) = c2 = d и для
ненулевых элементов поля c′, c выполняется равенство c · d′ = c′ · d, то c · c′2 = c′ · c2 и
c′ = c.

Набор констант wi ∈ A играет роль «счётчика». Набор констант wi(k) = fk(wi) ∈
∈ A(k) делает «счётчик» зависимым от ключа. Естественно потребовать, чтобы отоб-
ражение fk было инъективным и, кроме того, делало зависимость констант wi(k) от
ключа нелинейной. Это необходимо для того, чтобы нелинейной стала функция за-
шифрования. Один из вариантов такого fk связан с использованием подходящих ква-
зигрупповых операций ∗ на F2n (перемешивающие преобразования) и обратимых пре-
образований множества {0, 1}n (рассеивающие преобразования).

Такое отображение можно определить, например, формулой

fk(w) = L(w ∗ a) ∗′ b, (3)
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где ∗, ∗′ —квазигрупповые операции (возможно, одинаковые), а L— обратимое преоб-
разование множества {0, 1}n, обладающее хорошими рассеивающими свойствами. Под-
ходящие квазигрупповые операции предложены, например, в [6, 7]. Так, в [6] операция
x ∗ y = z на F2t задаётся формулой

z = P (x,y) =
∑
i,j

ai,jxiyj mod 2t (4)

при условии, что P (u, 0), P (0, v), P (u, 1) и P (1, v) определяют биекции. Критерий би-
ективности отображения Z2t → Z2t , задаваемого многочленом a0 + a1x + . . . + amx

m,
определяется следующими уловиями: a1 —нечётное число, а числа (a2 + a4 + a6 + . . .)
и (a3 + a5 + a7 + . . .) —чётные. В [7] операция x ∗ y = z на F2t задаётся формулой

z = θx + ϑy + πxλyµ mod 2t, (5)

где θ, ϑ—нечётные числа; π—чётное число; λ, µ ∈ N.
В качестве L в (3) можно предложить, например, следующее отображение. Пред-

ставим вектор x ∈ {0, 1}n в виде последовательности байтов x = x1|| . . . ||xn/8. Пусть
L̂—максимально рассеивающая матрица размеров n/8 × n/8. Тогда L(x) = y, где
y = y1|| . . . ||yn/8, а

(
y1, . . . ,yn/8

)
=
(
x1, . . . ,xn/8

)
L̂. Умножение выполняется в по-

ле F256. Такое преобразование делает зависимым каждый байт вектора y от каждого
байта вектора x. Например, при n = 128 это преобразование, используемое в шифрси-
стеме «Кузнечик».

Отображение p, определяющее «счётчик», можно, например, задать перестановоч-
ным многочленом p(x) над кольцом Z2n . Критерий биективности такого многочлена
сформулирован выше.

При выборе отображения g будем исходить из того, чтобы при случайном равно-
вероятном выборе ключа k = (a, b) ключ k(τ) = (a(τ), b(τ)) также выбирался случайно
равновероятно, разным значениям τ отвечали разные ключи k(τ) и чтобы задача на-
хождения ключа k при известных k(τ), iv(τ) была вычислительно сложной. Один из
вариантов такого отображения даёт использование введённых квазигрупповых опера-
ций

g
(
a, b, γ(τ), δ(τ)

)
=
(
L
(
a ∗ γ(τ)

)
∗′ a, L

(
b ∗ δ(τ)

)
∗′ b
)
, (6)

где компоненты правой части равенства получены аналогично формуле (3).

2. Анализ криптосистемы CS
Приведём некоторые общие соображения, которые качественно характеризуют

стойкость криптосистемы CS.
Заметим, что предложенный выбор отображений ϕ, fk, p, g позволяет утверждать,

что wi(k) 6= wj(k) при i 6= j и при неповторяющемся векторе инициализации iv(τ)

каждый производный ключ k(τ) используется однократно, причём если k выбирается
случайно равновероятно, то и k(τ) выбирается случайно равновероятно. Эти замечания
приводят к следующему утверждению.

Теорема 2. Пусть ключ k криптосистемы CS выбирается случайно равновероят-
но, а распределение PS таково, что для действительных чисел α, β, σ, удовлетворяю-
щих неравенствам 0 < α, β < 1 6 σ, выполняются условия α 6 pS(s) 6 β, β/α 6 σ
для каждого s ∈ S. Тогда CS реализует ε-совершенное шифрование текста s(τ), состо-
ящего из r(τ) > 1 блоков, для ε < σ2−n. При этом для CS как А-кода с секретностью
имеют место следующие оценки вероятностей успеха имитации и подмены: p0 = 2−n,
p1 6 r(τ)σ2−n.
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Доказательство. Заметим, что роль констант ci, di для криптосистемы CS вы-
полняют fk(wi) и ϕ(fk(wi)). В нашем случае не исключается ситуация, когда fk(wi) =
= L(wi ∗ a) ∗′ b = 0. В условиях теоремы 1 константы ci, di ненулевые и удовлетворя-
ют соотношению (1). Такой выбор констант позволял получить оценку величины ε.
Для этого использовалась формула

ε = max
s,m

∣∣∣∣ |K(s,m)|
|K(m)|

− 1

|S|

∣∣∣∣ , (7)

в которой величина |K(m)| равна q, а величина |K(s,m)| ограничена сверху единицей.
В условиях теоремы 2 величина |K(m)| не меняется, поскольку меняется лишь про-

изводный ключ k(τ) = (a(τ), b(τ)), т. е., по сути дела, лишь вектор инициализации iv(τ).
Выясним, остается ли в силе ограничение для |K(s,m)|.

Пусть для различных производных ключей k′ = (a′, b′) и k′′ = (a′′, b′′) выполняются
равенства

mi = si ⊕ w̃i · a′ ⊕ w̃2
i · b′ = si ⊕ w̃i · a′′ ⊕ w̃2

i · b′′.

Если w̃i 6= 0, то, как и в теореме 1, это невозможно. А если w̃i = 0, то это возмож-
но лишь для одного значения i. Но по условию r > 1, поэтому либо w̃i−1 6= 0, либо
w̃i+1 6= 0, и мы попадаем в условия предыдущего случая. Тем самым для различных k′
и k′′ при r > 1 невозможно равенство Ek′(s) = Ek′′(s). Следовательно, оценка величи-
ны ε по формуле (7) остаётся в силе, т. е. ε < σ2−n в условиях теоремы 2. Вероятности
успеха имитации и подмены оцениваются так же, как и в теореме 1.

Приведём числовой пример, характеризующий результаты теоремы 2. При n = 128,
σ = 232, r = 232 криптосистема CS реализует ε-совершенное шифрование текста s(τ)
длины, не превосходящей 232 блоков, для ε < 2−96 и его аутентификацию, обеспечивая
значения p0 = 2−128, p1 < 2−64.

Сделаем ряд замечаний по выбору параметров криптосистемы:
1) Выбор квазигрупповых операций в формулах (4) или (5) может быть достаточ-

но произвольным. Он должен обеспечивать нелинейность преобразований в (3)
и (6).

2) Задача определения ключа по открытому и шифрованному текстам для крип-
тосистемы CS сводится к решению системы уравнений

wi(k)a(τ) ⊕ wi(k)2b(τ) = u
(τ)
i ,

a(τ) ⊕m(τ)
1 (b(τ))rτ ⊕ . . .⊕m(τ)

rτ (b(τ))1 = m
(τ)
rτ+1,

i = 1, 2, . . . , rτ , τ = 1, 2, . . . , L,

относительно ключа k = (a, b), где u(τ)i = s
(τ)
i ⊕ m

(τ)
i . В этой системе можно

считать известными лишь элементы u
(τ)
i и m(τ)

j , j = 1, . . . , rτ+1. Для выбранных
в (3) и (6) отображений fk и g уравнения системы из первой строки приводят
к нелинейным уравнениям относительно a, b, в записи которых используются
как операции поля F2n , так и операции кольца Z2n .
Исключение a(τ) из второй строки системы не даёт возможности исключить a(τ)
и из первой строки, поскольку wi(k) неизвестны. Остаётся возможность того,
что при некотором τ шифртекст будет состоять из большого числа нулевых эле-
ментов поля, в результате чего получится уравнение невысокой степени в по-
ле F2n относительно a(τ), b(τ). В худшем случае, когда m(τ)

1 = . . . = m
(τ)
rτ = 0,
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получается равенство a(τ) = m
(τ)
rτ+1. Однако вероятность такого события сравни-

ма с величиной 2−nrτ . При этом найти b(τ) не представляется возможным.
Можно попытаться для нахождения производного ключа опробовать все вари-
анты b(τ) и вычислять из соотношения второй строки a(τ). Но при этом для 2n

получившихся допустимых вариантов производного ключа необходимо прове-
рить соотношение из первой строки. Для этого потребуется решить уравнения
a(τ) = L

(
a ∗ γ(τ)

)
∗′ a и b(τ) = L

(
b ∗ δ(τ)

)
∗′ b относительно неизвестных a и b.

Ясно, что такая задача является вычислительно сложной. Это делает практи-
чески невозможной попытку нахождения производного ключа путём опробова-
ния. Тем самым задача определения ключа в атаке с подобранными открытыми
текстами объективно сложна.

3) Выбор в определении (3) преобразования L с хорошими рассеивающими свой-
ствами делает маловероятной возможность того, чтобы близким векторам wi
и wj соответствовали близкие векторы wi(k) и wj(k). Поэтому даже для триви-
ального счётчика p, такого, что p(x) = x, маловероятна близость векторов wi(k)
и wi+1(k), которую можно использовать для построения метода определения
производного ключа. Использование нетривиального счётчика p, предложенно-
го выше, ещё в большей степени защищает от указанной потенциальной слабо-
сти преобразования (3).

4) Оценка CS с позиций атак различения возможна по той же схеме, которая была
использована при оценке стойкости криптосистемы GCM [5, 8]. В самом деле,
CS отличается от GCM лишь тем, что использует в качестве базовой систе-
мы шифрования не систему подстановок E = {Ek : {0, 1}n → {0, 1}n , k ∈ K}, а
систему функций Φ = {Φk,iv : F2n → F2n| k, iv ∈ (F2n)2}, где

Φk,iv(w) = fk(w)a(τ) ⊕ (fk(w))2b(τ), (8)

и тем, что её система аутентификации основана на полиномах со свободным чле-
ном, тогда как GCM использует для аутентификации полиномы без свободного
члена. Последнее, очевидно, не влияет на стойкость аутентификации. Значения
функции Φk,iv — это блоки гаммы, используемые для шифрования блоков от-
крытого текста. Так как при шифровании текста a(τ) и b(τ) не изменяются, мы
имеем дело с семейством функций вида αw′ ⊕ βw′2 для некоторых α, β ∈ F2n ,
где w′ = L(w ∗ a) ∗′ b. Поскольку многочлен αx⊕ βx2 может иметь более одного
корня в F2n , функции Φk,iv могут не быть биективными. В то же время, так как
для любого ρ ∈ F2n и любых α, β, одновременно не равных нулю, уравнение
αx⊕ βx2 = ρ имеет не более двух решений, число образов Φk,iv (блоков гаммы)
достаточно велико: |{Φk,iv(w)|w ∈ A}| > 2n/2 > 2n−1.

5) Биективная связь w′ с w, зависящая от ключа, и зависимость от ключа a(τ) и b(τ)
делают недоступными для атакующего ни w′, ни α, β. Поэтому в атаке разли-
чения семейства функций Φ, получая от оракула значения Φk,iv(w), i = 1, 2, . . .,
различитель не может воспользоваться тем, что Φk,iv как функция от w′i являет-
ся многочленом. Если бы зависимость w′ = f(w) была известной, различитель
воспользовался бы интерполяционной формулой Лагранжа и построил эффек-
тивную атаку, использующую всего лишь четыре запроса к оракулу.

6) Можно использовать криптосистему CS в режиме AEAD (режим шифрования
с аутентификацией, использующий ассоциированные данные), добавив на этапе
аутентификации блоки ассоциированных данных подобно тому, как это сделано
в GCM.
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7) При случайном выборе ключа не исключается случай, когда k(τ) = (0, 0). Этот
случай нежелателен, поскольку все блоки гаммы становятся равными 0n. Изба-
виться от этого можно следующим образом. При вычислении производного клю-
ча k(τ) можно ввести дополнительный шаг — проверку равенства k(τ) = (0, 0).
Если оно выполняется, то нужно сменить iv(τ). Для этого можно в iv(τ) выде-
лить один бит, например старший, и в случае, когда k(τ) = (0, 0), инвертировать
этот бит.

8) Схема алгоритма криптосистемы CS представлена на рис. 1.

Рис. 1. Криптосистема CS (без дополнения последнего неполного блока)

Все шаги алгоритма эффективно реализуемы, об этом свидетельствует, напри-
мер, то, что операции алгоритма реализуются стандартными средствами пакета
«Математика». Наиболее трудоёмкими являются квазигрупповые операции ∗
и операции умножения элементов поля F2n . Были бы интересны и другие ва-
рианты выбора квазигрупповых операций на множестве {0, 1}n, обладающие
указанными выше свойствами и допускающие более эффективные реализации.

9) Заметим, что при использовании предложенного варианта отображения ϕ(c) =
= c ⊕ α, где α—любой фиксированный ненулевой элемент из F2n , можно вы-
играть в трудоёмкости. Получим алгоритм, который при шифровании каждого
блока использует не три, а лишь две операции умножения в поле. В таком
варианте схемы вместо функций (8) используются функции вида Φk,iv(w) =
= fk(w)a(τ)⊕(fk(w)⊕ α) b(τ). Следует, однако, отметить недостаток такой схемы.
В случае, если a(τ) = b(τ), CS реализует шифр простой замены. Такой случай
нежелателен. Он устраним таким же образом, как и в п. 7.

10) Выбор констант, используемых в алгоритме, позволяет параллельно вычислять
блоки шифртекста и допускает возможность зашифрования текста вплоть до
длины, сравнимой с числом элементов поля. Заметим, что предложенный алго-
ритм допускает этап предвычислений, который может дать существенный выиг-
рыш в трудоёмкости при шифровании многих сообщений с помощью основного
ключа k. В самом деле, при шифровании текстов s(τ) используется один и тот
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же набор констант wi(k), i = 1, 2, . . . Если в некотором приложении тексты s(τ)

имеют не слишом большие длины, то можно выделить память для записи этих
констант и использовать их далее при шифровании многих текстов.

11) Схему дополнения последнего неполного блока для CS можно выбрать той же,
что и в GCM.

Заключение
Представленная идея криптосистемы шифрования с аутентификацией допускает

эффективную реализацию при широком спектре изменяемых параметров, прежде все-
го отображений ϕ, fk, p, g, L. Конструкция криптосистемы позволяет в теореме 2 дать
оценку её стойкости как кода аутентификации с секретностью и показать, что она
реализует ε-совершенное шифрование сообщений с незначительными ограничениями
на их частотные характеристики и обеспечивает стойкую аутентификацию. Подобная
оценка для криптосистемы шифрования с аутентификацией получена впервые.

Приводятся соображения, указывающие на объективную сложность задачи опре-
деления ключа варианта криптосистемы в атаке с подобранными открытыми текста-
ми. Выделяются некоторые «слабые» ключи и предлагаются пути обхождения этих
слабостей. Вместе с тем задача определения ключа требует более детального анализа,
как и задача оценки псевдослучайности семейства функций (8), определяющей оценку
стойкости криптосистемы в атаках различения.

Некоторые детали алгоритма, реализуемого криптосистемой, такие, как выбор век-
тора инициализации, дополнение последнего неполного блока, способы реализации
операций поля F2n и кольца Z2n , организация и объём необходимой памяти, возмож-
ность использования ассоциированных данных, также требуют более тщательной про-
работки.
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щённую конъюнкцию. Предполагается, что вычислительные операторы програм-
мы независимо друг от друга подвержены неисправностям произвольного типа,
в свою очередь, операторы условной остановки также ненадёжны. Доказано, что
произвольную булеву функцию можно реализовать сколь угодно надёжной невет-
вящейся программой.
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The implementation of Boolean functions by non-branching programs with a condi-
tional stop operator is considered in a complete finite basis containing a generalized
conjunction, i.e. a function of the form xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}). The computational

operators are assumed to go into faulty states of an arbitrary type independently of
each other with a probability not exceeding the value N(B), i.e. unreliability of the
most unreliable (“bad”) of the basic elements. In addition, conditional stop operators
are also unreliable and independently of each other are prone to two types of faults:
the first and second kind. The fault of the first kind is characterized by the fact
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that on admission to the stop-operator input unit this operator does not work with
a probability δ ∈ (0, 1/2) and, therefore, the program work continues. The fault of
the second kind is that on admission to the stop-operator input zero this operator
works with probability η ∈ (0, 1/2), and, hence, the program work stops. Denote
µ = max{δ, η}. To increase the reliability of source programs, we use the function
g(x1, x2, x3, x4) of the form (xσ11 x

σ2
2 ∨ x

σ3
3 x

σ4
4 )σ5 (σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}) and the

method of multiple duplication of circuits and programs. We prove that if the com-
plete finite basis B contains a function of the form xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}), then

any Boolean function f can be implemented by a non-branching program with unreli-
ability no more than [0,84]t · 5,17 ·N(B) for any natural t with N(B) ∈ (0, 1/960] and
µ ∈ (0, 1/10]. So, it is proved that an arbitrary Boolean function can be implemented
with an arbitrarily reliable non-branching program.

Keywords: Boolean function, non-branching program, conditional stop operator, syn-
thesis, reliability.

Введение
Работа относится к одному из важнейших разделов математической кибернети-

ки — теории синтеза, сложности и надёжности управляющих систем. Актуальность
исследований в этой области обусловлена важностью многочисленных приложений,
возникающих в различных разделах науки и техники.

Одной из важнейших задач математической кибернетики является задача синтеза
надёжных неветвящихся программ (с оператором условной остановки или без него),
содержащих ненадёжные операторы.

Неветвящиеся программы, реализующие булевы функции, относятся к числу ос-
новных модельных объектов математической теории синтеза, сложности и надёжности
управляющих систем. Неветвящиеся программы с оператором условной остановки [1]
отличаются от неветвящихся программ наличием управляющей команды— команды
условной остановки, дающей возможность досрочного прекращения работы програм-
мы при выполнении определённого условия, а именно при поступлении единицы на
вход оператора условной остановки (который ещё называют стоп-оператором).

Разработка специальных методов синтеза схем из ненадёжных функциональных
элементов, реализующих булевы функции, связана главным образом с выбранной
математической моделью неисправностей. К основным моделям неисправностей на
выходах (входах) функциональных элементов относятся, например, инверсные неис-
правности, однотипные константные неисправности типа 0 или 1 [2 – 5]. В классе схем
из функциональных элементов для почти любой булевой функции построение схемы
сколь угодно высокой надёжности невозможно [6, 7].

Принципиально другой оказалась ситуация в случае синтеза надёжных неветвя-
щихся программ с оператором условной остановки. В отличие от схем из ненадёж-
ных функциональных элементов, в этой работе найдены методы синтеза неветвящихся
программ, пригодные для использования при любых неисправностях вычислительных
операторов и двух типах неисправностей стоп-операторов, которые позволяют строить
для любой булевой функции не просто надёжные или асимптотически оптимальные
по надёжности программы, а программы сколь угодно высокой надёжности.

Рассматривается реализация булевых функций неветвящимися программами с опе-
ратором условной остановки в полном конечном базисе, содержащем обобщённую
двухместную конъюнкцию xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}). Все операторы (и вычислитель-

ные, и остановки) предполагаются ненадёжными, причём неисправности вычислитель-
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ных операторов произвольные [8]. Таким образом, решаемая задача имеет самую об-
щую формулировку (по сравнению с ранее опубликованными работами, например [9])
с одним лишь ограничением— полный базис не является произвольным, он содержит
обобщённую двухместную конъюнкцию.

Прежде чем перейти к изложению результатов этой работы, сформулируем необ-
ходимые понятия, определения [1, 9] и ранее известные результаты.

1. Основные понятия, определения, ранее известные результаты
Пусть X = {x1, . . . , xn}—множество независимых булевых переменных, x =

= (x1, . . . , xn) —набор независимых переменных, n ∈ N. Введём множество переменных
Y = {y1, . . . , yl}, которое назовём множеством внутренних переменных, l ∈ N. Кроме
того, обозначим через z выходную переменную.

Пусть далее a ∈ Y ∪{z}, b1, . . . , bd ∈ X∪Y ∪{z} (d ∈ {1, . . . , n}), h— булева функция
из базиса B, зависящая не более чем от d переменных. Вычислительной командой (или
вычислительным оператором) p назовём выражение p : a = h(b1, . . . , bd). Переменную a
назовём выходом вычислительного оператора, переменные b1, . . . , bd — его входами.

Пусть теперь a ∈ X ∪ Y ∪ {z}. Командой остановки (стоп-оператором) p назовём
выражение p : stop(a). Переменную a назовём входом оператора остановки p.

Последовательность Pr = p1 . . . pj . . . pL, состоящая из вычислительных операто-
ров и операторов условной остановки, называется неветвящейся программой с услов-
ной остановкой, если при любом j ∈ {1, . . . , L} каждый вход команды pj есть либо
независимая переменная, либо выход некоторого вычислительного оператора.

Неветвящаяся программа работает в дискретные моменты времени t = 0, 1, 2, . . .,
не изменяет значения независимых переменных и изменяет значения внутренних пе-
ременных yi (i ∈ {1, . . . , l}) и значение выходной переменной z.

Результат действия программы Pr на наборе x обозначим через Pr(x). Значение
Pr(x) равно значению выходной переменной z в момент остановки программы. Про-
грамма Pr вычисляет n-местную булеву функцию f(x), если при отсутствии неисправ-
ностей в программе для любого x ∈ {0, 1}n справедливо равенство Pr(x) = f(x).

Пусть P2 —множество всех булевых функций, т. е. функций вида f(x1, . . . , xn) :
{0, 1}n → {0, 1}, n ∈ N. Рассмотрим реализацию булевых функций неветвящими-
ся программами с оператором условной остановки в полном конечном базисе B =
= {e1, . . . , eq} ⊆ P2 (q ∈ N), содержащем функцию вида xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}). Обо-

значим через Ei базисный элемент с функцией ei (i ∈ {1, . . . , q}). Пусть e1 = xα1
1 &xα2

2 ,
обозначим данную базисную функцию через e&, а соответствующий ей базисный эле-
мент — через E&.

Будем считать, что неисправности вычислительных операторов программы про-
извольные [8, с. 480] и статистически независимые, т. е. вычислительные операторы
переходят в неисправные состояния независимо друг от друга.

Предполагается, что операторы условной остановки также ненадёжны и незави-
симо друг от друга подвержены неисправностям двух типов: первого и второго рода.
Неисправность первого рода характеризуется тем, что при поступлении единицы на
вход стоп-оператора он с вероятностью δ ∈ (0, 1/2) не срабатывает и, следовательно,
работа программы продолжается. Неисправность второго рода такова, что при по-
ступлении нуля на вход стоп-оператора он с вероятностью η ∈ (0, 1/2) срабатывает и,
следовательно, работа программы прекращается. Обозначим µ = max{δ, η}.
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Говорят, что программа с ненадёжными операторами реализует булеву функ-
цию f(x), если при отсутствии неисправностей во всех её операторах на каждом вход-
ном наборе a = (a1, a2, . . . , an) значение выходной переменной z равно f(a).

Замечание 1. Схему из функциональных элементов можно считать частным
случаем неветвящихся программ, а именно неветвящейся программой, в которой нет
стоп-операторов.

Ненадёжностью N(Pr) программы Pr назовем максимальную вероятность ошибки
на выходе программы Pr при всевозможных входных наборах. Надёжность програм-
мы Pr равна 1−N(Pr).

Обозначим N(B) = max{N(E1), . . . , N(Eq)}, т. е. N(B) —ненадёжность самого
ненадёжного («плохого») из базисных элементов.

Для схем из ненадёжных функциональных элементов, подверженных произволь-
ным неисправностям, известен следующий результат.

Теорема 1 [4]. Пусть B —произвольный полный конечный базис. Тогда любую
булеву функцию f можно реализовать схемой S в базисе B, ненадёжность которой
N(S) 6 5,17 ·N(B) при N(B) ∈ (0, 1/960].

Для повышения надёжности исходных схем (программ) будем использовать функ-
цию g(x1, x2, x3, x4) вида (xσ11 x

σ2
2 ∨ xσ33 xσ44 )σ5 (σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}). Справедлива

Теорема 2 [10]. Пусть B —полный конечный базис и существует такое N , что
любую булеву функцию f можно реализовать неветвящейся программой Rf с нена-
дёжностью N(Rf ) 6 N . Пусть g(x1, x2, x3, x4) —функция вида (xσ11 x

σ2
2 ∨ xσ33 xσ44 )σ5

(σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}), Prg —программа, реализующая функцию g(x1, x2, x3, x4),
а N(Prg) —ненадёжность программы Prg. Тогда любую булеву функцию f в этом
базисе можно реализовать такой программой Prf , что справедливо неравенство

N(Prf ) 6 max{ν1, ν0}+ 4N ·N(Prg) + 4N2,

где ν1 и ν0 — вероятности ошибок программы Prg на наборах (σ̄1, σ̄2, σ̄3, σ̄4) и
(σ1, σ2, σ3, σ4) соответственно.

2. Основные результаты
Для функции вида xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}) с точностью до переименования пере-

менных возможны три случая: x1&x2; x̄1&x2; x̄1&x̄2.
Теорема 3. Если полный конечный базис B содержит функцию вида xα1

1 &xα2
2

(α1, α2 ∈ {0, 1}), то для любой булевой функции f при любом t ∈ N можно постро-
ить такую неветвящуюся программу Prf с оператором условной остановки, реализу-
ющую f , что N(Prf ) 6 (0,84)t · 5,17 ·N(B) при N(B) ∈ (0, 1/960] и µ ∈ (0, 1/10].

Для доказательства теоремы 3 сформулируем и докажем леммы 1–3.
Лемма 1. Если полный конечный базис содержит функцию x1&x2, то в этом

базисе функцию g(x1, x2, x3, x4) = x1x2 ∨ x3x4 можно реализовать такой неветвящейся
программой Prg, что max{ν0, ν1} = 0 и N(Prg) 6 N(B) + 2µ, где ν0, ν1 — вероятности
ошибок программы Prg на наборах (1, 1, 1, 1) и (0, 0, 0, 0) соответственно; µ = max{δ, η}.

Доказательство. Пусть полный конечный базис содержит функцию
e&(x1, x2) = x1&x2. Построим в этом базисе неветвящуюся программу Prg, реализую-
щую функцию g(x1, x2, x3, x4) = x1x2 ∨ x3x4:
z = x1
y = x1&x2
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stop(y)
z = x3
stop(x4)
z = x4

Найдём вероятности ν0 и ν1 ошибок программы Prg на наборах (1, 1, 1, 1) и (0, 0, 0, 0)
соответственно. Пусть b = (1, 1, 1, 1), тогда g(b) = 1. При возникновении неисправно-
сти вычислительного оператора либо стоп-оператора на выходе программы непремен-
но появится значение одной из свободных переменных x1, x3 или x4 равное 1. Поэтому
для программы, в которой каждой выходной переменной z приписана свободная пе-
ременная, ошибки операторов не влияют на результат работы. Следовательно, ν0 = 0.
Пусть теперь b = (0, 0, 0, 0), тогда g(b) = 0. Рассуждая аналогично предыдущему
случаю, получим ν1 = 0. Таким образом, max{ν0, ν1} = 0.

Поскольку программа Prg содержит один вычислительный оператор (ненадёж-
ность его равна N(E&)) и два стоп-оператора (ненадёжность каждого из них не превос-
ходит µ), её ненадёжность удовлетворяет неравенствуN(Prg) 6 N(E&)+2µ. Очевидно,
что N(E&) 6 N(B). Таким образом, N(Prg) 6 N(B) + 2µ.

Лемма 2. Если полный конечный базис содержит функцию x̄1&x2, то в этом
базисе функцию g(x1, x2, x3, x4) = x̄1x2 ∨ x3x4 можно реализовать такой неветвящей-
ся программой Prg, что max{ν0, ν1} = 0 и N(Prg) 6 N(B) + 2µ, где ν0, ν1 — ве-
роятности ошибок программы Prg на наборах (0, 1, 1, 1) и (1, 0, 0, 0) соответственно;
µ = max{δ, η}.

Доказательство. Пусть полный конечный базис B содержит функцию
e&(x1, x2) = x̄1&x2. Построим в этом базисе неветвящуюся программу Prg, реализую-
щую функцию g(x1, x2, x3, x4) = x̄1x2 ∨ x3x4:
z = x2
y = x̄1&x2
stop(y)
z = x3
stop(x4)
z = x4

Найдём вероятности ν0 и ν1 ошибок программы Prg на наборах (0, 1, 1, 1) и (1, 0, 0, 0)
соответственно. Пусть b = (0, 1, 1, 1), тогда g(b) = 1. При возникновении неисправно-
сти вычислительного оператора или стоп-оператора на выходе программы непременно
появится значение одной из свободных переменных x2, x3 или x4 равное 1. Следова-
тельно, ν0 = 0. Пусть теперь b = (1, 0, 0, 0), тогда g(b) = 0. Рассуждая аналогично,
получим ν1 = 0. Таким образом, max{ν0, ν1} = 0.

Поскольку программа Prg содержит один вычислительный оператор (ненадёж-
ность его равна N(E&)) и два стоп-оператора (ненадёжность каждого из них не превос-
ходит µ), её ненадёжность удовлетворяет неравенствуN(Prg) 6 N(E&)+2µ. Очевидно,
что N(E&) 6 N(B). Таким образом, N(Prg) 6 N(B) + 2µ.

Лемма 3. Если полный конечный базис содержит функцию x̄1&x̄2, то в этом
базисе функцию g(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2)(x3 ∨ x4) можно реализовать такой невет-
вящейся программой Prg, что max{ν0, ν1} = 0 и N(Prg) 6 N(B) + 2µ, где ν0, ν1 —
вероятности ошибок программы Prg на наборах (1, 1, 1, 1) и (0, 0, 0, 0) соответственно;
µ = max{δ, η}.
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Доказательство. Пусть полный конечный базис B содержит функцию
e&(x1, x2) = x̄1&x̄2. Построим в этом базисе неветвящуюся программу Prg, реали-
зующую функцию g(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2)(x3 ∨ x4):
z = x1
y = x̄1&x̄2
stop(y)
z = x3
stop(x3)
z = x4

Найдём вероятности ν0 и ν1 ошибок программы Prg на наборах (1, 1, 1, 1) и (0, 0, 0, 0) со-
ответственно. Пусть b = (1, 1, 1, 1), тогда g(b) = 1. При возникновении неисправности
вычислительного оператора либо стоп-оператора на выходе программы непременно
появится значение одной из свободных переменных x1, x3 или x4 равное 1. Следова-
тельно, ν0 = 0. Пусть теперь b = (0, 0, 0, 0), тогда g(b) = 0. Аналогично рассуждая,
получим ν1 = 0. Таким образом, max{ν0, ν1} = 0.

Поскольку программа Prg содержит один вычислительный оператор (ненадёж-
ность его равна N(E&)) и два стоп-оператора (ненадёжность каждого из них не превос-
ходит µ), её ненадёжность удовлетворяет неравенствуN(Prg) 6 N(E&)+2µ. Очевидно,
что N(E&) 6 N(B). Таким образом, N(Prg) 6 N(B) + 2µ.

Доказательство теоремы 3.
Пусть B —полный конечный базис, содержащий хотя бы одну из функций x1&x2,

x̄1&x2 или x̄1&x̄2; операторы условной остановки и вычислительные операторы некото-
рой неветвящейся программы ненадёжны; N(B) ∈ (0, 1/960] и µ ∈ (0, 1/10]; f —любая
булева функция. Реализуем её схемой S, ненадёжность которой N(S) 6 5,17 · N(B)
при N(B) ∈ (0, 1/960] (см. теорему 1).

В зависимости от того, какая из функций x1&x2, x̄1&x2 или x̄1&x̄2 содержит-
ся в базисе B, по одной из лемм 1–3 можно построить такую программу Prg, что
max{ν1, ν0} = 0 и N(Prg) 6 N(B) + 2µ. Чтобы построить программу Pr(1)f , реализу-
ющую функцию f , воспользуемся теоремой 2, взяв в качестве программы Rf схему S
(см. замечание 1) и полагая N = 5,17 · N(B). Тогда ненадёжность программы Pr

(1)
f

удовлетворяет неравенству

N(Pr
(1)
f ) 6 4N(N(Prg) +N) 6 4N(2µ+N(B) + 5,17 ·N(B)) 6

6 4N(0,2 + 6,17/960) 6 0,826 ·N,

т. е. N(Pr
(1)
f ) 6 0,826 ·N . Тогда верно неравенство

N(Pr
(1)
f ) 6 0,826 ·N 6 0,826 · 5,17 ·N(B).

Выполним ещё один шаг, т. е. построим программу Pr(2)f , реализующую функцию f , но
заменим N на 0,826 ·N и в качестве Rf возьмём построенную программу Pr(1)f . Тогда
справедливо неравенство

N(Pr
(2)
f ) 6 4 · 0,826 ·N(2µ+N(B) + 0,826 ·N) 6

6 4 · 0,826 ·N(0,2 + 1/960 + 0,826 · 5,17/960) 6 (0,826)2N.
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Далее методом индукции по числу итераций t (t > 2) нетрудно доказать, что функ-
цию f можно реализовать программой Pr

(t)
f , ненадёжность которой N(Pr

(t)
f ) 6

6 (0,826)tN . Выполним индуктивный переход. Пусть функцию f можно реализовать
программой Pr(t−1)f , ненадёжность которой N(Pr

(t−1)
f ) 6 (0,826)t−1N . Проделаем ещё

одну итерацию, т. е. построим программу Pr(t)f и оценим её ненадёжность с помощью
теоремы 2:

N(Pr
(t)
f ) 6 4(0,826)t−1N(2µ+N(B) + (0,826)t−1N) 6

6 4(0,826)t−1N(0,2 + 1/960 + (0,826)t−1N) 6

6 4(0,826)t−1N(0,2 + 1/960 + 0,826 · 5,17 ·N(B)) 6

6 4(0,826)t−1N(0,2 + 1/960 + 0,826 · 5,17/960) 6 (0,826)t−1N · 0,826 = (0,826)tN.

Поскольку N = 5,17 · N(B), функцию f можно реализовать программой Pr(t)f , нена-
дёжность которой N(Pr

(t)
f ) 6 (0,826)t · 5,17 ·N(B).

Следствие 1. Если полный конечный базис B содержит функцию вида xα1
1 &xα2

2

(α1, α2 ∈ {0, 1}), то любую булеву функцию f можно реализовать сколь угодно на-
дёжной неветвящейся программой Prf с оператором условной остановки при N(B) ∈
(0, 1/960] и µ ∈ (0, 1/10].

Доказательство. Пусть p—произвольное сколь угодно малое положительное
число. Покажем, что, проделав достаточное число итераций, функцию f можно реа-
лизовать программой, ненадёжность которой не больше p.

По теореме 3 функцию f можно реализовать программой, ненадёжность ко-
торой N(Pr

(t)
f ) 6 (0,826)t · 5,17 · N(B) 6 (0,826)t · 5,17/960. Решим неравенство

(0,826)t ·5,17/960 6 p относительно переменной t и получим (0,826)t 6 960·p/5,17, отку-
да t > log0,826(960 ·p/5,17). Выберем наименьшее целое t, удовлетворяющее последнему
неравенству (обозначим его t0). Тогда программа Pr(t0)f функционирует с ненадёжно-
стью N(Pr

(t0)
f ) 6 p.

Заключение
Доказано, что если полный конечный базис B содержит функцию вида xα1

1 &xα2
2

(α1, α2 ∈ {0, 1}), то любую булеву функцию можно реализовать сколь угодно надёж-
ной неветвящейся программой, операторы которой ненадёжны, причём неисправности
вычислительных операторов произвольные, при N(B) ∈ (0, 1/960] и µ ∈ (0, 1/10].
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Доказаны следующие утверждения: для любого натурального k существует базис
из булевых функций от не более чем 2k + 2 переменных (от не более чем 4k + 2
переменных), в котором любую булеву функцию, кроме константы 1, можно ре-
ализовать схемой из функциональных элементов, неизбыточной и допускающей
проверяющий тест длины не более 3 (соответственно, диагностический тест длины
не более 4) относительно не более k произвольных константных неисправностей на
входах и выходах элементов. Показано, что при рассмотрении только произволь-
ных константных неисправностей на входах элементов указанные оценки длин
тестов можно понизить до 2.

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, произвольная кон-
стантная неисправность, проверяющий тест, диагностический тест.
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SYNTHESIS OF EASILY TESTABLE LOGIC NETWORKS
UNDER ARBITRARY STUCK-AT FAULTS
AT INPUTS AND OUTPUTS OF GATES
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E-mail: kirill-formulist@mail.ru

Two binary vectors are called k-adjacent if they differ in at most k components,
where k ∈ N. For α ∈ {0, 1} and s ∈ N, let αs be the Boolean vector
(α, . . . , α) with s coordinates α. For each natural k, consider the bases B(k) =
= {ϕ(x1, . . . , x2k+2), x1 . . . xk+1 ∨ x1 . . . xk+1, x, 0} and B′(k) = {ϕ(x1, . . . , x2k+2),
ξ(x1, . . . , x3k+2), η(x1, . . . , x4k+2), x, 0}, where ϕ(x1, . . . , x2k+2) is an arbitrary non-
self-dual Boolean function taking the value α on the vector α2k+2 and the value α on
all other vectors k-adjacent to this vector; ξ(x1, . . . , x3k+2) is an arbitrary Boolean
function taking the value α on the vector α3k+2, the value α on all other vectors
k-adjacent to this vector, and the value α on all vectors k-adjacent to the vector
(αk+1, α2k+1); η(x1, . . . , x4k+2) is an arbitrary Boolean function taking the value 1 on
the vector α4k+2, the value 0 on all other vectors k-adjacent to this vector, and the
value α on all vectors k-adjacent to the vector (α2k+1, α

2k+1). LetDk (I)(f) (Dk (IO)(f),
D′k (I)(f), D′k (IO)(f)) be the least length of a fault detection test (fault detection test,

diagnostic test, diagnostic test, respectively) for irredundant logic networks consisting
of logic gates in the basis B(k) (basis B(k), basis B′(k), basis B′(k), respectively),
implementing given Boolean function f(x1, . . . , xn), and having at most k arbitrary

1Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 18-01-00337.
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stuck-at faults on inputs of gates (on inputs and/or outputs of gates, on inputs of gates,
on inputs and/or outputs of gates, respectively). Let a Boolean function f(x1, . . . , xn)
be called palindromic if it takes the same value on any two opposite binary n-tuples.
The following facts are obtained. The quantity Dk (I)(f) equals 0 iff f is an identical
function (i.e., f ≡ xi for some i ∈ {1, . . . , n}) and equals 2 otherwise. The quantity
Dk (IO)(f) equals 0 iff f is an identical function, equals 1 iff f ≡ 0, equals 2 iff f is
not an identical or palindromic function, equals 3 iff f is a palindromic function and
f 6≡ 0, 1, and is undefined iff f ≡ 1. The quantity D′k (I)(f) equals 0 iff f is an identical

function and equals 2 otherwise. The quantity D′1 (IO)(f) equals 0 iff f is an identical

function, equals 1 iff f ≡ 0, equals 2 iff f ≡ xi for some i ∈ {1, . . . , n}, equals 3 iff
f is not a self-dual function and f 6≡ 0, 1, equals 4 iff f is a self-dual function and
f /∈ {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}, and is undefined iff f ≡ 1. For each k ∈ N, the equality
D′k (IO)(f) = 4 holds true under n > 3, and in the case k > 2, the proportion of those

Boolean functions f in n variables, for which D′k (IO)(f) = 4, tends to 1 under n→∞.

Keywords: logic network, arbitrary stuck-at fault, fault detection test, diagnostic
test.

Введение
В работе рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем, реализующих

заданные булевы функции. Логический подход к тестированию электрических схем
предложен С.В. Яблонским и И.А. Чегис в [1]; этот подход применим также к те-
стированию схем из функциональных элементов [2 – 4]. Пусть имеется схема из функ-
циональных элементов S с одним выходом, реализующая булеву функцию f(x̃n), где
x̃n = (x1, . . . , xn). Под воздействием некоторого источника неисправностей один или
несколько элементов схемы S могут перейти в неисправное состояние. В результа-
те схема S вместо исходной функции f(x̃n) будет реализовывать некоторую булеву
функцию g(x̃n), вообще говоря, отличную от f . Все такие функции g(x̃n), получаю-
щиеся при всевозможных допустимых для рассматриваемой задачи неисправностях
элементов схемы S, называются функциями неисправности данной схемы.

Введём следующие определения [2 – 4]. Проверяющим тестом для схемы S называ-
ется такое множество T наборов значений переменных x1, . . . , xn, что для любой отлич-
ной от f(x̃n) функции неисправности g(x̃n) схемы S в T найдётся набор σ̃, на котором
f(σ̃) 6= g(σ̃). Диагностическим тестом для схемы S называется такое множество T
наборов значений переменных x1, . . . , xn, что T является проверяющим тестом и, кро-
ме того, для любых двух различных функций неисправности g1(x̃n) и g2(x̃n) схемы S
в T найдётся набор σ̃, на котором g1(σ̃) 6= g2(σ̃). Число наборов в T называется длиной
теста. В качестве тривиального диагностического (и проверяющего) теста длины 2n

для схемы S всегда можно взять множество, состоящее из всех двоичных наборов
длины n. Тест называется полным, если в схеме могут быть неисправны сколько угод-
но элементов, и единичным, если в схеме может быть неисправен только один элемент.
Единичные тесты обычно рассматривают для неизбыточных схем [4, с. 110–111], т. е.
для таких схем, в которых любая допустимая неисправность любого одного элемен-
та приводит к функции неисправности, отличной от исходной функции, реализуемой
данной схемой (такие функции неисправности называют нетривиальными).

Назовём проверяющий (диагностический) тест k-проверяющим (k-диагностичес-
ким), если в схеме могут быть неисправны не более k элементов, где k ∈ N. Будем рас-
сматривать такие тесты только для k-неизбыточных схем [5, с. 68], в которых любая
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допустимая неисправность не менее одного и не более k элементов приводит к нетри-
виальной функции неисправности. Очевидно, что понятия 1-проверяющего теста,
1-диагностического теста и 1-неизбыточной схемы совпадают с понятиями единич-
ного проверяющего теста, единичного диагностического теста и неизбыточной схемы
соответственно.

Любое множество булевых функций будем называть базисом.
Пусть зафиксирован вид неисправностей элементов, B —произвольный функцио-

нально полный базис и T — единичный проверяющий тест для некоторой схемы из
функциональных элементов S в базисе B. Введём следующие обозначения: пусть
DB

ЕП(T ) —длина теста T ; DB
ЕП(S) = minDB

ЕП(T ), где минимум берётся по всем еди-
ничным проверяющим тестам T для схемы S; DB

ЕП(f) = minDB
ЕП(S), где минимум

берётся по всем неизбыточным схемам S в базисе B, реализующим функцию f ;
DB

ЕП(n) = maxDB
ЕП(f), где максимум берётся по всем булевым функциям f от n

переменных, для которых определено значение DB
ЕП(f). Функция DB

ЕП(n) называет-
ся функцией Шеннона длины единичного проверяющего теста. По аналогии с функ-
циями DB

ЕП можно ввести функции DB
ПП, DB

k-П, DB
ЕД, DB

ПД и DB
k-Д для соответствен-

но полного проверяющего, k-проверяющего, единичного, полного диагностического и
k-диагностического тестов, зависящие от T , S, f и n (в определениях функций DB

ПП(f)
и DB

ПД(f) не предполагается неизбыточность схем, а в определениях функций DB
k-П(f)

и DB
k-Д(f) предполагается k-неизбыточность схем). Так, например, DB

k-Д(n) —функция
Шеннона длины k-диагностического теста.

Перечислим основные результаты, касающиеся тестирования схем из функциональ-
ных элементов. Класс допустимых неисправностей функциональных элементов огра-
ничим константными неисправностями на входах и выходах элементов, а также толь-
ко на входах элементов, при которых значение на неисправном входе (выходе) любого
элемента становится равно некоторой булевой константе. Неисправности на входах и
выходах элементов называются однотипными константными типа p, если эта констан-
та одна и та же для каждого неисправного элемента и равна p, и произвольными
константными, если эта константа может быть равна как 0, так и 1 для каждого неис-
правного элемента независимо от неисправностей других элементов. Для удобства над
буквой D после символов, обозначающих базис, через точку с запятой будем ставить
символы «0, 1» или «p» в случаях, когда в схемах допускаются соответственно про-
извольные константные неисправности или однотипные константные неисправности
типа p, p ∈ {0, 1}, на входах/выходах элементов, а под буквой D после символов,
обозначающих вид функции, — символы «(IO)» или «(I)» в случаях, когда в схемах
допускаются неисправности соответственно на входах и выходах элементов или толь-
ко на входах элементов. Вполне разумно предполагать, что если в базисе содержится
булева константа α, то у элемента, её реализующего, нет входов и не может быть
неисправности типа α на его выходе.

В [4, с. 116] для базиса Жегалкина B1 = {&,⊕, 1, 0} показано, что DB1; 0,1
ЕП (IO)(n) 6

6 n + 3; при этом используется метод построения схем из работы [6]. К.К. Салуджа

и С.М. Редди в [7] получили оценку D∗B1; 0,1
k-П (IO)(n) 6 4 +

blog2 2kc∑
i=1

Cn
i ; наличие звёздоч-

ки над буквой D обусловлено тем, что в указанной работе рассматривались схемы,
содержащие, помимо входных переменных x1, . . . , xn, дополнительную входную пере-
менную h0, вместо которой при реализации функций подавалась булева константа,
но которая принимала значения как 0, так и 1 на наборах из теста. Д.С. Романовым
и Е.Ю. Романовой в [8] для базисов B′1 = {&,⊕, 1}, B′′1 = {&,⊕,∼} установлены
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неравенства D
B′1; 0,1

ЕП (IO)(n) 6 16 и D
B′′1 ; 0,1

ЕП (IO)(n) 6 16; в частности, при n > 14 улуч-
шен упомянутый результат из [4] (любая схема в базисе B′1 является также схемой
в базисе B1). Н.П. Редькин в [9 – 11] для базиса B2 = {&,∨,¬} получил оценки

DB2; p
ПП (I)(n) . 4

(
2b

n
2 c + 2d

n
2 e−1

)
, DB2; p

ЕД (I)(n) . 4
(

2b
n
2 c + 2d

n
2 e−1

)
и DB2; 0,1

ПП (I) (n) .
2n√
log2 n

соответственно, где p = 0 или 1. В работе [12] для любого натурального k и для
любой булевой константы p доказано существование базиса B3(k, p), состоящего из бу-
левой функции от max(k + 1; 3) переменных и функции x, для которого, в частности,
D
B3(k,p); p
k-П (IO) (n) = 2 при n > 1 и DB3(k,p); p

k-П (I) (n) = 1 при n > 0, а также существование базиса
B4(k, p), состоящего из булевой функции от не более чем 2,5k + 2 переменных и отри-
цания этой функции, для которого, в частности, DB4(k,p); p

k-Д (IO) (n) = 2 и D
B4(k,p); p
k-Д (I) (n) = 1

при n > 0 (следствия 1–4 и двойственные им результаты).
В данной работе рассматриваются k-проверяющие и k-диагностические тесты при

k ∈ N, а в качестве неисправностей функциональных элементов — произвольные кон-
стантные неисправности на входах и выходах элементов, а также только на входах
элементов. Определены базисы B5(k) и B6(k), состоящие из булевых функций от не
более чем 2k+2 и 4k+2 переменных соответственно, для которых доказаны равенства
D
B5(k); 0,1
k-П (I) (n) = D

B6(k); 0,1
k-Д (I) (n) = 2 при n > 0, DB5(k); 0,1

k-П (IO) (n) = 3 при n > 2 и DB6(k); 0,1
k-Д (IO) (n) = 4

при n > 3 (следствия 1–4 и теорема 5).
В дальнейшем для краткости верхние индексы 0, 1 у величин вида DB5(k); 0,1

... и
DB6(k); 0,1
... , зависящих от f или n, будем опускать.
Введём обозначения 0̃r = 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

r

, 1̃r = 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, где r ∈ N ∪ {0}.

Два двоичных набора называются противоположными, если они различаются во
всех компонентах. Будем называть два двоичных набора k-соседними, если они раз-
личаются не более чем в k компонентах.

1. Проверяющие тесты
Рассмотрим базис B5(k) = {ϕ(x̃2k+2), ψ(x̃k+1), x, 0}, где ψ(x̃k+1) = x1 . . . xk+1 ∨

∨ x1 . . . xk+1, а ϕ(x̃2k+2) —произвольная несамодвойственная булева функция (опреде-
ление самодвойственной булевой функции можно найти, например, в [13, с. 16]), для
которой выполнены следующие условия:

(i) ϕ(α̃2k+2) = α для α = 0, 1;
(ii) ϕ(σ̃) = α, где α = 0, 1, а σ̃—любой двоичный набор длины 2k + 2, k-соседний

с набором (α̃2k+2), кроме него самого.
Отметим, что условия (i), (ii) однозначно определяют значения функции ϕ(x̃2k+2)

на всех наборах, кроме наборов ровно с k+1 нулевой и k+1 единичной компонентами.
Для выполнения условия несамодвойственности необходимо и достаточно, чтобы на
каких-то двух противоположных наборах ровно с k + 1 нулевой и k + 1 единичной
компонентами функция ϕ принимала одинаковые значения.

Легко видеть, что функция ψ обладает следующими свойствами:
(iii) ψ(x, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸

k

) = x⊕ y ⊕ 1;

(iv) ψ(σ̃′) = 0, где σ̃′ —любой двоичный набор длины k + 1, отличный от наборов
(0̃k+1) и (1̃k+1).
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Любой функциональный элемент, реализующий функцию вида ϕ(x̃2k+2) (вида
ψ(x̃k+1), x, 0), будем называть ϕ-элементом (соответственно, ψ-элементом, инвер-
тором, элементом «константа 0»).

Назовём булеву функцию f(x̃n), где n > 1, тождественной, если f ≡ xi для
некоторого i ∈ {1, . . . , n}.

Лемма 1. Любую тождественную булеву функцию f(x̃n) можно реализовать
k-неизбыточной схемой в базисе B5(k), допускающей k-проверяющий тест длины 0
относительно неисправностей на входах и выходах элементов.

Доказательство. Функцию f , очевидно, можно реализовать схемой, не содержа-
щей функциональных элементов. У такой схемы нет ни одной функции неисправности,
поэтому пустое множество является для неё k-проверяющим тестом.

Лемма 2. В случае f ≡ 0 справедливы равенства DB5(k)
k-П (I)(f) = 0, DB5(k)

k-П (IO)(f) = 1.
Доказательство. Функцию f можно реализовать схемой S, состоящей из од-

ного элемента «константа 0» (обозначим этот элемент через E). Он не имеет входов,
поэтому пустое множество является для данной схемы k-проверяющим тестом относи-
тельно неисправностей на входах элементов, откуда следует равенство DB5(k)

k-П (I)(f) = 0.
При рассмотрении неисправностей на входах и выходах элементов единственной воз-
можной неисправностью схемы S является неисправность типа 1 на выходе элемен-
та E, при которой схема станет реализовывать константу 1. Указанная неисправность
обнаруживается на любом двоичном наборе длины n, поэтому DB5(k)

k-П (IO)(f) 6 1. С дру-
гой стороны, выход любой схемы в базисе B5(k), реализующей константу 0, очевидно,
не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому он является выходом некоторого
функционального элемента. Тогда при неисправности типа 1 выхода этого элемента
получающаяся схема станет реализовывать константу 1, которую надо отличить от
функции f хотя бы на одном наборе, откуда следует, что DB5(k)

k-П (IO)(f) > 1.

Лемма 3. Для любой k-неизбыточной схемы в базисеB5(k), реализующей не тож-
дественную и отличную от константы 0 булеву функцию f(x̃n), любой k-проверяющий
тест относительно неисправностей на входах элементов содержит хотя бы два набора.

Доказательство. Выход любой k-неизбыточной схемы S, реализующей функ-
цию f , не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому он является выходом
некоторого функционального элемента E, отличного от элемента «константа 0» и, как
следствие, имеющего хотя бы один вход. Тогда при неисправности типа α, α ∈ {0, 1},
любого фиксированного входа этого элемента получающаяся схема будет реализовы-
вать нетривиальную функцию неисправности, которая может отличаться от функ-
ции f(x̃n) только на тех наборах, на которых в случае отсутствия неисправностей
в схеме S на указанном входе элемента E возникает значение α. Данные два множе-
ства наборов при α = 0 и α = 1 не пересекаются, а в любой k-проверяющий тест для
схемы S относительно неисправностей на входах элементов должно входить хотя бы
по одному набору из каждого из этих множеств.

Назовём булеву функцию f(x̃n) палиндромной, если на любой паре противополож-
ных наборов длины n она принимает одинаковые значения.

Будем говорить, что функциональный элемент E ′ расположен в схеме S ниже
функционального элемента E, если в этой схеме существует ориентированный путь
от E к E ′.

Введём обозначение αβ = α⊕β⊕1, где α, β ∈ {0, 1}. Очевидно, что α1 = α, α0 = α,
1β = β и 0β = β.
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Лемма 4. Любую не палиндромную булеву функцию f(x̃n) можно реализовать
k-неизбыточной схемой в базисе B5(k), состоящей только из ϕ-элементов и инверторов
и допускающей k-проверяющий тест {σ̃0, σ̃1} относительно неисправностей на входах
и выходах элементов, где σ̃0 и σ̃1 —произвольные два противоположных двоичных
набора длины n, такие, что f(σ̃0) = 0 и f(σ̃1) = 1.

Замечание 1. Существование таких наборов σ̃0 и σ̃1 следует из того, что функ-
ция f не является палиндромной.

Доказательство леммы 4. Пусть A = [{ϕ(x̃2k+2)}] — замыкание множества
{ϕ(x̃2k+2)}, тогда A ⊆ T01 в силу условия (i) (определения замыкания и замкнуто-
го класса T01 можно найти, например, в [13] на с. 14 и 34 соответственно). Докажем,
что A = T01. Как было отмечено выше, функция ϕ принимает одинаковые значения
на каких-то двух противоположных наборах длины 2k+ 2, содержащих k+ 1 нулевую
и k + 1 единичную компоненты. Без ограничения общности это наборы (0̃k+1, 1̃k+1)
и (1̃k+1, 0̃k+1). Если ϕ(0̃k+1, 1̃k+1) = ϕ(1̃k+1, 0̃k+1) = 0, то из определения функции ϕ
нетрудно получить, что ϕ(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

k+1

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k+1

) = xy, ϕ(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, xy, xy) = x ∨ y и

ϕ(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

, x ∨ y, . . . , x ∨ y︸ ︷︷ ︸
k

, x ∨ yz, x ∨ yz) = x ∨ yz; (1)

если же ϕ(0̃k+1, 1̃k+1) = ϕ(1̃k+1, 0̃k+1) = 1, то из определения функции ϕ получим, что
ϕ(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

k+1

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k+1

) = x ∨ y, ϕ(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x ∨ y, x ∨ y) = xy и выполнено соотно-

шение (1). Таким образом, {x ∨ yz, xy} ⊆ A, следовательно, T01 = [{x ∨ yz, xy}] ⊆ A
(равенство T01 = [{x∨yz, xy}] установлено, например, в [13, с. 41]). Отсюда и из соотно-
шения A ⊆ T01 получаем, что A = T01, т. е. любую булеву функцию h(x̃n) из класса T01
можно выразить формулой φh над множеством {ϕ(x̃2k+2)}. Тогда существует схема Sh
в базисе B5(k), моделирующая формулу φh и состоящая только из входных перемен-
ных x1, . . . , xn и ϕ-элементов, выход каждого из которых, кроме выходного, соединён
ровно с одним входом ровно одного элемента.

На наборе (α̃n) на всех 2k + 2 входах и на выходе каждого элемента схемы Sh
в силу условия (i) возникнет значение α, где α = 0, 1. Предположим, что среди всех
входов и выходов элементов схемы Sh есть не менее одного и не более k неисправных.
Из всех элементов схемы, у которых хотя бы один вход и/или выход неисправны,
выберем произвольный «нижний» элемент E, ниже которого в схеме Sh не существует
элемента с указанным свойством (это можно сделать, так как схема S конечна и не
содержит ориентированных циклов). Пусть значение на выходе элемента E, если он
неисправен, либо значение на произвольном неисправном входе элемента E, если выход
этого элемента исправен, равно δ, δ ∈ {0, 1}.

Докажем, что значение на выходе этого элемента на наборе (δ̃n) в схеме Sh рав-
но δ. Если неисправен выход элемента E, то утверждение очевидно. Если этот выход
исправен, то хотя бы один из входов элемента E неисправен и значение на нём рав-
но δ. Тогда на наборе (δ̃n) значения не менее чем на одном и не более чем на k входах
этого элемента в схеме Sh отличны от «правильных», т. е. от δ, поскольку всего в этой
схеме неисправны не более k входов/выходов элементов, а выходы элементов в ней
не ветвятся. Тогда в силу условия (ii) значение на выходе элемента E на наборе (δ̃n)
в схеме S равно δ, что и требовалось доказать.
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Далее изменение значения на выходе элемента E на наборе (δ̃n) в схеме Sh с «пра-
вильного» значения δ на δ пройдёт по цепочке до выхода схемы Sh (здесь снова ис-
пользуются тот факт, что всего в этой схеме неисправны не более k входов/выходов
элементов, а выходы элементов в ней не ветвятся, и условие (ii)). Таким образом,
неисправность схемы Sh будет обнаружена на наборе (δ̃n). Отсюда следует, что данная
схема k-неизбыточна и множество {(0̃n, 1̃n)} является для неё k-проверяющим тестом.

Пусть σ̃1 = (σ1, . . . , σn) и f ′(x̃n) = f(xσ11 , . . . , x
σn
n ). Тогда σ̃0 = (σ1, . . . , σn),

f ′(0̃n) = f(0σ1 , . . . , 0σn) = f(σ1, . . . , σn) = f(σ̃0) = 0,

f ′(1̃n) = f(1σ1 , . . . , 1σn) = f(σ1, . . . , σn) = f(σ̃1) = 1,

поэтому f ′(x̃n) ∈ T01. Значит, существует k-неизбыточная схема Sf ′ в базисе B5(k),
реализующая функцию f ′ и допускающая k-проверяющий тест из наборов (0̃n) и (1̃n).
Для каждого i ∈ {1, . . . , n} в случае σi = 1 подадим на вход данной схемы, отвечаю-
щий переменной xi, саму эту переменную, а в случае σi = 0 соединим каждый вход
каждого элемента схемы Sf ′ , на который подавалась переменная xi, с выходом (свое-
го) инвертора, на вход которого подадим переменную xi. Полученную схему (с тем же
выходным элементом, что и у схемы Sf ′) обозначим через S; легко видеть, что на её
выходе реализуется функция f ′(xσ11 , . . . , xσnn ) = f(x̃n).

Заметим, что неисправность на входе и/или выходе каждого «добавленного» инвер-
тора схемы S равносильна некоторой неисправности на входе элемента, соединённого
с выходом этого инвертора. Поэтому можно считать, что неисправными в схеме S мо-
гут быть только входы/выходы элементов из её подсхемы Sf ′ . На наборе σ̃1 на все вхо-
ды подсхемы Sf ′ по построению поступят единицы, а на наборе σ̃0 —нули. Множество
{(0̃n), (1̃n)} позволяет обнаружить любую неисправность не более k входов/выходов
элементов в этой подсхеме. Отсюда следует, что схема S является k-неизбыточной и
допускает k-проверяющий тест из наборов σ̃0 и σ̃1.

Лемма 5. Любую палиндромную булеву функцию f(x̃n), отличную от констан-
ты 0, можно реализовать схемой в базисе B5(k), k-неизбыточной и допускающей k-про-
веряющий тест длины 2 относительно неисправностей на входах и выходах элементов,
кроме неисправности типа 1 на выходе выходного элемента схемы.

Доказательство. Существуют такие два противоположных набора длины n, на
каждом из которых функция f принимает значение 1, поскольку f 6≡ 0. Обозначим
тот из них, первая компонента которого равна единице, через σ̃1, а другой— через σ̃0.
Пусть σ̃1 = (σ1, . . . , σn) и f̂(x̃n) = f(x̃n)⊕ x1 ⊕ 1. Тогда σ1 = 1, σ̃0 = (σ1, . . . , σn),

f̂(σ̃0) = f(σ̃0)⊕ σ1 ⊕ 1 = 1⊕ 0⊕ 1 = 0,

f̂(σ̃1) = f(σ̃1)⊕ σ1 ⊕ 1 = 1⊕ 1⊕ 1 = 1,

поэтому f̂(x̃n) —не палиндромная функция. Тогда в силу леммы 4 существует k-неиз-
быточная схема S ′ в базисе B5(k), реализующая функцию f̂ и допускающая k-прове-
ряющий тест из наборов σ̃0 и σ̃1 относительно неисправностей на входах и выходах
элементов. Соединим выход данной схемы со входом ψ-элемента E, отвечающим пе-
ременной x1, а на все остальные входы этого элемента подадим переменную x1. Выход
элемента E объявим выходом полученной схемы, которую обозначим через S. В силу
свойства (iii) она реализует функцию

ψ(f̂(x̃n), x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k

) = f̂(x̃n)⊕ x1 ⊕ 1 = f(x̃n)⊕ x1 ⊕ 1⊕ x1 ⊕ 1 = f(x̃n).
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При отсутствии неисправностей в схеме S в силу равенств f̂(σ̃1) = 1, σ1 = 1 и f̂(σ̃0) = 0
на все входы элемента E на наборе σ̃1 поступят единицы, а на наборе σ̃0 —нули.
Если выход элемента E исправен, а хотя бы один из его входов или из входов/вы-
ходов элементов подсхемы S ′ неисправен, то хотя бы на одном из этих наборов не
менее чем на одном и не более чем на k входах элемента E возникнут «неправиль-
ные» значения, а тогда в силу свойства (iv) значение на выходе элемента E, т. е. на
выходе схемы S, изменится, поэтому неисправность будет обнаружена на одном из
наборов σ̃0, σ̃1. Наконец, неисправность типа 0 на выходе элемента E обнаруживается
на любом из этих двух наборов, так как f(σ̃0) = f(σ̃1) = 1. Поэтому схема S является
k-неизбыточной относительно неисправностей на входах и выходах элементов, кроме
неисправности типа 1 на выходе её выходного элемента, и допускает k-проверяющий
тест из наборов σ̃0 и σ̃1 относительно неисправностей указанного вида.

Теорема 1. Для любой булевой функции f(x̃n) справедливо равенство

D
B5(k)
k-П (I)(f) =

{
0, если f — тождественная функция или f ≡ 0,
2 в остальных случаях.

Доказательство. Вместо DB5(k)
k-П (I)(f) для краткости будем писать D(f). Равен-

ство D(f) = 0 в случаях, когда f — тождественная функция и f ≡ 0, следует из лемм 1
и 2 соответственно. Если функция f не тождественная и отлична от константы 0, то
неравенство D(f) > 2 вытекает из леммы 3, а неравенство D(f) 6 2 —из лемм 4 и 5.

Следствие 1. Для любого n > 0 справедливо равенство DB5(k)
k-П (I)(n) = 2.

Лемма 6. Не существует схем в базисе B5(k), реализующих константу 1 и k-неиз-
быточных относительно неисправностей на входах и выходах элементов.

Доказательство. Выход любой схемы в базисе B5(k), реализующей константу 1,
очевидно, не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому он является выходом
некоторого функционального элемента. Тогда при неисправности типа 1 на выходе
этого элемента получающаяся схема по-прежнему будет реализовывать константу 1,
т. е. исходная схема k-избыточна.

Очевидно, что никакая тождественная функция не является палиндромной, а кон-
станта 0 является палиндромной функцией.

Теорема 2. Для любой булевой функции f(x̃n), отличной от константы 1, спра-
ведливо равенство

D
B5(k)
k-П (IO)(f) =


0, если f — тождественная функция,
1, если f ≡ 0,
2, если f —не тождественная и не палиндромная функция,
3, если f —палиндромная функция и f 6≡ 0.

Если f ≡ 1, то значение DB5(k)
k-П (IO)(f) не определено.

Доказательство. Вместо DB5(k)
k-П (IO)(f) для краткости будем писать D(f). В слу-

чае f ≡ 1 значение D(f) не определено в силу леммы 6. Равенства D(f) = 0, если
функция f тождественная, и D(f) = 1, если f ≡ 0, следуют из лемм 1 и 2 соответ-
ственно. В случае, когда функция f не тождественная и не палиндромная, неравенство
D(f) > 2 следует из леммы 3, а D(f) 6 2 —из леммы 4.
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Пусть f —палиндромная функция и f 6≡ 0, 1. В силу леммы 5 функцию f можно
реализовать схемой S в базисе B5(k), k-неизбыточной и допускающей k-проверяющий
тест длины 2 относительно неисправностей на входах и выходах элементов, кроме неис-
правности типа 1 на выходе выходного элемента схемы. Добавим в этот тест любой
двоичный набор длины n, на котором функция f принимает значение 0. На нём обна-
руживается неисправность типа 1 на выходе выходного элемента схемы S (возможно,
при наличии в ней других неисправных входов/выходов элементов). Поэтому данная
схема k-неизбыточна относительно неисправностей на входах и выходах элементов и
допускает k-проверяющий тест длины не более 3 относительно неисправностей ука-
занного вида. Отсюда следует, что D(f) 6 3.

Докажем неравенствоD(f) > 3. Предположим, что это не так, т. е.D(f) 6 2. В силу
леммы 3 имеем D(f) > 2, поэтому D(f) = 2. Значит, существует k-неизбыточная
схема S ′ в базисе B5(k), реализующая функцию f и допускающая k-проверяющий тест
из каких-то двух наборов π̃1 и π̃2. Пусть xi1 , . . . , xis — все существенные переменные
функции f . Предположим, что ij-е (слева) компоненты наборов π̃1 и π̃2 совпадают
для некоторого j ∈ {1, . . . , s} и равны α. Переменная xij обязана подаваться хотя бы
на один вход хотя бы одного элемента схемы S ′, поскольку xij ∈ {xi1 , . . . , xis}. Тогда
неисправность типа α этого входа нельзя обнаружить ни на одном из наборов π̃1, π̃2;
противоречие. Следовательно, наборы π̃1 и π̃2 различаются в каждой из i1-й, . . . , is-й
компонент.

Далее, пусть π̃′1 —набор, противоположный набору π̃1. Тогда f(π̃1) = f(π̃′1) в силу
палиндромности функции f . Наборы π̃′1 и π̃2 совпадают в i1-й, . . ., is-й компонен-
тах, а функция f(x̃n) существенно зависит только от переменных xi1 , . . . , xis , поэтому
f(π̃′1) = f(π̃2). Таким образом, f(π̃1) = f(π̃2). Отсюда следует, что неисправность ти-
па f(π̃1) на выходе выходного элемента схемы S ′ нельзя обнаружить ни на одном из
наборов π̃1, π̃2, т. е. множество {π̃1, π̃2} не является k-проверяющим тестом для этой
схемы. Полученное противоречие означает, что D(f) > 3.

Следствие 2. Для любого n > 2 справедливо равенство DB5(k)
k-П (IO)(n) = 3.

Замечание 2. Среди всех схем, построенных при доказательстве верхних оценок
величин D

B5(k)
k-П (I)(f) и D

B5(k)
k-П (IO)(f) в теоремах 1 и 2 соответственно, элемент «констан-

та 0» использовался только в построении схем, реализующих тождественный нуль, а
ψ-элемент — только в построении схем, реализующих отличные от нуля палиндромные
функции (причём в единственном числе).

2. Диагностические тесты
Пусть ξ(x̃3k+2), η(x̃4k+2) — булевы функции, удовлетворяющие следующим услови-

ям при α = 0, 1:
(v) ξ(α̃3k+2) = α;
(vi) на всех наборах, k-соседних с набором (α̃3k+2), кроме него самого, функция ξ

принимает значение α;
(vii) на всех наборах, k-соседних с набором ρ̃α =

(
α̃k+1, α̃

2k+1
)
, функция ξ принимает

значение α;
(viii) η(α̃4k+2) = 1;
(ix) на всех наборах, k-соседних с набором (α̃4k+2), кроме него самого, функция η

принимает значение 0;
(x) на всех наборах, k-соседних с набором ν̃α =

(
α̃2k+1, α̃

2k+1
)
, функция η прини-

мает значение α.
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На всех остальных двоичных наборах длины 3k + 2 (длины 4k + 2) функция ξ
(соответственно η) может принимать произвольные значения.

Покажем, что каждая из функций ξ(x̃3k+2), η(x̃4k+2) определена корректно, т. е.
множества наборов, на которых она принимает значения 0 и 1, не пересекаются.
Заметим, что для любого α ∈ {0, 1} набор (α̃3k+2) отличается от каждого из наборов(
α̃
3k+2

)
, ρ̃α по крайней мере в (2k + 1) компонентах, поэтому любой набор, k-сосед-

ний с набором (α̃3k+2), отличается от каждого из наборов
(
α̃
3k+2

)
, ρ̃α по крайней мере

в (k + 1) компонентах, т. е. не может быть k-соседним ни с одним из этих наборов.
Набор (α̃3k+2) отличается от набора ρ̃α в (k + 1) компонентах, поэтому не является
k-соседним с этим набором. Кроме того, наборы ρ̃0 и ρ̃1 различаются в (3k + 2) ком-
понентах, поэтому никакой набор, k-соседний с набором ρ̃0, не может быть k-соседним
с набором ρ̃1. Из приведённых рассуждений и условий (v)–(vii) следует, что множества
наборов, на которых функция ξ(x̃3k+2) принимает значения 0 и 1, не пересекаются, зна-
чит, она определена корректно.

Далее, для любого α ∈ {0, 1} набор (α̃4k+2) отличается от набора ν̃1 в (2k + 1)
компонентах, поэтому никакой набор, k-соседний с набором (α̃4k+2), не может быть
k-соседним с набором ν̃1. Наборы ν̃0 и ν̃1 различаются в (4k + 2) компонентах, поэто-
му никакой набор, k-соседний с набором ν̃0, не может быть k-соседним с набором ν̃1.
Кроме того, любые два из наборов (0̃4k+2), (1̃4k+2) и ν̃0 различаются по крайней мере
в (2k+ 1) компонентах, поэтому не являются k-соседними. Из приведённых рассужде-
ний и условий (viii)–(x) следует, что множества наборов, на которых функция η(x̃4k+2)
принимает значения 0 и 1, не пересекаются, значит, она определена корректно.

Рассмотрим базис B6(k) = {ϕ(x̃2k+2), ξ(x̃3k+2), η(x̃4k+2), x, 0}, где ϕ(x̃2k+2) — булева
функция из базиса B5(k). Любой функциональный элемент, реализующий функцию
вида ξ(x̃3k+2) (η(x̃4k+2)), будем называть ξ-элементом (соответственно η-элементом).

По аналогии с леммами соответственно 1, 2, 3 и 6 доказываются следующие утвер-
ждения.

Лемма 7. Любую тождественную булеву функцию f(x̃n) можно реализовать
k-неизбыточной схемой в базисе B6(k), допускающей k-диагностический тест длины 0
относительно неисправностей на входах и выходах элементов.

Лемма 8. В случае f ≡ 0 справедливы равенства DB6(k)
k-Д (I)(f) = 0, DB6(k)

k-Д (IO)(f) = 1.
Лемма 9. Для любой k-неизбыточной схемы в базисеB6(k), реализующей не тож-

дественную и отличную от константы 0 булеву функцию f(x̃n), любой k-диагности-
ческий тест относительно неисправностей на входах элементов содержит хотя бы два
набора.

Лемма 10. Не существует схем в базисе B6(k), реализующих константу 1 и
k-неизбыточных относительно неисправностей на входах и выходах элементов.

Через Iσ̃(x̃n) будем обозначать булеву функцию, принимающую значение 1 на на-
боре σ̃ и 0 на всех остальных наборах длины n.

Лемма 11. Любую не палиндромную булеву функцию f(x̃n), принимающую зна-
чения 0 и 1 на каких-то противоположных наборах σ̃0 и σ̃1 соответственно, можно ре-
ализовать схемой в базисе B6(k), k-неизбыточной и допускающей k-диагностический
тест {σ̃0, σ̃1} относительно неисправностей на входах и выходах элементов, при кото-
рых выход выходного элемента схемы исправен, причём все её функции неисправности
принадлежат множеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1 , f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1}.
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Доказательство. Пусть f ′ = f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1 ⊕ 1. Тогда справедливы соотношения

f ′(σ̃0) = f(σ̃0)⊕ Iσ̃0(σ̃0)⊕ Iσ̃1(σ̃0)⊕ 1 = 0⊕ 1⊕ 0⊕ 1 = 0, (2)
f ′(σ̃1) = f(σ̃1)⊕ Iσ̃0(σ̃1)⊕ Iσ̃1(σ̃1)⊕ 1 = 1⊕ 0⊕ 1⊕ 1 = 1, (3)

из которых следует, что функция f ′(x̃n) не является палиндромной.
Построим схему S в базисе B6(k), реализующую функцию f(x̃n) (рис. 1). Схема S

состоит из (3k + 2) подсхем S1, . . . , S3k+2 и выходного ξ-элемента E, входы которо-
го соединяются с выходами этих подсхем (1-й вход— с выходом подсхемы S1, . . . ,
(3k + 2)-й вход — с выходом подсхемы S3k+2). Каждая из подсхем S1, . . . , Sk+1 реали-
зует функцию f(x̃n), а каждая из подсхем Sk+2, . . . , S3k+2 —функцию f ′(x̃n), причём
каждая из подсхем S1, . . . , S3k+2 является k-неизбыточной схемой, состоящей только из
ϕ-элементов и инверторов и допускающей k-проверяющий тест {σ̃0, σ̃1} относительно
неисправностей на входах и выходах элементов; существование таких схем следует из
леммы 4. При этом используется тот факт, что функции f и f ′ не являются палин-
дромными, а также соотношения f(σ̃0) = 0, f(σ̃1) = 1, (2) и (3).

E

(x1,...,xn)

.. .S1 Sk+1 Sk+2 S3k+2
.. .

.. .

ff f '

.. .

.. .

ξ 

f '

.. .

Рис. 1. Схема S

Докажем, что построенная схема S в случае отсутствия в ней неисправностей реа-
лизует функцию f(x̃n). Всюду ниже в доказательстве леммы 11 предполагаем, что α—
произвольное число из множества {0, 1}. На любом двоичном наборе τ̃α (τ̃α 6= σ̃α), на
котором функция f принимает значение α, на выходе каждой из подсхем S1, . . . , Sk+1

возникнет значение α, а на выходе каждой из подсхем Sk+2, . . . , S3k+2 — значение
f ′(τ̃α) = f(τ̃α) ⊕ Iσ̃0(τ̃α) ⊕ Iσ̃1(τ̃α) ⊕ 1 = α ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 1 = α, поскольку τ̃α /∈ {σ̃0, σ̃1}
(действительно, τ̃α 6= σ̃α по определению и τ̃α 6= σ̃α в силу того, что f(τ̃α) = α 6= f(σ̃α)).
Тогда на входы элемента E будет подан в точности набор ρ̃α, а на его выходе, т. е. на
выходе схемы S, возникнет значение ξ(ρ̃α) = α = f(τ̃α) в силу условия (vii). Далее, на
наборе σ̃α на выходе каждой из подсхем S1, . . . , Sk+1 возникнет значение f(σ̃α) = α, а
на выходе каждой из подсхем Sk+2, . . . , S3k+2 — значение

f ′(σ̃α) = f(σ̃α)⊕ Iσ̃α(σ̃α)⊕ Iσ̃α(σ̃α)⊕ 1 = α⊕ 1⊕ 0⊕ 1 = α.

Тогда на входы элемента E будет подан в точности набор (α̃3k+2), а на его выходе,
т. е. на выходе схемы S, возникнет значение ξ(α̃3k+2) = α = f(σ̃α) в силу условия (v).
Таким образом, на выходе схемы S реализуется функция f(x̃n).

Найдём все возможные функции неисправности схемы S относительно неисправно-
стей на входах и выходах элементов, при которых выход выходного элемента E схемы
исправен. Неисправность на i-м входе элемента E равносильна неисправности такого
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же типа на выходе выходного элемента подсхемы Si, где i—произвольный индекс от 1
до 3k + 2. Поэтому можно считать, что неисправными в схеме S могут быть только
входы/выходы элементов из её подсхем S1, . . . , S3k+2. При произвольной неисправно-
сти не менее одного и не более k входов/выходов таких элементов на любом входном
наборе схемы S могут измениться значения не более чем на k входах элемента E.
Поэтому на любом наборе τ̃α (τ̃α 6= σ̃α), на котором функция f принимает значение α,
на входы элемента E поступит набор, k-соседний с набором ρ̃α, а на его выходе, т. е.
на выходе схемы S, возникнет значение α = f(τ̃α) в силу условия (vii).

На наборах σ̃0 и σ̃1 на входы элемента E поступят наборы π̃0 и π̃1 длины 3k + 2,
k-соседние с наборами (0̃3k+2) и (1̃3k+2) соответственно. При этом выполнено хотя бы
одно из соотношений π̃0 6= (0̃3k+2), π̃1 6= (1̃3k+2), поскольку множество {σ̃0, σ̃1} является
k-проверяющим тестом для каждой из k-неизбыточных схем S1, . . . , S3k+2 (значение на
выходе любой из этих схем, содержащей хотя бы один неисправный элемент, изменится
хотя бы на одном из наборов σ̃0, σ̃1). Следовательно, значение на выходе элемента E,
т. е. на выходе схемы S, изменится хотя бы на одном из наборов σ̃0, σ̃1 в силу усло-
вий (v), (vi). Таким образом, на выходе схемы S возникнет функция неисправности,
отличающаяся от функции f по крайней мере на одном из этих двух наборов и совпа-
дающая с функцией f на всех наборах длины n, отличных от указанных двух.

Тем самым показано, что все возможные функции неисправности схемы S принад-
лежат множеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1 , f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1}. Каждую из них можно отличить от
любой другой и от функции f хотя бы на одном из наборов σ̃0, σ̃1, поэтому схема S
является k-неизбыточной и допускает k-диагностический тест {σ̃0, σ̃1} относительно
неисправностей на входах и выходах элементов, при которых выход её выходного эле-
мента исправен.

Лемма 12. Любую булеву функцию f(x̃n), для которой существуют такие два
противоположных двоичных набора σ̃0 и σ̃1 длины n, что f(σ̃0) = f(σ̃1) = 1, можно
реализовать схемой в базисе B6(k), k-неизбыточной и допускающей k-диагностический
тест {σ̃0, σ̃1} относительно неисправностей на входах и выходах элементов, при кото-
рых выход выходного элемента схемы исправен, причём все её функции неисправности
принадлежат множеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1 , f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1}, а в случае k = 1 —множеству
{f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1}.

Доказательство. Пусть f ′ = f ⊕ Iσ̃0 , f ′′ = f ⊕ Iσ̃1 ⊕ 1. Тогда справедливы
соотношения

f ′(σ̃0) = f(σ̃0)⊕ Iσ̃0(σ̃0) = 1⊕ 1 = 0, (4)
f ′(σ̃1) = f(σ̃1)⊕ Iσ̃0(σ̃1) = 1⊕ 0 = 1, (5)

f ′′(σ̃0) = f(σ̃0)⊕ Iσ̃1(σ̃0)⊕ 1 = 1⊕ 0⊕ 1 = 0, (6)
f ′′(σ̃1) = f(σ̃1)⊕ Iσ̃1(σ̃1)⊕ 1 = 1⊕ 1⊕ 1 = 1, (7)

из которых следует, что функции f ′(x̃n) и f ′′(x̃n) не являются палиндромными.
Построим схему S в базисе B6(k), реализующую функцию f(x̃n) (рис. 2). Схема S

состоит из 4k + 2 подсхем S1, . . . , S4k+2 и выходного η-элемента E, входы которого со-
единяются с выходами этих подсхем (1-й вход— с выходом подсхемы S1, . . . , (4k+2)-й
вход — с выходом подсхемы S4k+2). Каждая из подсхем S1, . . . , S2k+1 реализует функ-
цию f ′(x̃n), а каждая из подсхем S2k+2, . . . , S4k+2 —функцию f ′′(x̃n), причём каждая из
подсхем S1, . . . , S4k+2 является k-неизбыточной схемой, состоящей только из ϕ-элемен-
тов и инверторов и допускающей k-проверяющий тест {σ̃0, σ̃1} относительно неисправ-
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ностей на входах и выходах элементов; существование таких схем следует из леммы 4,
из того, что функции f ′ и f ′′ не являются палиндромными, и из соотношений (4)–(7).

E

(x1,...,xn)

.. .S1 Sk+1 Sk+2 S4k+2
.. .

.. .

f ''

.. .

.. .

 

f ''

.. .
f ' f '

η  

Рис. 2. Схема S

Докажем, что построенная схема S в случае отсутствия в ней неисправностей ре-
ализует функцию f(x̃n). Всюду ниже в доказательстве леммы предполагаем, что α—
произвольное число из множества {0, 1}. На любом двоичном наборе τ̃α длины n, на
котором функция f принимает значение α, отличном от наборов σ̃0 и σ̃1, на выходе
каждой из подсхем S1, . . . , S2k+1 возникнет значение

f ′(τ̃α) = f(τ̃α)⊕ Iσ̃0(τ̃α) = α⊕ 0 = α,

а на выходе каждой из подсхем S2k+2, . . . , S4k+2 — значение

f ′′(τ̃α) = f(τ̃α)⊕ Iσ̃1(τ̃α)⊕ 1 = α⊕ 0⊕ 1 = α.

Тогда на входы элемента E будет подан в точности набор ν̃α, а на его выходе, т. е.
на выходе схемы S, возникнет значение η(ν̃α) = α = f(τ̃α) в силу условия (x). Далее,
на наборе σ̃α на выходе каждой из подсхем S1, . . . , S4k+2 возникнет значение α в си-
лу (4), (6) при α = 0 и (5), (7) при α = 1. Тогда на входы элемента E будет подан
в точности набор (α̃4k+2), а на его выходе, т. е. на выходе схемы S, возникнет значе-
ние η(α̃4k+2) = 1 = f(σ̃α) в силу условия (viii). Таким образом, на выходе схемы S
реализуется в точности функция f(x̃n).

Найдём все возможные функции неисправности схемы S относительно неисправно-
стей на входах и выходах элементов, при которых выход выходного элемента E схемы
исправен. Неисправность на i-м входе элемента E равносильна неисправности такого
же типа на выходе выходного элемента подсхемы Si, где i—произвольный индекс от 1
до 4k + 2. Поэтому можно считать, что неисправными в схеме S могут быть только
входы/выходы элементов из её подсхем S1, . . . , S4k+2. При произвольной неисправно-
сти не менее одного и не более k входов/выходов таких элементов на любом входном
наборе схемы S могут измениться значения не более чем на k входах элемента E.
Поэтому на любом наборе τ̃α, на котором функция f принимает значение α, отличном
от наборов σ̃0 и σ̃1, на входы элемента E поступит набор, k-соседний с набором ν̃α, а на
его выходе, т. е. на выходе схемы S, возникнет значение α = f(τ̃α) в силу условия (x).

На наборах σ̃0 и σ̃1 на входы элемента E поступят наборы π̃0 и π̃1 длины 4k+2,
k-соседние с наборами (0̃4k+2) и (1̃4k+2) соответственно. При этом выполнено хотя бы
одно из соотношений π̃0 6= (0̃4k+2), π̃1 6= (1̃4k+2), поскольку множество {σ̃0, σ̃1} является
k-проверяющим тестом для каждой из k-неизбыточных схем S1, . . . , S4k+2. Следова-
тельно, значение на выходе элемента E, т. е. на выходе схемы S, изменится хотя бы на
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одном из наборов σ̃0, σ̃1 в силу условий (viii), (ix). Таким образом, на выходе схемы S
возникнет функция неисправности, отличающаяся от функции f по крайней мере на
одном из этих двух наборов и совпадающая с функцией f на всех наборах длины n,
отличных от указанных двух.

Тем самым показано, что все возможные функции неисправности схемы S принад-
лежат множеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1 , f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1}. Каждую из них можно отличить от
любой другой и от функции f хотя бы на одном из наборов σ̃0, σ̃1, поэтому схема S
является k-неизбыточной и допускает k-диагностический тест T = {σ̃0, σ̃1} относитель-
но неисправностей на входах и выходах элементов, при которых выход её выходного
элемента исправен.

Пусть k = 1. Если при отсутствии неисправностей в схеме S на некотором входе/
выходе некоторого элемента этой схемы, кроме выхода элемента E, на двух наборах
из множества T возникает одно и то же значение β, то неисправность типа β ука-
занного входа/выхода нельзя обнаружить на наборах из данного множества, однако
это противоречит последнему предложению предыдущего абзаца. Поэтому на любом
входе/выходе любого элемента схемы S, за исключением выхода элемента E, на двух
наборах из множества T возникают различные значения. Тогда неисправность типа γ,
γ ∈ {0, 1}, любого входа/выхода любого элемента этой схемы, кроме выхода элемен-
та E, обнаруживается только на том наборе σ̃′ из множества T , на котором значение
на указанном входе/выходе в отсутствие неисправностей равно γ, и не обнаруживается
на другом наборе σ̃′′ из данного множества. Значит, при рассматриваемой неисправ-
ности на наборе σ̃′ схема S выдаст значение f(σ̃′), а на наборе σ̃′′ —«правильное»
значение f(σ̃′′).

Приведённые рассуждения показывают, что любая функция неисправности схе-
мы S отличается от функции f(x̃n) ровно на одном наборе из множества T и совпадает
с ней на всех остальных наборах, т. е. принадлежит множеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1}.

Теорема 3. Для любой булевой функции f(x̃n) справедливо равенство

D
B6(k)
k-Д (I)(f) =

{
0, если f — тождественная функция или f ≡ 0,
2 в остальных случаях.

Доказательство. Вместо DB6(k)
k-Д (I)(f) для краткости будем писать D(f). Равен-

ство D(f) = 0 в случаях, когда f — тождественная функция и f ≡ 0, следует из лемм 7
и 8 соответственно. Если же функция f не тождественна и отлична от константы 0,
то неравенство D(f) > 2 вытекает из леммы 9, а D(f) 6 2 —из лемм 11 и 12. Стоит
отметить, что если f —не палиндромная функция, то существуют такие два противо-
положных набора σ̃0 и σ̃1 длины n, для которых f(σ̃0) = 0 и f(σ̃1) = 1, а в случае,
когда f —палиндромная функция и f 6≡ 0, существуют такие два противоположных
набора σ̃0 и σ̃1 длины n, что f(σ̃0) = f(σ̃1) = 1.

Следствие 3. Для любого n > 0 справедливо равенство DB6(k)
k-Д (I)(n) = 2.

Лемма 13. Любую не палиндромную булеву функцию f(x̃n) можно реализовать
схемой в базисе B6(k), k-неизбыточной и допускающей k-диагностический тест длины
не более 4 относительно неисправностей на входах и выходах элементов.

Доказательство. Существуют такие противоположные наборы σ̃0 и σ̃1 дли-
ны n, что f(σ̃0) = 0 и f(σ̃1) = 1. По лемме 11 функцию f можно реализовать схемой S
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в базисеB6(k), k-неизбыточной и допускающей k-диагностический тест {σ̃0, σ̃1} относи-
тельно неисправностей на входах и выходах элементов, при которых выход выходного
элемента схемы исправен, причём все её функции неисправности принадлежат мно-
жеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1 , f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1}. Если указанный выход неисправен и выдаёт 0
(выдаёт 1), то на выходе схемы S возникнет функция неисправности, тождественно
равная нулю (соответственно единице) и тем самым отличная от функции f , поскольку
константы 0 и 1 являются палиндромными функциями. Таким образом, данная схема
k-неизбыточна относительно неисправностей на входах и выходах элементов. Соста-
вим таблицу значений функции f и всех возможных функций неисправности схемы S
на наборах σ̃0 и σ̃1 (табл. 1).

Та б л и ц а 1

Наборы f f ⊕ Iσ̃0
f ⊕ Iσ̃1

f ⊕ Iσ̃0
⊕ Iσ̃1

0 1
σ̃0 0 1 0 1 0 1
σ̃1 1 1 0 0 0 1

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функцию f ⊕ Iσ̃0
от константы 1, если f ⊕ Iσ̃0 6≡ 1, а также функцию f ⊕ Iσ̃1 от константы 0, если
f ⊕ Iσ̃1 6≡ 0. В случае f ⊕ Iσ̃0 6≡ 1 добавим в множество {σ̃0, σ̃1} произвольный набор
длины n, на котором функция f ⊕ Iσ̃0 принимает значение 0, а в случае f ⊕ Iσ̃1 6≡ 0 —
произвольный набор длины n, на котором функция f ⊕ Iσ̃1 принимает значение 1.
Итоговое множество будет являться k-диагностическим тестом длины не более 4 для
схемы S относительно неисправностей на входах и выходах элементов.

Лемма 14. Пусть xi1 , . . . , xis , где s > 2, — все существенные переменные буле-
вой функции f(x̃n), а двоичные наборы π̃1, π̃2, π̃3 длины n и элементы α, γ ∈ {0, 1},
j ∈ {1, . . . , s}, таковы, что ij-я (слева) компонента каждого из наборов π̃1, π̃2 равна γ,
f(π̃1) = f(π̃2) = α, а f(π̃3) = α. Пусть схема S в базисе B6(k) является k-неизбыточной,
реализует функцию f(x̃n) и множество {π̃1, π̃2, π̃3} является для неё k-диагностическим
тестом относительно неисправностей на входах и выходах элементов. Тогда на любом
наборе длины n, ij-я компонента которого равна γ, функция f принимает значение α.

Доказательство. Переменная xij обязана подаваться хотя бы на один вход v
хотя бы одного элемента схемы S, поскольку xij ∈ {xi1 , . . . , xis}. Тогда неисправность
типа γ этого входа нельзя обнаружить ни на одном из наборов π̃1, π̃2, значит, она долж-
на обнаруживаться на наборе π̃3. Отсюда вытекает, что для получающейся функции
неисправности g схемы S справедливы равенства g(π̃1) = f(π̃1) = α, g(π̃2) = f(π̃2) = α
и g(π̃3) = f(π̃3) = α, т. е. функцию g нельзя отличить ни на одном из наборов π̃1, π̃2,
π̃3 от константы α, возникающей на выходе данной схемы при неисправности типа α
на выходе её выходного элемента. С учётом того, что множество {π̃1, π̃2, π̃3} является
k-диагностическим тестом для схемы S, это может быть только в том случае, когда
g ≡ α.

При подаче на входы схемы S произвольного двоичного набора длины n, ij-я ком-
понента которого равна γ, на вход v поступает значение γ, поэтому функция g, воз-
никающая на выходе схемы при неисправности типа γ этого входа, на любом таком
наборе принимает такое же значение, как и функция f . С учётом тождества g ≡ α по-
лучаем, что на любом наборе длины n, ij-я компонента которого равна γ, функция f
принимает значение α.
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В следующей теореме рассмотрен случай неисправностей на входах и выходах эле-
ментов при k = 1, т. е. когда неисправным может быть только один вход/выход только
одного элемента.

Теорема 4. Для любой булевой функции f(x̃n), отличной от константы 1, спра-
ведливо равенство

D
B6(1)
ЕД (IO)(f) =



0, если f — тождественная функция,
1, если f ≡ 0,
2, если f ≡ xi для некоторого i ∈ {1, . . . , n},
3, если f —несамодвойственная функция и f 6≡ 0,
4, если f — самодвойственная функция

и f /∈ {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}.

Если f ≡ 1, то значение DB6(1)
ЕД (IO)(f) не определено.

Доказательство. Вместо DB6(1)
ЕД (IO)(f) для краткости будем писать D(f). В слу-

чае f ≡ 1 значение D(f) не определено в силу леммы 10. Равенства D(f) = 0, если
функция f тождественная, иD(f) = 1, если f ≡ 0, следуют из лемм 7 и 8 соответствен-
но. Пусть f ≡ xi для некоторого i ∈ {1, . . . , n}. Тогда функцию f можно реализовать
схемой в базисе B6(1), состоящей из одного инвертора, на вход которого подаётся пе-
ременная xi. Очевидно, что у данной схемы есть только две функции неисправности —
константы 0 и 1, которые можно отличить друг от друга и от функции f на множестве,
состоящем из любых двух двоичных наборов длины n, i-я (слева) компонента одного
из которых равна единице, а другого — нулю. Отсюда следует неравенство D(f) 6 2.
С другой стороны, D(f) > 2 в силу леммы 9, поэтому D(f) = 2.

Пусть f(x̃n) —произвольная булева функция, не принадлежащая множеству
{0, 1, x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}. Докажем неравенство D(f) > 3. Предположим, что это
не так, т. е. D(f) 6 2. В силу леммы 9 имеем D(f) > 2, поэтому D(f) = 2. Значит,
существует неизбыточная схема S в базисе B6(1), реализующая функцию f и допус-
кающая единичный диагностический тест из каких-то двух наборов π̃1 и π̃2 длины n.
Заметим, что

f(π̃1) 6= f(π̃2), (8)

поскольку в противном случае неисправность типа f(π̃1) на выходе выходного эле-
мента схемы S нельзя было бы обнаружить ни на одном из этих двух наборов. Пусть
xi —произвольная существенная переменная функции f . Переменная xi обязана по-
даваться хотя бы на один вход v хотя бы одного элемента схемы S. Если i-е (слева)
компоненты наборов π̃1 и π̃2 совпадают и равны β, то неисправность типа β данного
входа нельзя обнаружить на наборах π̃1 и π̃2; противоречие. Значит, i-е компоненты
наборов π̃1 и π̃2 равны соответственно γ и γ для некоторого γ ∈ {0, 1}. Тогда неисправ-
ность типа γ входа v обнаруживается на наборе π̃2 и не обнаруживается на наборе π̃1,
т. е. при рассматриваемой неисправности на наборе π̃1 схема S выдаст значение f(π̃1),
а на наборе π̃2 — значение f(π̃2), которое равно f(π̃1) в силу (8). Таким образом, полу-
ченную функцию неисправности g1 схемы S нельзя отличить ни на одном из наборов
π̃1, π̃2 от константы f(π̃1), возникающей на выходе данной схемы при неисправности
типа f(π̃1) на выходе её выходного элемента. С учётом того, что {π̃1, π̃2}— единич-
ный диагностический тест для схемы S, это может быть только в том случае, когда
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g1 ≡ f(π̃1). Аналогично при неисправности типа γ входа v на выходе схемы S воз-
никнет функция неисправности g2, принимающая на наборах π̃1 и π̃2 значения f(π̃1)
и f(π̃2) = f(π̃1) соответственно. Её нельзя отличить ни на одном из этих наборов от
константы f(π̃1), возникающей на выходе данной схемы при неисправности типа f(π̃1)
на выходе её выходного элемента, поэтому g2 ≡ f(π̃1).

Далее заметим, что при подаче на входы схемы S произвольного двоичного набора
длины n, i-я компонента которого равна γ, на вход v поступает значение γ, поэтому
функция g1, возникающая на выходе схемы при неисправности типа γ этого входа, на
любом таком наборе принимает такое же значение, как и функция f . С учётом тож-
дества g1 ≡ f(π̃1) получаем, что на любом наборе длины n, i-я компонента которого
равна γ, функция f принимает значение f(π̃1). Аналогично на любом наборе длины n,
i-я компонента которого равна γ, функция g2 принимает такое же значение, как и
функция f . С учётом тождества g2 ≡ f(π̃1) получаем, что на любом таком наборе
функция f принимает значение f(π̃1). Но тогда легко проверить, что на любом наборе
длины n функция f принимает такое же значение, как и функция xi ⊕ γ ⊕ f(π̃1), т. е.
f ≡ xi ⊕ γ ⊕ f(π̃1). Это означает, что либо f ≡ xi, либо f ≡ xi, но в таком случае
f ∈ {0, 1, x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}; противоречие. Неравенство D(f) > 3 доказано.

Пусть f —несамодвойственная функция и f 6≡ 0, 1. Докажем, что D(f) 6 3; тогда
с учётом неравенства D(f) > 3 будет установлено равенство D(f) = 3. Функция f
принимает одно и то же значение на каких-то двух противоположных наборах σ̃0 и σ̃1
длины n. Рассмотрим два случая.

1. Пусть f(σ̃0) = f(σ̃1) = 1. Тогда по лемме 12 (при k = 1) функцию f можно
реализовать схемой S ′ в базисе B6(1), неизбыточной и допускающей единичный диа-
гностический тест {σ̃0, σ̃1} относительно неисправностей на входах и выходах элемен-
тов, при которых выход выходного элемента схемы исправен, причём все её функции
неисправности принадлежат множеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1}. В случае, если указанный
выход неисправен и выдаёт 0 (выдаёт 1), то на выходе схемы S ′ возникнет функция
неисправности, тождественно равная нулю (соответственно единице). Таким образом,
данная схема неизбыточна относительно неисправностей на входах и выходах элемен-
тов. Составим таблицу значений функции f и всех возможных функций неисправности
схемы S ′ на наборах σ̃0 и σ̃1 (табл. 2).

Та б л и ц а 2

Наборы f f ⊕ Iσ̃0 f ⊕ Iσ̃1 0 1
σ̃0 1 0 1 0 1
σ̃1 1 1 0 0 1

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функцию f от
константы 1. Добавим к этим наборам ещё один произвольный набор длины n, на
котором функция f принимает значение 0. Полученное множество будет являться
единичным диагностическим тестом длины 3 для схемы S ′, откуда следует D(f) 6 3.
Случай 1 разобран.

2. Пусть f(σ̃0) = f(σ̃1) = 0. Функция f принимает значение 1 на каких-то проти-
воположных наборах σ̃0 и σ̃1, поэтому по лемме 12 (при k = 1) её можно реализовать
схемой Ŝ ′ в базисе B6(1), неизбыточной и допускающей единичный диагностический
тест {σ̃0, σ̃1} относительно неисправностей на входах и выходах элементов, при кото-
рых выход выходного элемента E схемы исправен, причём все функции неисправности
схемы Ŝ ′ принадлежат множеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1}. Соединим выход этой схемы со
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входом инвертора I, выход которого объявим выходом полученной схемы; обозначим
её через S ′. Тогда при неисправности любого входа/выхода любого элемента подсхе-
мы Ŝ ′, кроме выхода элемента E, на выходе схемы S ′ возникнет одна из функций
неисправности

f ⊕ Iσ̃0 = f ⊕ 1⊕ Iσ̃0 ⊕ 1 = f ⊕ Iσ̃0 ,

f ⊕ Iσ̃1 = f ⊕ 1⊕ Iσ̃1 ⊕ 1 = f ⊕ Iσ̃1 ,

а при произвольной неисправности входа или выхода элемента I либо выхода выходно-
го элемента подсхемы Ŝ ′ — одна из булевых констант 0 или 1. Таким образом, схема S ′
неизбыточна относительно неисправностей на входах и выходах элементов. Составим
таблицу значений функции f и всех возможных функций неисправности данной схемы
на наборах σ̃0 и σ̃1 (табл. 3).

Та б л и ц а 3

Наборы f f ⊕ Iσ̃0
f ⊕ Iσ̃1

0 1
σ̃0 0 1 0 0 1
σ̃1 0 0 1 0 1

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функцию f от
константы 0. Добавим к этим наборам ещё один произвольный набор длины n, на
котором функция f принимает значение 1. Полученное множество будет являться
единичным диагностическим тестом длины 3 для схемы S ′, откуда следует D(f) 6 3.
Случай 2 разобран. Равенство D(f) = 3 доказано.

Пусть теперь f(x̃n) — самодвойственная функция и f /∈ {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}.
Неравенство D(f) 6 4 следует из леммы 13 (при k = 1) и того, что функция f ,
очевидно, не является палиндромной. Докажем неравенство D(f) > 4. Предположим,
что это не так, т. е. D(f) 6 3. Выше установлено, что D(f) > 3, поэтому D(f) = 3.
Значит, существует неизбыточная схема S ′′ в базисе B6(1), реализующая функцию f
и допускающая единичный диагностический тест из каких-то трёх наборов длины n.
Данная функция не может принимать одинаковое значение β на всех этих наборах,
поскольку в противном случае её нельзя было бы отличить на них от константы β,
возникающей при неисправности типа β на выходе выходного элемента схемы S ′′.
Поэтому на каких-то двух наборах π̃1 и π̃2 из теста функция f принимает значение α,
а на третьем наборе π̃3 из теста — значение α, где α ∈ {0, 1}.

Пусть xi1 , . . . , xis — все существенные переменные функции f . Предположим, что
наборы π̃1 и π̃2 различаются в каждой из i1-й, . . . , is-й (слева) компонент. Пусть π̃′1 —
набор, противоположный набору π̃1. Тогда f(π̃1) 6= f(π̃′1) в силу самодвойственности
функции f . Наборы π̃′1 и π̃2 совпадают в i1-й, . . ., is-й компонентах, а функция f(x̃n)
существенно зависит только от переменных xi1 , . . . , xis , поэтому f(π̃′1) = f(π̃2). Таким
образом, f(π̃1) 6= f(π̃2), однако это противоречит тому, что f(π̃1) = f(π̃2) = α. Сле-
довательно, наборы π̃1 и π̃2 совпадают хотя бы в одной из i1-й, . . . , is-й компонент;
обозначим номер этой компоненты через ij, а её значение в каждом из указанных на-
боров — через γ. Тогда выполнены все условия леммы 14 (при S = S ′′), из которой
следует, что на любом наборе длины n, ij-я компонента которого равна γ, функция f
принимает значение α. В таком случае на любом наборе длины n, ij-я компонента ко-
торого равна γ, данная функция в силу её самодвойственности принимает значение α.
Но тогда легко проверить, что на любом наборе длины n функция f принимает такое
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же значение, как и функция xi ⊕ γ ⊕ α, т. е. f ≡ xi ⊕ γ ⊕ α. Это означает, что либо
f ≡ xi, либо f ≡ xi, поэтому f ∈ {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}; противоречие. Неравенство
D(f) > 4 доказано.

В итоге получаем, что D(f) = 4.

Следствие 4. Для любого n > 3 справедливо равенство DB6(1)
ЕД (IO)(n) = 4.

Для доказательства следствия 4 достаточно заметить, что функция x1 ⊕ x2 ⊕ x3
является самодвойственной.

Теорема 5. Для любого k ∈ N справедливо равенство DB6(k)
k-Д (IO)(n) = 4 при n > 3,

причём в случае k > 2 доля тех булевых функций f от n переменных, для которых
D
B6(k)
k-Д (IO)(f) = 4, стремится к 1 при n→∞.

Доказательство. Вместо DB6(k)
k-Д (IO)(n), DB6(k)

k-Д (IO)(f) для краткости будем писать
соответственно D(n), D(f). Неравенство D(n) > 4 при n > 3 вытекает из следствия 4
(любой k-диагностический тест для любой k-неизбыточной схемы является единичным
диагностическим тестом для той же схемы, которая при этом неизбыточна). Докажем
неравенство D(n) 6 4. Для этого достаточно доказать неравенство D(f) 6 4 для
любой булевой функции f(x̃n), для которой определено значение D(f). При f ≡ 1 оно
не определено в силу леммы 1; при f ≡ 0 указанное неравенство следует из леммы 8,
а в случае, когда функция f не палиндромная, — из леммы 13.

Пусть f —палиндромная функция и f 6≡ 0, 1. Тогда существуют такие два проти-
воположных двоичных набора σ̃0 и σ̃1 длины n, что f(σ̃0) = f(σ̃1) = 1. По лемме 12
функцию f можно реализовать k-неизбыточной схемой S в базисе B6(k), допускаю-
щей k-диагностический тест {σ̃0, σ̃1} относительно неисправностей на входах и выхо-
дах элементов, при которых выход выходного элемента схемы исправен, причём все её
функции неисправности принадлежат множеству {f ⊕ Iσ̃0 , f ⊕ Iσ̃1 , f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1}. Если
указанный выход неисправен и выдаёт 0 (выдаёт 1), то на выходе схемы S возникнет
функция неисправности, тождественно равная нулю (соответственно единице). Таким
образом, данная схема k-неизбыточна. Составим таблицу значений функции f и всех
возможных функций неисправности схемы S на наборах σ̃0 и σ̃1 (табл. 4).

Та б л и ц а 4

Наборы f f ⊕ Iσ̃0
f ⊕ Iσ̃1

f ⊕ Iσ̃0
⊕ Iσ̃1

0 1
σ̃0 1 0 1 0 0 1
σ̃1 1 1 0 0 0 1

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функцию
f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1 от константы 0, если f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1 6≡ 0, а также функцию f от кон-
станты 1. Добавим в множество {σ̃0, σ̃1} произвольный набор длины n, на котором
функция f принимает значение 0, а в случае f ⊕ Iσ̃0 ⊕ Iσ̃1 6≡ 0 добавим в полученное
множество произвольный набор длины n, на котором функция f ⊕ Iσ̃0⊕ Iσ̃1 принимает
значение 1. Итоговое множество будет являться k-диагностическим тестом длины не
более 4 для схемы S, откуда следует, что D(f) 6 4. Неравенство D(n) 6 4, а вместе
с ним равенство D(n) = 4 при n > 3 доказаны.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть k > 2, n > 2 и f —произволь-
ная булева функция от n переменных, не принадлежащая множеству U = {0, 1,
x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}, для которой D(f) 6 3. Докажем, что f ∈ Fn, где Fn —множе-
ство булевых функций от n переменных, каждая из которых при подстановке вместо
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каких-то двух её переменных каких-то булевых констант становится равна некоторой
булевой константе. Из теоремы 4 следует, что D(f) > 3, поэтому D(f) = 3. Значит,
существует неизбыточная схема S ′ в базисе B6(k), реализующая функцию f и допус-
кающая k-диагностический тест из каких-то трёх наборов длины n. Данная функция
не может принимать одинаковое значение β на всех этих наборах, поскольку в про-
тивном случае её нельзя было бы отличить на них от константы β, возникающей при
неисправности типа β на выходе выходного элемента схемы S ′. Поэтому на каких-то
двух наборах π̃1 и π̃2 из теста функция f принимает значение α, а на третьем наборе π̃
из теста — значение α, где α ∈ {0, 1}.

Пусть xi1 , . . . , xis — все существенные переменные функции f . Ясно, что s > 2.
Если ij-е компоненты наборов π̃1 и π̃2 совпадают для некоторого j ∈ {1, . . . , s}, то
выполнены все условия леммы 14 (при S = S ′, π̃3 = π̃). Из неё следует, что на любом
наборе длины n, ij-я компонента которого равна γ, функция f принимает значение α.
Но тогда при подстановке вместо переменной xij константы γ, а вместо любой другой
переменной из множества x1, . . . , xn произвольной булевой константы данная функ-
ция становится равна константе α, откуда вытекает, что f ∈ Fn, что и требовалось
доказать.

Пусть теперь наборы π̃1 и π̃2 различаются в каждой из i1-й, . . . , is-й компонент.
Наборы π̃ и π̃1 различаются хотя бы в одной из этих компонент, поскольку f(π̃) 6= f(π̃1).
Пусть они различаются в iq-й компоненте, q ∈ {1, . . . , s}, причём iq-е компоненты
наборов π̃ и π̃1 равны πq и πq соответственно. Тогда iq-я компонента набора π̃2 равна πq.
Аналогично наборы π̃ и π̃2 различаются в какой-то it-й компоненте, t ∈ {1, . . . , s}, и
их it-е компоненты равны πt и πt соответственно, где πt ∈ {0, 1}, а it-я компонента
набора π̃1 равна πt. При этом t 6= q, так как в противном случае iq-я компонента
набора π̃2 была бы равна одновременно πq и πq. Составим для наглядности таблицу
значений iq-й и it-й компонент наборов π̃1, π̃2 и π̃ (табл. 5).

Та б л и ц а 5

Наборы iq it
π̃1 πq πt
π̃2 πq πt
π̃ πq πt

Каждая из переменных xiq , xit обязана подаваться хотя бы на один вход хотя бы од-
ного элемента схемы S ′, поскольку xiq , xit ∈ {xi1 , . . . , xis}; обозначим эти входы через vq
и vt соответственно. Тогда неисправность типа πq входа vq нельзя обнаружить ни на
одном из наборов π̃2, π̃, так как их iq-е компоненты равны πq. Значит, данная неисправ-
ность должна обнаруживаться на наборе π̃1. Отсюда вытекает, что для получающейся
функции неисправности gq схемы S ′ справедливы равенства gq(π̃1) = f(π̃1) = α. Если,
помимо неисправности типа πq входа vq, в схеме S ′ также имеет место неисправность
типа πt входа vt, то для получающейся функции неисправности gqt данной схемы спра-
ведливы равенства gqt(π̃1) = gq(π̃1) = α, поскольку на наборе π̃1 на вход vt в случае
исправности этого входа и неисправности типа πq входа vq подаётся it-я компонента
набора π̃1, которая равна πt и, следовательно, неисправность типа πt входа vt никак
не отразится на значении, выдаваемом схемой S ′ на этом наборе.

Далее, неисправность типа πt входа vt нельзя обнаружить ни на одном из набо-
ров π̃1, π̃, так как их it-е компоненты равны πt. Значит, данная неисправность долж-
на обнаруживаться на наборе π̃2. Отсюда вытекает, что для получающейся функции
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неисправности gt схемы S ′ справедливы равенства gt(π̃2) = f(π̃2) = α. Если, помимо
неисправности типа πt входа vt, в схеме S ′ также имеет место неисправность типа πq
входа vq, то для получающейся функции неисправности gqt данной схемы справедливы
равенства gqt(π̃2) = gt(π̃2) = α, поскольку на наборе π̃2 на вход vq в случае исправности
этого входа и неисправности типа πt входа vt подаётся iq-я компонента набора π̃2, ко-
торая равна πq и, следовательно, неисправность типа πq входа vq никак не отразится
на значении, выдаваемом схемой S ′ на этом наборе.

В случае отсутствия неисправностей в схеме S ′ на наборе π̃ на входы vq и vt по-
ступают значения πq и πt соответственно, поскольку iq-я (it-я) компонента набора π̃
равна πq (соответственно πt). Поэтому одновременная неисправность входа vq типа πq
и входа vt типа πt никак не отразится на значении, выдаваемом схемой S ′ на указанном
наборе. Отсюда следуют равенства gqt(π̃) = f(π̃) = α.

В итоге получаем, что функция неисправности gqt схемы S ′ принимает значение α
на каждом из наборов π̃1, π̃2 и π̃, поэтому её нельзя отличить ни на одном из этих
наборов от константы α, возникающей на выходе данной схемы при неисправности
типа α на выходе её выходного элемента. С учётом того, что множество {π̃1, π̃2, π̃}
является k-диагностическим тестом для схемы S ′, это может быть только в том случае,
когда gqt ≡ α.

Заметим, что при подаче на входы схемы S ′ произвольного двоичного набора дли-
ны n, iq-я компонента которого равна πq, а it-я компонента равна πt, на вход vq по-
ступает значение πq, а на вход vt — значение πt, поэтому функция gqt, возникающая на
выходе схемы при одновременной неисправности входа vq типа πq и входа vt типа πt,
на любом таком наборе принимает такое же значение, как и функция f . С учётом
тождества gqt ≡ α получаем, что на любом наборе длины n, iq-я компонента которого
равна πq, а it-я компонента равна πt, функция f принимает значение α. Следовательно,
при подстановке вместо переменной xiq константы πq, а вместо переменной xit констан-
ты πt данная функция становится равна константе α, т. е. f ∈ Fn, что и требовалось
доказать.

Тем самым установлено, что в случае n > 2 произвольная булева функция f от n
переменных, не принадлежащая множеству U , для которой D(f) 6 3, принадлежит
множеству Fn. Среди функций из множества U могут быть функции f от n пере-
менных, для которых D(f) 6 3 (и даже точно есть — см. леммы 7 и 8), но все они
принадлежат Fn, поскольку U ⊆ Fn в силу определений этих множеств. Значит, все
булевы функции f от n переменных, где n > 2, для которых D(f) 6 3, принадлежат
множеству Fn.

Оценим величину |Fn|. Пусть Fα,β,γ
n,i,j —подмножество множества Fn, состоящее из

всех булевых функций, каждая из которых при подстановке вместо переменной xi кон-
станты α, а вместо переменной xj константы β, где 1 6 i < j 6 n, становится равна
константе γ. Любая функция из множества Fα,β,γ

n,i,j принимает значение γ на любом
из 2n−2 двоичных наборов длины n, i-я (слева) компонента которых равна α и j-я
равна β, а на остальных 2n − 2n−2 наборах может принимать произвольные значения,
поэтому |Fα,β,γ

n,i,j | = 22n−2n−2 . Любая функция из множества Fn принадлежит множе-
ству Fα,β,γ

n,i,j для некоторых i, j, α, β и γ, откуда следуют соотношения

Fn ⊆
⋃

16i<j6n,
α,β,γ∈{0,1}

Fα,β,γ
n,i,j ,
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|Fn| 6
∑

16i<j6n,
α,β,γ∈{0,1}

|Fα,β,γ
n,i,j | =

∑
16i<j6n,
α,β,γ∈{0,1}

22n−2n−2
= C2

n · 23 · 22n−2n−2
= 4n(n− 1)22n−2n−2

,

|Fn|
22n

6
4n(n− 1)22n−2n−2

22n
=

4n(n− 1)

22n−2 → 0 (n→∞),

т. е. отношение числа булевых функций из множества Fn к общему числу булевых
функций от n переменных стремится к 0 при n → ∞. В силу доказанного выше это
означает, что доля тех булевых функций f от n переменных, для которых D(f) 6 3,
стремится к 0 при n → ∞. Следовательно, доля тех булевых функций f от n пере-
менных, для которых D(f) > 4, стремится к 1 при n → ∞. Осталось заметить, что
при f 6≡ 1 из неравенства D(f) > 4 вытекает равенство D(f) = 4 в силу доказан-
ного соотношения D(f) 6 4 для любой булевой функции f от n переменных, кроме
константы 1, а 1 ∈ Fn.

Замечание 3. Среди всех схем, построенных при доказательстве верхних оценок
величинDB6(k)

k-Д (I)(f),DB6(k)
k-Д (IO)(f) иDB6(k)

k-Д (IO)(n) в теоремах 3, 4 и 5 соответственно, элемент
«константа 0» использовался только в построении схем, реализующих тождественный
нуль, ξ-элемент — только в построении схем, реализующих не палиндромные функции
(теоремы 3 и 5) либо самодвойственные функции (теорема 4), причём не более чем
в единственном числе, а η-элемент — только в построении схем, реализующих палин-
дромные функции (теоремы 3 и 5) либо несамодвойственные функции (теорема 4),
причём не более чем в единственном числе.
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Let Γ̂ = {Γ1, . . . ,Γp} be a set of digraphs with vertex set V , p > 1, and U (p) be the
union of digraphs Γ1 ∪ . . .∪ Γp with no multiple arcs. The smallest number such that
the union of µ digraphs of the set Γ̂ contains all arcs of U (p) is denoted by µ. Suppose
Ĉ = {C1, . . . , Cm} is a set of elementary cycles. This set is called common for Γ̂ if every
digraph of the set Γ̂ contains all cycles of the set Ĉ. Assume that C∗1 ∪ . . . ∪ C∗m = V
where C∗i denotes the vertex set of Ci, i = 1, . . . ,m. For a given digraph Γ, the loop-
character index in the semigroup 〈Γ〉 is the smallest integer h for which there is a loop
on every vertex of Γh. In this paper, we study conditions for the set of digraphs with
common cycles to be primitive. For m > 1, the set Γ̂ with common cycles set Ĉ is
primitive if and only if the digraph U (p) is primitive. If Γ̂ is primitive, then exp Γ̂ 6
6
(
(µ−1)h+1

)
expU (p), where h is the loop-character index in the semigroup 〈Γ(Ĉ)〉,

Γ(Ĉ) = C1 ∪ . . . ∪ Cm. For m = 1, we establish an improved bound on the exponent.
Let all digraphs of the primitive set Γ̂ have a common Hamiltonian cycle, then exp Γ̂ 6

6 (2n− 1)µ+
µ∑
τ=1

(
F (lτ1 , . . . , l

τ
m(τ)) + dτ − lτ1

)
, where lτ1 , . . . , l

τ
m(τ) are all cycle lengths

in Γτ , ordered so that lτ1 < . . . < lτm(τ) = n, dτ = gcd(lτ1 , . . . , l
τ
m(τ)), F (lτ1 , . . . , l

τ
m(τ)) =

= dτΦ(lτ1/dτ , . . . , l
τ
m(τ)/dτ ), Φ(lτ1/dτ , . . . , l

τ
m(τ)/dτ ) denotes the Frobenius number, τ =

= 1, . . . , µ. Finally, if n = qα, q is prime, α ∈ N, m = n2, then the number of primitive
sets of n-vertex digraphs with a common Hamiltonian cycle equals 2σ − 2ε, where
σ = 2m−n, ε = 2m/q−n.

Keywords: Hamiltonian digraph, primitive set of digraps, exponent of digraphs set.
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Введение
Введем основные обозначения:

— N—множество натуральных чисел;
— Np = {1, . . . , p}, p ∈ N;
— N0 = N ∪ {0};
— 0, 1-матрица — матрица с элементами из множества {0, 1};
— M = (mi,j) —матрица смежности вершин орграфа;
— M t = (m

(t)
i,j ), t ∈ N;

— M > 0 (M > 0) — все элементы матрицы M над полем действительных чисел
неотрицательны (положительны);

— 〈X〉—подполугруппа, порожденная подмножеством X мультипликативной полу-
группы;

— ‖M‖— вес 0, 1-матрицы M , равный числу единичных элементов матрицы;
— MT — транспонированная матрица M ;
— НОД(a1, . . . , an) —наибольший общий делитель натуральных чисел a1, . . . , an;
— (i, j) —дуга в орграфе Γ, инцидентная вершинам i и j;
— [i, j] —путь в орграфе Γ из вершины i в вершину j;
— len[i, j] —длина пути [i, j] в орграфе.

Важными характеристиками преобразования векторного пространства являются
множества существенных переменных его координатных функций. Преобразование на-
зывается совершенным, если каждая координатная функция существенно зависит от
всех переменных. Совершенность является одним из положительных свойств преоб-
разований, применяемых в системах защиты информации. Часто совершенность пре-
образования обозначают как свойство полного перемешивания входных данных. В си-
стемах защиты информации полное перемешивание входных данных делает систему
устойчивой к атакам типа последовательного опробования частей секретного пара-
метра.

Существуют два равносильных подхода к оценке перемешивающих свойств преоб-
разования: матричный и теоретико-графовый. Суть обоих подходов описана в [1, 2].
Полное перемешивание входных данных, как правило, осуществляется композици-
ей несовершенных преобразований, допускающих несложную реализацию. Матрично-
графовый подход позволяет оценить длину такой композиции. Основными задачами
при этом являются распознавание примитивности неотрицательной матрицы и оцен-
ка её экспонента [3, 4]. Матрица M называется примитивной тогда и только тогда,
когда существует γ ∈ N, такое, что для любого t > γ выполняется M t > 0. Наимень-
шее γ ∈ N, при котором Mγ > 0, называется экспонентом матрицы M , обозначает-
ся expM . Исследование примитивности для неотрицательных матриц и 0, 1-матриц
равносильно. Умножение 0, 1-матриц определено как умножение матриц над множе-
ством целых неотрицательных чисел с последующей заменой в произведении всех по-
ложительных элементов единицами. Сложение выполняется аналогично. Мультипли-
кативный моноид всех 0, 1-матриц порядка n обозначим M0,1

n .
Свойство примитивности исследуется с использованием следующей теоремы теории

графов [5]: если M —матрица смежности вершин графа Γ и M t = (m
(t)
i,j ), то число

путей длины t из i в j в графе Γ равно m
(t)
i,j , i, j ∈ {1, . . . , n}. Известен критерий

примитивности орграфа [6]: сильносвязный орграф примитивный, если и только если
длины всех простых контуров орграфа взаимно простые.
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Многообразие возникающих постановок задач в различных областях науки при-
вели к обобщениям понятия примитивности неотрицательных матриц. В частности,
введены определения примитивности множества матриц [1, 7 – 9]. В настоящей рабо-
те в соответствии с [1] множество матриц M̂ ⊆ M0,1

n называется примитивным, если
порождённая множеством M̂ мультипликативная полугруппа 〈M̂〉 содержит положи-
тельную матрицу. Наименьшая длина слова из 〈M̂〉, соответствующего положитель-
ной матрице, называется экспонентом множества M̂ и обозначается exp M̂ . Дадим
равносильное определение примитивности множества на теоретико-графовом языке.
Обозначим Γ(n) множество всех орграфов с множеством вершин V = {0, . . . , n − 1}.
Умножение орграфов из Γ(n) определяется как умножение бинарных отношений. Мно-
жество Γ̂ ⊆ Γ(n) называется примитивным, если порождённая множеством Γ̂ муль-
типликативная полугруппа 〈Γ̂〉 содержит полный орграф. Наименьшая длина слова
из 〈Γ̂〉, соответствующего полному орграфу, называется экспонентом множества Γ̂ и
обозначается exp Γ̂. Если положительной матрицы в алфавите M̂ (полного орграфа
в алфавите Γ̂) не существует, то exp M̂ =∞ (exp Γ̂ =∞).

Универсальный критерий примитивности множества орграфов формулируется
весьма сложно как на матричном, так и на теоретико-графовом языках, и распознава-
ние его выполнимости предполагает проверку ряда условий для множества орграфов.
В связи с этим актуальна задача поиска множеств орграфов, важных с прикладной
точки зрения, для которых критерий примитивности существенно упрощается.

В множестве орграфов Γ̂ простой контур назовем общим, если он имеется в лю-
бом орграфе этого множества. Множество орграфов Γ̂ имеет общее множество кон-
туров Ĉ, если каждый орграф множества Γ̂ содержит все контуры множества Ĉ.
Настоящая работа посвящена исследованию примитивности множеств орграфов с об-
щим множеством контуров и логически продолжает работы [10 – 12], обобщая некото-
рые полученные в них результаты.

1. Комбинаторные свойства множества примитивных матриц (орграфов)
Если множество M̂ содержит примитивную матрицу, то оно примитивное. В наи-

более интересном для исследования примитивности случае множество M̂ состоит из
непримитивных матриц.

Известно необходимое условие примитивности множества матриц [2, теорема 11.8]:
если множество M̂ = {M1, . . . ,Mp}, p > 1, примитивное, то матрицаM = M1+ . . .+Mp

примитивная и exp M̂ > expM . Существуют непримитивные матрицы веса n2− n+ 1,
такие матрицы при k = 1, . . . , n образуют множество Hk, определяемое правилом:
M = (mi,j) ∈ Hk ⇔ mk,j = 0 при всех j ∈ {1, . . . , n}\{k}, остальные элементы равны 1.
Непримитивной является также матрица веса n2 − n+ 1, транспонированная к любой
матрице изHk, k = 1, . . . , n. Любая матрица, вес которой превышает n2−n+1, является
примитивной [13].

На множестве M0,1
n введём частичный порядок: M 6 M ′ ⇔ mi,j 6 m′i,j для всех

i, j = 1, . . . , n. Если M,M ′ —матрицы смежности орграфов Γ,Γ′ соответственно и
M 6M ′, то все дуги орграфа Γ являются дугами орграфа Γ′, т. е. Γ —часть орграфа Γ′

(обозначается Γ 6 Γ′).
Непримитивное множество матриц M̂ назовем максимальным непримитивным, ес-

ли при объединении с любой матрицей B ∈ M0,1
n \M̂ множество M̂ ∪ {B} является

примитивным. Актуальной является задача описания всех максимально непримитив-
ных множеств и оценка их мощностей. Опишем одно из таких множеств.
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Теорема 1. Пусть M —непримитивная 0, 1-матрица веса n2 − n + 1, M̂ = {M1,
. . . ,Mp}—множество матриц со свойством Mτ 6 M , τ = 1, . . . , p, где p = 2m−n+1,
m = n2. Тогда M̂ —максимальное непримитивное множество.

Доказательство. Пусть M = (mi,j), где, не ограничивая общности, положим,
что m1,j = 0 при j = 2, . . . , n, остальные элементы матрицы положительны. Заметим,
чтоM = M1+. . .+Mp. В силу [2, теорема 11.8] из непримитивности матрицыM следует,
что множество M̂ также непримитивное. Покажем, что множество M̂ максимальное
непримитивное. Добавим к множеству M̂ матрицу B = (bi,j), B ∈ M0,1

n \M̂ , тогда
b1,k > 0 при некотором k ∈ {2, . . . , n}. Следовательно, ‖M ′‖ > m − n + 1, где M ′ =
= M1 + . . .+Mp +B, и матрица M ′ примитивная.

Покажем, что множество M̂ ′ = {M1, . . . ,Mp, B} примитивное, построив положи-
тельное слово в алфавите M̂ ′. Обозначим: C = M ·B, C ′ = C ·M , C = (ci,j), C ′ = (c′i,j).
В силу правила произведения матриц, ci,j = mi,1b1,j + . . .+mi,nbn,j, откуда следует, что
ci,k > 0 при i = 1, . . . , n. Тогда c′i,j = ci,1m1,j + . . .+ ci,nmn,j > 0 при всех i, j = 1, . . . , n.
Таким образом, произведение C ′ = M ·B ·M является положительной матрицей в ал-
фавите M̂ ′. Следовательно, множество M̂ ′ примитивное. Отсюда M̂ —максимальное
непримитивное множество.

Далее обозначим: m = n2, σ(n) = |M0,1
n | = 2m —число всех 0, 1-матриц поряд-

ка n; π(n) —число примитивных 0, 1-матриц порядка n; β(n) —число примитивных
множеств, состоящих только из непримитивных 0, 1-матриц порядка n; η(n) —число
всех примитивных множеств 0, 1-матриц порядка n. Установим формулу для η(n), ко-
торая далее используется при доказательстве одного из основных результатов.

Теорема 2. η(n) = 2σ(n) − 2σ(n)−π(n) + β(n).
Доказательство. Множество матриц, содержащее хотя бы одну примитивную

матрицу, примитивное. Число непустых множеств, состоящих только из примитивных
матриц, равно η1(n) = 2π(n) − 1. Число непримитивных матриц равно σ(n) − π(n),
тогда число множеств непримитивных матриц равно η0(n) = 2σ(n)−π(n). Объединяя
каждое непустое множество примитивных матриц с каждым множеством непримитив-
ных матриц, получим η1(n)η0(n) примитивных множеств, в которых есть примитивные
и, возможно, непримитивные матрицы. Тогда общее число примитивных множеств
η(n) = η1(n)η0(n) + β(n). После элементарных преобразований получаем необходимое
равенство.

Критерий примитивности множества матриц M̂ получен в [14]. Впервые универ-
сальная оценка экспонента примитивного множества матриц порядка n дана в [15]:

exp M̂ 6
n3 + n2

2
− 2n+ 1. (1)

По замечанию автора оценки, она допускает уточнение, поскольку не зависит от мощ-
ности множества M̂ . Оценка (1) улучшена в [16]:

exp M̂ 6
7n3 + 6n2 + 8n

24
− 1. (2)

Представляет также интерес критерий примитивности множества графов, полу-
ченный в [11]. Приведём этот критерий. Пусть в множестве орграфов Γ̂ = {Γ1, . . . ,Γp},
p > 1, все дуги орграфа Γτ помечены числом τ , τ = 1, . . . , p. Тогда множеству Γ̂ одно-
значно соответствует мультиграф Γ(p) = Γ1 ∪ . . . ∪ Γp, в котором любой путь длины s
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помечен непустым множеством слов длины s. Путь в мультиграфе Γ(p) имеет метку wt,
если он есть конкатенация t путей с метками w; путь с меткой w0 положим пустым.
В частности, путь длины t имеет метку wt, если каждая дуга пути помечена числом
w ∈ Np. Если множество Γ̂ примитивное, то мультиграф Γ(p) сильносвязный [1, 2].
Сильносвязный мультиграф Γ(p) называется w-сильносвязным, если для любых вер-
шин i и j существует путь с меткой wtij из i в j при некотором tij ∈ N. Из данного
определения следует, что в w-сильносвязном мультиграфе Γ(p) есть контур с меткой wti
при некотором ti ∈ N с началом обхода в вершине i, i = 0, . . . , n−1. Критерий: орграф
Γ(w) = Γw1 . . .Γws , где w = w1 . . . ws, примитивный, если и только если Γ(p) является
w-сильносвязным и содержит контуры с метками wt1 , . . . , wtm , где НОД(t1, . . . , tm) = 1.

Задача распознавания примитивности множества n-вершинных орграфов алгорит-
мически разрешима [11].

Критерий примитивности множества Γ̂ существенно упрощается для некоторых
частных классов, важных для приложений в области анализа систем защиты инфор-
мации, в то же время уточняется оценка (2).

2. Примитивность множества орграфов с общим гамильтоновым контуром
Говорят, что «путь проходит через контур», если у пути и контура есть общая

вершина. Путь проходит через множество контуров, если он проходит через каждый
контур множества.

Обозначим: (θ, π) — тип орграфа Γ в мультипликативной циклической полугруп-
пе 〈Γ〉, где θ и π—циклическая глубина и период орграфа Γ соответственно; kC(i) —
контур в Γ, соответствующий k-кратному проходу контура C из вершины i, где k ∈ N0;
0C(i) —пустой контур. Для подмножества натуральных чисел {a1, . . . , am}, таких, что
НОД(a1, . . . , am) = d = 1,m > 1, числом Фробениуса Φ(a1, . . . , am) называется наиболь-
шее целое число, не принадлежащее аддитивной полугруппе 〈a1, . . . , am〉. Обозначим
F (a1, . . . , am) = dΦ(a1/d, . . . , am/d), d > 1 (если d = 1, то F (a1, . . . , am) = Φ(a1, . . . , am)).
Далее полагаем, что 1 6 a1 < . . . < am.

Установим соотношения между длинами простых контуров в гамильтоновом ор-
графе Γ и его типом (циклической глубиной и периодом) как элемента циклической
полугруппы 〈Γ〉. Данные соотношения позволяют оценить экспонент примитивного
множества орграфов с общим гамильтоновым контуром.

Обозначим: L = {l1, . . . , lm}—множество всех длин простых контуров в сильно-
связном орграфе Γ, где m > 1, l1 < . . . < lm; Ĉ = {C1, . . . , Cm}—множество простых
контуров длин l1, . . . , lm соответственно; l(i, Ĉ, j) —длина кратчайшего пути из верши-
ны i в вершину j, проходящего через множество контуров Ĉ.

Лемма 1. Если НОД(L) = d в n-вершинном сильносвязном орграфе Γ, то для
любой пары вершин (i, j) длины всех путей из i в j сравнимы по модулю d.

Доказательство. Пусть для некоторых вершин i, j в Γ есть пути из i в j длин l и
l+c. Обозначим lji длину любого простого пути из j в i в орграфе Γ. Простой путь из j
в i существует, поскольку орграф Γ сильносвязный. Следовательно, в Γ есть контуры
длин l + lji и l + c + lji. Так как длина любого контура есть сумма длин нескольких
простых контуров, то в условиях леммы d | (l + lji) и d | (l + c + lji). Следовательно,
d | c.

Теорема 3. Гамильтонов n-вершинный орграф Γ, в котором НОД(L) = d, имеет
полугрупповой тип (θ, π), где π = d и θ 6 F (l1, . . . , lm) + d+ max

06i,j6n−1
l(i, Ĉ, j).
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Доказательство. Так как НОД(l1/d, . . . , lm/d) = 1, то в соответствии со свой-
ствами чисел Фробениуса для любого b ∈ N при некоторых k1, . . . , km ∈ N0, зависящих
от b, выполнено

k1l1 + . . .+ kmlm = F (l1, . . . , lm) + db.

Так как в Γ имеется путь из i в j длины l(i, Ĉ, j), проходящий через множество кон-
туров Ĉ, то для любого b ∈ N в Γ имеется путь из i в j длины tb(i, j), где

tb(i, j) = l(i, Ĉ, j) + F (l1, . . . , lm) + db,

содержащий обход контуров C1, . . . , Cm соответственно k1, . . . , km раз. В силу леммы 1,
tb(i, j) ≡ l(i, Ĉ, j) (mod d). Следовательно, дуга (i, j) одновременно имеется или не
имеется в орграфах Γt и Γt+d, t > t1(i, j). Данные рассуждения верны для любой пары
вершин (i, j), значит, Γt = Γt+d, t > max

06i,j6n−1
t1(i, j). Следовательно, π | d.

По определению, Γt = Γt+π, t > max
06i,j6n−1

t1(i, j). Тогда в Γ имеются пути из i в j

длины t и t + π для некоторых вершин i и j, что при π < d противоречит лемме 1.
Отсюда π = d.

Следствие 1. Имеет место

θ 6 2n− l1 +

{
F (l1, . . . , lm) + d− 1, d > 1,

Φ(l1, . . . , lm), d = 1.

Доказательство. Обозначим: w(i, j) —кратчайший путь из вершины i в вер-
шину j, w(i, i) —путь длины 0; λk = n− lk, k = 1, . . . ,m.

Заметим, что путь w(i, j) определен неоднозначно и 0 6 lenw(i, j) 6 n − 1 при
любых i, j. Для вершин i, j построим путь [i, j], проходящий через множество контуров
Ĉ, и оценим длину этого пути.

Если lenw(i, j) > λk, то w(i, j) проходит через контур Ck, имеющий lk вершин,
k = 1, . . . ,m. Отсюда если lenw(i, j) > λ1, то путь w(i, j) проходит через множе-
ство контуров Ĉ, так как λ1 > λ2 > . . . > λm. В случае lenw(i, j) > λ1 полагаем
[i, j] = w(i, j). В случае lenw(i, j) < λ1 полагаем [i, j] = w(i, j) ◦ Cm(j), где путь
[i, j] проходит через множество контуров Ĉ в силу гамильтоновости контура Cm и
len [i, j] = lenw(i, j)+n < λ1+n = 2n−l1. Следовательно, l(i, Ĉ, j) 6 len [i, j] 6 2n−l1−1
для любых вершин i, j. Отсюда и из теоремы 3 получаем нужную оценку θ.

Замечание 1. Данная оценка θ при d = 1 совпадает с оценкой экспонента при-
митивного гамильтонова орграфа Γ [17, следствие 2].

Пример 1. В табл. 1 приведены оценки и точные значения циклической глуби-
ны гамильтоновых орграфов при n = 6. Орграфы Γ1 и Γ2 непримитивные, орграф Γ3

примитивный (граф Виландта). Как видно из табл. 1, для орграфов Γ2 и Γ3 дости-
гается верхнее значение оценки величины max

06i,j6n−1
l(i, Ĉ, j), для орграфа Γ3 — верхняя

оценка θ, приведённые в следствии 1.



Свойства примитивных множеств ориентированных графов 107

Та б л и ц а 1
Оценки и точные значения циклической глубины для орграфов Γ1 и Γ2

Γ Ĉ d F (l1, . . . , lm) max
06i,j6n−1

l(i, Ĉ, j) max
06i,j6n−1

t1(i, j) θ

Γ1

C1 = (0, 4, 5),
3 3Φ(1, 2) = −3 l(1, Ĉ, 0) = 5 3− 3 + 5 = 5 3C2 = (1, 2, 3),

C3 = (0, 1, 2, 3, 4, 5)

Γ2
C1 = (0, 4, 5), 3 3Φ(1, 2) = −3 l(1, Ĉ, 3) = 8 3− 3 + 8 = 8 6

C2 = (0, 1, 2, 3, 4, 5)

Γ3
C1 = (0, 1, 2, 3, 4), 1 Φ(5, 6) = 19 l(5, Ĉ, 5) = 6 1 + 19 + 6 = 26 26
C2 = (0, 1, 2, 3, 4, 5)

Рассмотрим множество орграфов Γ̂ = {Γ1, . . . ,Γp}, p > 1. Обозначим U (p) орграф,
полученный из мультиграфа Γ(p) = Γ1∪. . .∪Γp удалением всех меток и отождествлени-
ем кратных дуг. Наименьшее количество орграфов множества Γ̂, объединение которых
содержит все дуги орграфа U (p), обозначим µ. По определению 1 6 µ 6 p.

Множество орграфов называется сокращённым (понятие введено в [18]), если ни
один из орграфов множества не является частью другого орграфа этого множества.
Примитивность любого множества равносильна примитивности его сокращённого под-
множества (следует из [18, утверждение 5]), и в случае примитивности их экспоненты
равны. При p > µ = 1 множество Γ̂ не сокращённое, поскольку все орграфы являются
частью одного из орграфов множества Γ̂. Этот случай выходит за рамки данной рабо-
ты, так как исследование примитивности множества Γ̂ сводится к проверке свойства
примитивности орграфа с наибольшим числом дуг. Без ограничения общности далее
полагаем, что U (p) = U (µ), где 1 < µ 6 p.

Установим критерий примитивности множества орграфов с общим гамильтоновым
контуром.

Теорема 4. Пусть Γ̂ = {Γ1, . . . ,Γp}—множество орграфов с общим гамильтоно-
вым контуром Z = (0, . . . , n − 1), p > 1. Множество Γ̂ примитивное, если и только
если орграф U (p) примитивный. Для экспонента примитивного множества орграфов Γ̂
верна оценка

exp Γ̂ 6 (2n− 1)µ+
µ∑
τ=1

(
F (lτ1 , . . . , l

τ
m(τ)) + dτ − lτ1

)
, (3)

где lτ1 , . . . , l
τ
m(τ) —длины всех простых контуров орграфа Γτ , lτ1 < . . . < lτm(τ) = n;

dτ = НОД(lτ1 , . . . , l
τ
m(τ)), τ = 1, . . . , µ.

Доказательство. Необходимость. Пусть множество Γ̂ = {Γ1, . . . ,Γp} примитив-
ное и M1, . . . ,Mp —матрицы смежности орграфов Γ1, . . . ,Γp соответственно. Из при-
митивности множества Γ̂ следует примитивность множества M̂ = {M1, . . . ,Mp}. Тогда
матрицаM = M1 + . . .+Mp примитивная в силу [2, теорема 11.8]. Заметим, что матри-
цаM является матрицей смежности вершин орграфа U (p). Следовательно, орграф U (p)

примитивный.
Достаточность. Считаем, что все орграфы множества Γ̂ непримитивные, иначе

очевидно, что орграф U (p) примитивный и теорема верна.
Пусть примитивный орграф U (p) содержит множество простых контуров Ĉ =

= {C1, . . . , Cm} длин l1, . . . , lm соответственно, где НОД(l1, . . . , lm) = 1 и m > 1, иначе
один из орграфов множества Γ̂ гамильтонов и имеет петлю, т. е. примитивный.

Поскольку U (p) = U (µ), то U (µ) содержит все дуги контуров множества Ĉ. Обо-
значим: (θτ , πτ ) — тип орграфа Γτ , τ = 1, . . . , µ; π = НОД(π1, . . . , πµ). Из теоремы 3
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следует, что πτ = dτ = НОД(lτ1 , . . . , l
τ
m(τ)), τ = 1, . . . , µ, значит, π делит длину любого

контура любого орграфа из множества {Γ1, . . . ,Γµ}. Докажем, что π = 1.
Пусть C = (u0, . . . , ul−1) —любой контур. Конкатенация дуги (uk, u(k+1) mod l) и

части контура Z образуют в некотором из орграфов Γ1, . . . ,Γµ контур длины λk =

= n − (u(k+1) mod l − uk) mod n + 1, значит, π | λk, k = 0, . . . , l − 1, и π |
l−1∑
k=0

(n − λk),
где

l−1∑
k=0

(n− λk) =
l−1∑
k=0

(
(u(k+1) mod l − uk) mod n− 1

)
= n− l.

Тогда π | (n− l) и π делит длину l любого контура из Ĉ, что при π > 1 противоречит
условию НОД(l1, . . . , lm) = 1. Следовательно, π = 1.

Построим в мультиграфе Γ(p) для любых вершин i, j путь из i в j с меткой 1t1 . . . µtµ ,
где t1, . . . , tµ ∈ N. Контур Z гамильтонов, следовательно, в Γ1 есть пути из вершины i
в вершину (i + t1) mod n длины t1 и в вершину (i + t1 + π1) mod n длины t1 + π1 при
любом t1 ∈ N. Тогда (i, (i + t1) mod n) есть дуга орграфа Γt11 и (i, (i + t1 + π1) mod n)
есть дуга орграфа Γt1+π11 . В соответствии с теоремой 3, Γt11 = Γt1+π11 при t1 > θ1, значит,
при указанных t1 в орграфе Γt11 есть дуга (i, (i+ t1 +π1) mod n), тогда в Γ1 есть путь из
вершины i в вершину (i+ t1 +π1) mod n длины t1. Поскольку π1 —период орграфа Γ1,
то в орграфе Γ1 есть пути из вершины i в вершину (i+ t1 + k1π1) mod n длины t1 для
любых t1 > θ1 и k1 ∈ N0. Тогда в мультиграфе Γ(p) есть пути с меткой 1t1 из вершины i
в любую вершину множества I1 = {(i+ t1 + k1π1) mod n : k1 ∈ N0}.

Пусть i1 ∈ I1. Повторив на втором шаге рассуждения для вершины i1, получаем,
что в мультиграфе Γ(p) при t2 > θ2 есть пути с меткой 2t2 из вершины i1 в любую
вершину множества I2 = {(i1 + t2 + k2π2) mod n : k2 ∈ N0}. Объединяя утверждения
двух шагов, получаем, что в Γ(p) есть пути с меткой 1t12t2 из вершины i в любую
вершину множества I12 = {(i + t1 + t2 + k1π1 + k2π2) mod n : k1, k2 ∈ N0} при t1 > θ1 и
t2 > θ2.

Продолжая следующие шаги рассуждений, получаем, что в Γ(p) есть пути с меткой
1t1 . . . µtµ из i в любую вершину множества I1µ = {(i + t + k1π1 + . . . + kµπµ) mod n :
k1, . . . , kµ ∈ N0}, где t = t1 + . . . + tµ, t1 > θ1, . . . , tµ > θµ. В зависимости от чисел
k1, . . . , kµ величина k1π1 + . . .+ kµπµ принимает любые значения, превышающие число
Фробениуса Φ(π1, . . . , πµ). Значит, множество I1µ содержит полную систему вычетов
по модулю n—множество {0, . . . , n − 1}. Таким образом, построены пути с меткой
1t1 . . . µtµ из вершины i в любую вершину. Следовательно, орграф Γt11 . . .Γ

tµ
µ полный и

множество Γ̂ примитивное. Критерий доказан.
Получим оценку exp Γ̂. Орграф Γt11 . . .Γ

tµ
µ полный при любых tτ > θτ , τ = 1, . . . , µ,

следовательно, exp Γ̂ 6 θ1+. . .+θµ. По следствию 1, θτ 6 2n−1−lτ1+F (lτ1 , . . . , l
τ
m(τ))+dτ .

Тогда exp Γ̂ 6 (2n− 1)µ+
µ∑
τ=1

(
F (lτ1 , . . . , l

τ
m(τ)) + dτ − lτ1

)
.

Примитивный орграф называется минимальным, если после удаления любой ду-
ги нарушается свойство его примитивности [19]. Обозначим: G(n, Z) —множество
n-вершинных орграфов, имеющих гамильтонов контур Z, σ(n, Z) = |G(n, Z)| = 2m−n,
где m = n2; GP (n, Z) —множество примитивных n-вершинных орграфов, имеющих
гамильтонов контур Z, π(n, Z) = |GP (n, Z)|; GP

min(n, Z) —множество минимальных
примитивных орграфов, имеющих гамильтонов контур Z, ω(n, Z) = |GP

min(n, Z)|;
GP

min(n, Z) ⊂ GP (n, Z) ⊂ G(n, Z). Множество примитивных n-вершинных орграфов,
имеющих гамильтонов контур, представляет особый интерес при исследовании пере-
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мешивающих свойств регистровых преобразований, в частности при n = 2α, α ∈ N.
Следующая теорема устанавливает количество таких орграфов для примарного числа
вершин n.

Теорема 5. Пусть n = qα, q—простое число, α ∈ N, m = n2. Тогда

π(n, Z) =
2m − 2m/q

2n
.

Доказательство. Любое число, не кратное q, взаимно просто с n = qα, α ∈ N.
Тогда по условию минимальный примитивный орграф с гамильтоновым контуром Z
имеет n+1 дугу, где дуги образуют простые контуры длин l и n, 1 6 l < n, НОД(l, n)=1.
Следовательно, любой примитивный гамильтонов орграф с числом дуг больше n + 1
не минимальный.

Найдём ω(n, Z) = |GP
min(n, Z)|. Обозначим Π(n) = {l1, . . . , lr}—множество чисел,

взаимно простых с n, где r = qα − qα−1 = n − n/q— значение функции Эйлера при
n = qα. Существует n изоморфных орграфов множества GP

min(n, Z), имеющих простой
контур длины li, i = 1, . . . , r. Следовательно, ω(n, Z) = n(n− n/q).

Положим GP
min(n, Z) = {Γ1, . . . ,Γω}, где ω = ω(n, Z), и рассмотрим множества

Ui = {Γ: Γ > Γi}, i = 1, . . . , ω. Тогда GP (n, Z) = U1 ∪ . . .∪Uω. Заметим, что |Ui1 ∩ . . .∩
∩Uik | = 2m−(n+k) при любом k = 1, . . . , ω. Используя принцип включения-исключения,
найдём |GP (n, Z)|:

π(n, Z) = |GP (n, Z)| = |U1 ∪ . . . ∪ Uω| =

=
ω∑
k=1

(−1)k−1Ck
ω2m−(n+k) = 2m−n

(
ω∑
k=1

(−1)k−1Ck
ω2−k

)
.

(4)

Применяя формулу бинома Ньютона, преобразуем (4) к виду π(n, Z) = 2m−n(1− 2−ω).
Поскольку ω = n(n− n/q) = m−m/q, π(n, Z) = 2m−n(1− 2m/q−m) = (2m − 2m/q)/2n.

Пример 2. При n = 4 существует 2m−n = 212 = 4096 орграфов с гамильтоновым
контуром Z = (0, 1, 2, 3). Из них, по теореме 5, 4080 орграфов— примитивные.

Обозначим β(n, Z) число примитивных множеств n-вершинных орграфов с общим
гамильтоновым контуром Z, в которых каждый орграф не примитивен.

Из критерия примитивности множества орграфов с общим гамильтоновым конту-
ром и теорем 2 и 5 следует точное значение числа примитивных множеств орграфов
с общим гамильтоновым контуром Z при n = qα, где q—простое число, α ∈ N.

Следствие 2. Пусть n = qα, q—простое число, α ∈ N, m = n2. Тогда число
примитивных множеств орграфов с общим гамильтоновым контуром Z равно

η(n, Z) = 2σ − 2ε,

где σ = 2m−n; ε = 2m/q−n.
Доказательство. Из теоремы 2 следует, что

η(n, Z) = 2σ(n,Z) − 2σ(n,Z)−π(n,Z) + β(n, Z).

Найдём β(n, Z). При n = qα если орграф Γi содержит гамильтонов контур Z и не
примитивен, то длины всех простых контуров орграфа Γi кратны q, i = 1, . . . , p.
Следовательно, длины всех простых контуров орграфа U (p) также кратны q и
U (p) непримитивный. Тогда β(n, Z) = 0 согласно критерию теоремы 4. Значит,
η(n, Z) = 2σ(n,Z) − 2σ(n,Z)−π(n,Z), где σ(n, Z) = σ = 2m−n, π(n, Z) = (2m − 2m/q)/2n

(по теореме 5). Тогда σ(n, Z)− π(n, Z) = ε = 2m/q−n.
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3. Критерий примитивности множества орграфов
с общим множеством контуров

Обозначим: C∗ —множество вершин контура C; Γ(Ĉ) = C1 ∪ . . . ∪ Cm —часть ор-
графа Γ; E(Ĉ) —множество дуг орграфа Γ(Ĉ).

Воспользуемся терминами теории признаков в полугруппах [1, гл. 9]. Подмноже-
ство H полугруппы G, состоящее из всех элементов G, обладающих определённым
свойством, называется признаком H (H-признаком) в полугруппе G. Если H 6 G—
подполугруппа, то H называется полугрупповым признаком в G. В полугруппе Γ(n)
полугрупповым признаком (обозначается Ploop) является, в частности, множество всех
орграфов, имеющих петли в каждой вершине множества P , ∅ 6= P ⊆ V . Показателем
Ploop-признака в полугруппе 〈Γ〉 называется наименьшее натуральное h, при котором
Γh ∈ Ploop (обозначается pokPloop или кратко lP ). В [20] получены оценки и точное
значение показателя Ploop-признака.

Следующая теорема устанавливает критерий примитивности и оценку экспонента
множества орграфов с общим множеством простых контуров.

Теорема 6. Пусть Γ̂ = {Γ1, . . . ,Γp}—множество орграфов с общим множеством
контуров Ĉ = {C1, . . . , Cm}, p,m > 1, C∗1∪. . .∪C∗m = V . Множество Γ̂ примитивное, если
и только если орграф U (p) примитивный. Для экспонента примитивного множества
орграфов Γ̂ верна оценка

exp Γ̂ 6
(
(µ− 1)h+ 1

)
expU (p), (5)

где h—показатель Vloop-признака в полугруппе 〈Γ(Ĉ)〉.
Доказательство. Необходимость критерия доказывается, как в теореме 4.
Достаточность. Рассмотрим неочевидный случай, когда все орграфы множе-

ства Γ̂ непримитивные. Обозначим G1,r = Γh1 . . .Γ
h
r−1Γr. Докажем по индукции, что

орграф U (r) является частью орграфа G1,r, 1 < r 6 µ.
При r = 2 покажем, что U (2) —часть орграфа G1,2 = Γh1Γ2, т. е. G1,2 содержит

все дуги орграфов Γ1 и Γ2. Поскольку h = pokVloop в полугруппе 〈Γ(Ĉ)〉 и орграф Γ1

содержит множество контуров Ĉ, то орграф Γh1 имеет петли во всех вершинах. Отсюда
орграф G1,2 содержит все дуги орграфа Γ2, в том числе множество общих контуров Ĉ.

Пусть (i, j) —дуга орграфа Γ1 и (i, j) /∈ E(Ĉ). Покажем, что орграф G1,2 содержит
дугу (i, j). Из условия C∗1 ∪ . . . ∪ C∗m = V следует, что любая вершина орграфа Γ1

принадлежит хотя бы одному из контуров множества Ĉ. Тогда в Γ1 есть дуга (a, j) ∈
∈ E(Ĉ), a 6= i, такая, что из j в a в Γ1 есть путь длины h− 1 (следует из определения
показателя Vloop-признака). Тогда в орграфе Γh1 есть дуга (i, a). Орграф Γ2 имеет ду-
гу (a, j), поскольку множество Ĉ есть множество общих контуров и (a, j) ∈ E(Ĉ).
Тогда, в силу правила умножения орграфов, орграф G1,2 содержит дугу (i, j). Таким
образом, G1,2 содержит все дуги орграфов Γ1 и Γ2 и, следовательно, U (2) является
частью орграфа G1,2.

Пусть утверждение доказано для r = 2, . . . , q − 1, где 2 < q 6 µ, докажем его для
r = q. По условию G1,q = G1,q−1Γ

h−1
q−1Γq. По предположению индукции орграф U (q−1)

является частью орграфа G1,q−1, т. е. G1,q−1 содержит общее множество контуров Ĉ
и все дуги орграфов Γ1, . . . ,Γq−1. Рассмотрим орграф Γ = Γh−1q−1Γq. Поскольку h =

= pokVloop в полугруппе 〈Γ(Ĉ)〉 и орграф Γ(Ĉ) является общей частью Γq−1 и Γq,
орграф Γ имеет петли во всех вершинах множества V . Отсюда G1,q = G1,q−1Γ содержит
все дуги орграфа G1,q−1. Таким образом, G1,q содержит все дуги орграфов Γ1, . . . ,Γq−1.
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Покажем, что орграф G1,q содержит все дуги орграфа Γq. Рассмотрим орграф Γ′ =

= G1,q−1Γ
h−1
q−1 = Γh1 . . .Γ

h
q−1. Орграф Γ(Ĉ) является общей частью орграфов Γ1, . . . ,Γq−1,

откуда следует, что Γ′ имеет петли во всех вершинах. Тогда орграф G1,q = Γ′Γq содер-
жит все дуги орграфа Γq.

Таким образом, G1,q содержит все дуги орграфов Γ1, . . . ,Γq, т. е. орграф U (q) яв-
ляется частью орграфа G1,q. Отсюда орграф U (µ), а следовательно, и U (p) являют-
ся частями орграфа G1,µ = Γh1 . . .Γ

h
µ−1Γµ. Из примитивности орграфа U (p) следует

примитивность G1,µ и expG1,µ 6 expU (p). Орграф G1,µ является словом в алфави-
те Γ̂, следовательно, множество Γ̂ примитивное и exp Γ̂ 6

(
(µ − 1)h + 1

)
expG1,µ 6

6
(
(µ− 1)h+ 1

)
expU (p).

Пример 3. На рис. 1 изображены множества орграфов Γ̂ = {Γ1,Γ2} с множе-
ством вершин {0, . . . , 5}. На рис. 1, а орграфы имеют общий гамильтонов контур
Z = (0, . . . , 5), на рис. 1, б множество общих контуров есть Ĉ = {(0, 1, 2, 3), (0, 1),
(2, 3), (4, 5)}. Оценки экспонентов и их точные значения приведены в табл. 2.
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Рис. 1. Множества Γ̂ = {Γ1,Γ2} и соответствующие орграфы U (2)

Та б л и ц а 2

Γ̂
Универсальная Улучшенная Оценка (3) Оценка (5) exp Γ̂оценка (1) оценка (2)

а
exp Γ̂ 6 115 exp Γ̂ 6 73

exp Γ̂ 6 17 exp Γ̂ 6 63 11
б − exp Γ̂ 6 21 8

Заключение
Исследованы условия примитивности и оценки экспонентов множества орграфов

с множеством общих контуров, в частности с общим гамильтоновым контуром. Данные
классы множеств содержат классы множеств перемешивающих орграфов регистров
сдвига, широко используемых для построения систем защиты информации. Получен
существенно более простой (по сравнению с общим случаем) критерий примитивности
множества орграфов, имеющих семейство общих контуров, содержащих все n вершин,
в частности имеющих общий гамильтонов контур.

Критерий примитивности множества орграфов с общим гамильтоновым контуром
позволил получить точное значение числа примитивных множеств таких орграфов для
примарного числа вершин. В случае когда n— степень числа 2, этот результат имеет
прикладное значение для исследования регистровых преобразований.



112 Я. Э. Авезова

На примере множеств из двух орграфов с общими контурами показана возмож-
ность получения более точных оценок (3) и (5) по сравнению с универсальными оцен-
ками (1) и (2). Если общее множество контуров содержит гамильтонов контур, оцен-
ка (3) существенно уточняет оценку (5).
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Способ универсальной оценки экспонента n-вершинного примитивного орграфа,
предложенный А. Далмэджем и Н. Мендельсоном (1964), сохранял до настоя-
щего времени статус наилучшего среди всех известных универсальных оценок.
Этот способ использует множество контуров Ĉ орграфа, длины которых рав-
ны l1, . . . , lm, где НОД(l1, . . . , lm) = 1, и множество длин кратчайших путей
{ri,j(Ĉ) : 1 6 i, j 6 n}, проходящих из вершины i в вершину j через множе-
ство контуров Ĉ. Улучшение этого способа использует множество контуров Ĉ,
где НОД(l1, . . . , lm) = d > 1, и множество длин кратчайших путей {rs/di,j (Ĉ) : s =
= 0, . . . , d−1; 1 6 i, j 6 n} из вершины i в вершину j, проходящих через множество
контуров Ĉ и образующих полную систему вычетов по модулю d. Доказана оценка
expΓ 6 1+ F̂ (L(Ĉ))+R(Ĉ), где F̂ (L) = d ·F (l1/d, . . . , lm/d); F (a1, . . . , am) —число
Фробениуса; R(Ĉ) = max

(i,j)
max
s
{rs/di,j (Ĉ)}. Построен класс орграфов с множеством

вершин {0, . . . , 2k − 1}, k > 2, для которых новая оценка принимает значение 2k
при чётных k и 2k − 1 при нечётных k, в то время как оценка Далмэджа и Мен-
дельсона принимает значение 3k − 2 при чётных k и 3k − 3 при нечётных k.

Ключевые слова: число Фробениуса, примитивный граф, экспонент орграфа.
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ON IMPROVED UNIVERSAL ESTIMATION OF EXPONENTS
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An improved formula for universal estimation of exponent is obtained for n-vertex
primitive digraphs. A previous formula by A. L. Dulmage and N. S. Mendelsohn (1964)
is based on a system Ĉ of directed circuits C1, . . . , Cm, which are held in a graph and
have lengths l1, . . . , lm with gcd(l1, . . . , lm) = 1. A new formula is based on a similar

circuit system Ĉ, where gcd(l1, . . . , lm) = d > 1. Also, the new formula uses r
s/d
i,j (Ĉ),

that is the length of the shortest path from i to j going through the circuit system Ĉ
and having the length which is comparable to s modulo d, s = 0, . . . , d − 1. It is
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shown, that exp Γ 6 1 + F̂ (L(Ĉ)) + R(Ĉ), where F̂ (L) = d · F (l1/d, . . . , lm/d) and

F (a1, . . . , am) is the Frobenius number, R(Ĉ) = max
(i,j)

max
s
{rs/di,j (Ĉ)}. For some class of

2k-vertex primitive digraphs, it is proved, that the improved formula gives the value
of estimation 2k, and the previous formula gives the value of estimation 3k − 2.

Keywords: the Frobenius number, primitive graph, exponent of graph.

Введение
Введём основные обозначения:

– N—множество натуральных чисел, n ∈ N, N0 = N ∪ {0};
– НОД(l1, . . . , lm) —наибольший общий делитель натуральных чисел l1, . . . , lm;
– F (l1, . . . , lm) —число Фробениуса, где НОД(l1, . . . , lm) = 1;
– M0,1

n —множество 0, 1-матриц порядка n;
– expΓ (expM) — экспонент орграфа Γ (матрицы M);
– (i, j) —дуга в орграфе, инцидентная вершинам i и j;
– lenw (lenC) — длина пути w (контура C), равная числу дуг пути (контура);
– LW —множество длин всех путей из множества путей W ;
– w · w′ —конкатенация путей w и w′, где совпадают последняя вершина пути w и

первая вершина пути w′.
К активно разрабатываемым в комбинаторном анализе объектам относятся неот-

рицательные матрицы, то есть матрицы, все элементы которых суть неотрицатель-
ные действительные числа. Свойство неотрицательности матрицыM записывают так:
M > 0. Матрицу M , все элементы которой положительные, называют положительной
(M > 0).

В 1912 г. Ф. Фробениусом [1] был поставлен вопрос для квадратных неотрицатель-
ных матриц M : имеются ли положительные матрицы в циклической полугруппе 〈M〉?
Если имеются, то матрицу называют примитивной, в противном случае — непримитив-
ной. Наименьшее натуральное γ, при которомMγ > 0, называется экспонентом матри-
цыM , обозначается expM . Если матрицаM непримитивная, то положим expM =∞.
В случае примитивной матрицы Mγ+i > 0 при любом i ∈ N.

Мультипликативная полугруппа всех неотрицательных матриц гомоморфно отоб-
ражается на полугруппу всех 0, 1-матриц (все элементы суть целые числа 0 или 1)
с помощью замены каждого положительного элемента единицей. Этот эпиморфизм
согласован со свойством примитивности, то есть прообразом любой примитивной
0, 1-матрицы является класс, состоящий только из примитивных матриц, и прообра-
зом любой непримитивной 0, 1-матрицы— класс, состоящий только из непримитивных
матриц. Это свойство позволяет ограничиться исследованием мультипликативных мо-
ноидов M0,1

n , n ∈ N, где умножение в M0,1
n выполняется как обычное умножение цело-

численных матриц с последующей заменой положительных элементов единицами.
Множество матриц смежности вершин n-вершинных ориентированных графов

с петлями совпадает сM0,1
n , это позволяет распространить на орграфы понятия прими-

тивности и экспонента, где умножение орграфов определено как умножение бинарных
отношений. Известно, что примитивный граф является сильносвязным.

Далее M —матрица смежности вершин орграфа Γ; {0, . . . , n− 1}—множество вер-
шин Γ. Связь между графами и неотрицательными матрицами устанавливает хорошо
известная теорема теории графов (назовем её основной теоремой): число путей дли-
ны t из i в j в графе Γ равно m(t)

ij , i, j ∈ {1, . . . , n}, где M t =
(
m

(t)
ij

)
. Таким образом,
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примитивность орграфа и величина экспонента определяется свойствами путей в гра-
фе, в частности M > 0, если и только если орграф Γ полный. Далее используется
в основном язык теории графов.

Известные оценки экспонентов матриц и орграфов можно разделить на универсаль-
ные и специальные (для частных классов). В данной работе предложена новая форму-
ла универсальной оценки экспонента n-вершинного примитивного орграфа, улучшаю-
щая известную формулу А. Далмэджа и Н. Мендельсона [2].

1. Известные универсальные оценки экспонентов
Исторические этапы прогресса в развитии оценок экспонентов матриц и графов

отражены в [3]. Приведём самые необходимые сведения для иллюстрации происходив-
ших достижений в части улучшения универсальных оценок.

Критерий примитивности орграфа Γ, доказанный в 1961 г. П. Перкинсом [4], опре-
деляется множеством его контуров. Обозначим Ĉ = {C1, . . . , Cm} множество контуров
в Γ длин l1, . . . , lm соответственно, то есть L(Ĉ) = {l1, . . . , lm}. Индексом множества
контуров Ĉ назовём число d = НОД(l1, . . . , lm), обозначается ind Ĉ. Критерий прими-
тивности орграфа можно сформулировать так: сильносвязный орграф Γ примитив-
ный, если и только если он содержит множество контуров индекса 1.

Универсальная оценка (без доказательства) экспонента n-вершинного примитивно-
го орграфа Γ дана Х. Виландтом [5] в 1950 г.:

expΓ 6 n2 − 2n+ 2. (1)

Доказательство оценки (1) представлено в [4, 6]. При n > 1 описаны n-вершинные
орграфы [7, 2] (названные в [7] в честь Виландта), на которых достигается оценка (1).
Эти орграфы изоморфны, имеют n + 1 дугу и содержат ровно два простых контура
длин n и n− 1.

В [2] уточнена оценка (1) при известной длине l контура в орграфе:

expΓ 6 n+ l(n− 2).

Формула Далмэджа и Мендельсона для вычисления более точных оценок требует
дополнительных определений. Приведём эту формулу и затем усилим её.

Говорят, что «путь проходит через контур», если у пути и контура есть общая
вершина. Путь проходит через множество контуров, если он проходит через каждый
контур множества.

В орграфе Γ обозначим: C —множество всех простых контуров орграфа Γ; Cd —
класс всех подмножеств индекса d множества C.

Множество 2C образует решётку относительно теоретико-множественного вклю-
чения. Единицей решетки является множество C, нулём— пустое множество. Если
ind C = d, то класс Cd является верхней подполурешеткой решетки 2C.

Пусть в орграфе Γ ri,j(Ĉ) —длина кратчайшего пути из i в j, проходящего через
множество контуров Ĉ индекса 1, r(Ĉ) = max

06i,j6n−1
ri,j(Ĉ), тогда [2]

expΓ 6 1 + F
(
L(Ĉ)

)
+ r(Ĉ), (2)

где F
(
L(Ĉ)

)
—число Фробениуса для аргументов l1, . . . , lm (наибольшее целое число,

не принадлежащее аддитивной полугруппе 〈l1, . . . , lm〉). Так как оценка (2) верна для
любого множества контуров Ĉ индекса 1, то [3]

expΓ 6 1 + min
Ĉ∈C1

{
F (L(Ĉ)) + r(Ĉ)

}
. (3)
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Технические трудности вычисления оценок (2) и (3) в общем случае состоят в опре-
делении числа Фробениуса F

(
L(Ĉ)

)
и величины r(Ĉ). При m > 2 для общего вида

множества L(Ĉ) не существует формулы числа Фробениуса, выраженной с помощью
только арифметических операций над аргументами. Вместе с тем проблема вычис-
ления F (L(Ĉ)) в целом решена, различные алгоритмы и формулы, использующие
теоретико-множественные операции, изложены в [8, 9]. Что касается величины r(Ĉ),
то получены несколько её оценок через n и числа l1, . . . , lm. Например, с использова-
нием (2) получена оценка [10, ч. 1, с. 185]

exp Γ 6 n(m+ 1) + F (L(Ĉ))− l1 − . . .− lm. (4)

С учётом структурных свойств множества Ĉ оценка (4) улучшена [11, с. 80]. Обозна-
чим Γ(Ĉ) = C1 ∪ . . . ∪ Cm —часть орграфа Γ, где l1 6 . . . 6 lm. Если орграф Γ(Ĉ)
сильносвязный, то он содержит контур Z, проходящий через множество контуров Ĉ и
проходящий через каждую дугу столько раз, сколько контуров множества Ĉ содержат
эту дугу. Контур Z в общем случае определён неоднозначно и называется квазиэйле-
ровым Ĉ-контуром, его длина определена однозначно: lenZ = l1 + . . . + lm. Пусть
орграф Γ(Ĉ) имеет компоненты связности Ĉ1, . . . , Ĉr, 1 6 r 6 m, содержащие незави-
симые квазиэйлеровы контуры Z1, . . . , Zr длин λ1, . . . , λr соответственно. Полагая без
ущерба для общности λ1 > . . . > λr, получаем оценку

expΓ 6 n(r + 1) + F (L(Ĉ))−
r∑
j=1

(lj + (j − 1)λj). (5)

В частности, если орграф Γ(Ĉ) связный, то

expΓ 6 2n− l1 + F (L(Ĉ)).

Таким образом, (5) следует из (2) и использует наилучшую на сегодняшний день уни-
версальную оценку величины r(Ĉ) для примитивных орграфов.

2. Улучшение универсальной оценки экспонента орграфа
Для улучшения оценки (3) использовано понятие локального экспонента орграфа.

Орграф Γ называется (i, j)-примитивным, 0 6 i, j 6 n − 1, если при некотором γ ∈ N
для любого t > γ в орграфе Γ имеется путь длины t из вершины i в вершину j. Наи-
меньшее такое γ называется (i, j)-экспонентом орграфа Γ и обозначается (i, j)-expΓ.
Примитивный орграф Γ является (i, j)-примитивным для любых i, j ∈ {0, . . . , n− 1} и

expΓ = max
(i,j)

(i, j)-expΓ.

Оценим (i, j)-expΓ примитивного орграфа Γ. Пусть w = (i0, i1, . . . , it) —путь в оргра-
фе Γ, проходящий через множество контуров Ĉ = {C1, . . . , Cm}. Путь e(w) называется
Ĉ-расширением пути w:

e(w) = k0,1C1(i0)·. . .·k0,mCm(i0)·(i0, i1)·k1,1C1(i1)·. . .·(it−1, it)kt,1C1(it)·. . .·kt,mCm(it). (6)

Здесь ku,v = 0, если вершина iu не принадлежит контуру Cv, в противном случае
ku,v ∈ N0, 0 6 u 6 t, 1 6 v 6 m; kC(j) есть k-кратно пройденный из вершины j кон-
тур C, если j лежит на контуре C, и есть пустой контур в противном случае. Все дуги
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пути w являются дугами пути e(w) и порядок их следования в пути e(w) сохраняет-
ся. Начальные (и конечные) вершины путей w и e(w) совпадают в силу определения
расширения пути.

Обозначим S+S ′ = {s+s′ : s ∈ S, s′ ∈ S ′}, где S, S ′ ⊆ N, в частности r+S = {r}+S
для r ∈ N; E(Ĉ, w) —множество всех Ĉ-расширений пути w; W (i, Ĉ, j) —множество
путей из i в j, проходящих через множество контуров Ĉ. Путь w является тривиальным
расширением самого себя.

Лемма 1. Пусть ind Ĉ = d > 1 и L(Ĉ) = {l1, . . . , lm}, тогда:
а) lenw ≡ len e(w) (mod d) для любого Ĉ-расширения e(w) пути w;
б) LE(Ĉ, w) = {lenw + 〈l1, . . . , lm〉}, где 〈l1, . . . , lm〉— аддитивная полугруппа, по-

рождённая множеством чисел {l1, . . . , lm}.
Доказательство. Из равенства (6) следует, что

len e(w)− lenw =
t∑

u=0

m∑
v=1

ku,vlv,

где ku,v —кратность прохождения контура длины lv. Все слагаемые суммы в правой
части равенства и, значит, сумма в целом кратны d, то есть сравнение верно.

Если вершина iu принадлежит контуру Cv, то, варьируя всевозможные целые неот-
рицательные значения ku,v, получаем из последнего равенства выражение для множе-
ства LE(Ĉ, w).

Для множества натуральных чисел L = {l1, . . . , lm}, где НОД(L) = d, обозначим
F̂ (L) число d · F (l1/d, . . . , lm/d). Заметим, что F̂ (L) = F (L) при d = 1.

Следствие 1. Множество LE(Ĉ, w) содержит все числа, сравнимые с lenw по
модулю d и превышающие lenw + F̂ (L(Ĉ)), то есть числа вида lenw + F̂ (L(Ĉ)) + kd,
k ∈ N.

Доказательство. Следует из определения чисел Фробениуса и чисел F̂ .

Пусть d ∈ N, ∅ 6= Y ⊂ Z. Множество Y , содержащее полную систему вычетов
по модулю d, называется d-полным. Любое непустое множество целых чисел является
1-полным.

Лемма 2. Если орграф Γ примитивный, то множество LW (i, Ĉ, j) является
d-полным при любых i, j ∈ Zn и любом множестве контуров Ĉ индекса d > 1.

Доказательство. В силу примитивности в Γ имеются пути wl(i, u) из вершины i
в вершину u длин l = γ, γ + 1, . . . , γ + d− 1, где γ = expΓ. Так как Γ сильносвязный,
то в Γ имеется путь w из u в j, проходящий через множество контуров Ĉ индекса d.
Следовательно, W = {wl(i, u) ·w : l = γ, γ + 1, . . . , γ + d− 1} есть множество путей из i
в j, проходящих через множество контуров Ĉ индекса d, и множество LW является
d-полным.

Обозначим rs/di,j (Ĉ) —длина кратчайшего пути w из i в j, проходящего через множе-
ство контуров Ĉ, при условии, что lenw ≡ s (mod d), s = 0, . . . , d− 1 (в силу леммы 2
такие пути в Γ имеются); Ri,j(Ĉ) = max{r0/di,j (Ĉ), . . . , r

d−1/d
i,j (Ĉ)}; R(Ĉ) = max

(i,j)
Ri,j(Ĉ).

Заметим, что ri,j(Ĉ) = min{r0/di,j (Ĉ), . . . , r
d−1/d
i,j (Ĉ)}.
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Теорема 1. Для любого непустого множества контуров Ĉ индекса более 1

(i, j)-expΓ 6 1 + F̂
(
L(Ĉ)

)
+Ri,j(Ĉ),

expΓ 6 1 + F̂
(
L(Ĉ)

)
+R(Ĉ).

Доказательство. Для множества путей W (i, Ĉ, j), где indĈ = d, имеем разби-
ение

W (i, Ĉ, j) = W0(i, Ĉ, j) ∪ . . . ∪Wd−1(i, Ĉ, j), (7)

где Ws(i, Ĉ, j) —множество всех путей из i в j, проходящих через множество конту-
ров Ĉ, длина которых сравнима с s по модулю d, s = 0, . . . , d− 1. По лемме 2 множе-
ство LW (i, Ĉ, j) является d-полным, значит, вWs(i, Ĉ, j) есть путь ws длины r

s/d
i,j (Ĉ), и

в силу леммы 1 длина любого Ĉ-расширения пути ws сравнима с rs/di,j (Ĉ) по модулю d.
Наибольшее целое число, сравнимое с s по модулю d и не входящее в LWs, в силу
следствия 1 не превышает rs/di,j (Ĉ) + F̂ (L(Ĉ)), s = 0, . . . , d − 1. Следовательно, в соот-
ветствии с разбиением (7) наибольшее натуральное число, не входящее в LW (i, Ĉ, j),
не превышает Ri,j(Ĉ) + F̂ (L(Ĉ)). Отсюда получаем оценки для (i, j)-expΓ и expΓ.

Следствие 2. Для любого примитивного орграфа Γ

expΓ 6 1 + min
∅6=Ĉ⊆C

{
F̂ (L(Ĉ)) +R(Ĉ)

}
. (8)

Доказательство. Следует из (7) для любого непустого множества Ĉ ⊆ C.

Замечание 1. Оценка (8) уточняет оценку (3) на множестве примитивных ор-
графов: если ind Ĉ = 1 в орграфе Γ, то F (L(Ĉ)) = F̂ (L(Ĉ)), r(Ĉ) = R(Ĉ), то есть
оценки совпадают. Уточнение возможно, если ind Ĉ > 1.

Покажем, что существует бесконечный класс орграфов, для которого оценки (8)
и (3) существенно отличаются.

Теорема 2. Пусть множество вершин орграфа Γ есть {0, 1, . . . , 2k − 1}, k > 1,
множество дуг содержит дуги контуров C0 = (k− 1, 2k− 1), C1 = (0, . . . , k− 2, 2k− 1),
C2 = (k − 1, . . . , 2k − 2) и ещё дуги (k − 2, k − 1) и (2k − 2, 2k − 1) (рис. 1). Тогда для
орграфа Γ:
— оценка (3) принимает значение 3k − 2 при чётных k и 3k − 3 при нёчетных k;
— оценка (8) принимает значение 2k при чётных k и 2k − 1 при нечётных k.

0 k 2 k 1 2k 3

2k 1 2k 2

Рис. 1. Орграф Γ

Доказательство. По условию множество простых контуров орграфа Γ есть C =
= {C0, C1, C2, C3, C4, C5}, где C3 = (0, . . . , k−2, k−1, 2k−1), C4 = (k−1, . . . , 2k−2, 2k−1)
и C5 есть гамильтонов контур (0, 1, . . . , 2k−1). Множество длин всех простых контуров
есть L(C) = {2, k, k + 1, 2k}, ind C = 1.
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Пусть Ĉ ⊆ C. При нечётном k ind Ĉ = 1, если и только если {2, k}⊆L(Ĉ) или
{k, k+1}⊆L(Ĉ). Отсюда класс C1 состоит из 42 множеств: {C0, C1}, {C0, C2}, {C1, C3},
{C1, C4}, {C2, C3}, {C2, C4}, {C0, C1, C2}, {C0, C1, C3}, {C0, C1, C4}, {C0, C1, C5}, {C0, C2,
C3}, {C0, C2, C4}, {C0, C2, C5}, {C1, C2, C3}, {C1, C2, C4}, {C1, C3, C4}, {C1, C3, C5},
{C1, C4, C5}, {C2, C3, C4}, {C2, C3, C5}, {C2, C4, C5}, {C0, C1, C2, C3}, {C0, C1, C2, C4},
{C0, C1, C2, C5}, {C0, C1, C3, C4}, {C0, C1, C3, C5}, {C0, C1, C4, C5}, {C0, C2, C3, C4},
{C0, C2, C3, C5}, {C0, C2, C4, C5}, {C0, C3, C4, C5}, {C1, C2, C3, C4}, {C1, C2, C3, C5},
{C1, C3, C4, C5}, {C2, C3, C4, C5}; C\Cr, r = 0, . . . , 5; C.

При чётном k имеем: ind Ĉ = 1, если и только если {2, k+1} ⊆ L(Ĉ) или {k, k+1} ⊆
⊆ L(Ĉ). Класс C1 состоит из 42 множеств, полученных из предыдущего списка с по-
мощью взаимной замены C1 ↔ C3 и C2 ↔ C4.

Покажем, что в орграфе Γ величина F (L(Ĉ)) + R(Ĉ) принимает наименьшее зна-
чение при Ĉ = C. Обозначим через ρ(i, j) длину кратчайшего пути из i в j. Заметим,
что

max
06i,j62k−1

ρ(i, j) = ρ(0, 2k − 2) = ρ(k, k − 2) = 2k − 2.

Кратчайшие пути w = (0, . . . , 2k − 2) и w′ = (k, . . . , k − 2) суть части гамильтонова
контура и проходят через вершины k− 1 и 2k− 1 соответственно. Значит, через любое
множество контуров индекса 1 проходит либо w, либо w′. Отсюда r(Ĉ) = 2k − 2 для
любого Ĉ ∈ C1.

В силу определения числа Фробениуса F (L) 6 F (L′) при НОД(L′) = НОД(L) =
= 1, если L′ ⊆ L. Следовательно, F (L(Ĉ)) > F (L(C)) = F (2, k, k + 1, 2k) для любого
множества Ĉ индекса 1. Отсюда получаем значение оценки (3), так как F (L(C)) =
= F (2, k) = k − 2 при нечётных k и F (L(C)) = F (2, k + 1) = k − 1 при чётных k.

Вычислим оценку экспонента (8) с использованием одноэлементного множества
контуров Ĉ={C0} индекса 2. Оценим величинуR(C0)= max

06i,j62k−1
max{r0/2i,j (C0),r

1/2
i,j (C0)}.

Множество длин путей из 2k − 1 в 2k − 2 является 2-полным. При нечётных k
кратчайшие пути w и w′, проходящие через контур C0, длины которых соответ-
ственно нечётная и чётная, имеют вид w = (2k − 1, k − 1, k, . . . , 2k − 2), w′ =
= C1(2k − 1) · w, где C1(2k − 1) —контур C1, пройденный из вершины 2k − 1. Отсюда
R(C0) = R2k−1,2k−2(C0) = max{lenw, lenw′} = 2k.

При чётных k кратчайшие пути w и w′, проходящие через контур C0, длины ко-
торых соответственно чётная и нечётная, имеют вид w = (2k − 1, k − 1, k, . . . , 2k − 2),
w′ = C3(2k−1) ·w, где C3(2k−1) —контур C3, пройденный из вершины 2k−1. Значит,
R(C0) = R2k−1,2k−2(C0) = max{lenw, lenw′} = 2k + 1. Так как F̂ (C0) = F̂ (2) = −2, то
в обоих случаях имеем нужные значения оценки (8).

Пример 1. В таблице приведены экспоненты орграфов из теоремы 2 и значения
их оценок (3) и (8) при k = 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Значения экспонентов и оценок для орграфов из теоремы 2
Число вершин Оценка (3) expΓ

Оценка (8) expΓ expΓорграфа 2k для контура C0

4 4 4 4
6 6 5 5
8 10 8 8
10 12 9 9
12 16 12 11
14 18 13 13
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Нерешённая задача: описание множества примитивных n-вершинных орграфов,
для которых оценка (3) допускает улучшение типа оценки (8) с использованием мно-
жества контуров индекса d > 1.
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