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в свою очередь, операторы условной остановки также ненадёжны. Доказано, что
произвольную булеву функцию можно реализовать сколь угодно надёжной невет-
вящейся программой.

Ключевые слова: булева функция, неветвящаяся программа, оператор услов-
ной остановки, синтез, надёжность.

DOI 10.17223/20710410/43/5

ON THE ARBITRARILY RELIABLE IMPLEMENTATION
OF BOOLEAN FUNCTIONS BY NON-BRANCHING PROGRAMS

WITH A CONDITIONAL STOP OPERATOR
IN BASES WITH GENERALIZED CONJUNCTION

S.M. Grabovskaya∗, M.A. Alekhina∗∗

∗Penza State University, Penza, Russia
∗∗Penza State Technological University, Penza, Russia

E-mail: swetazin@mail.ru

The implementation of Boolean functions by non-branching programs with a condi-
tional stop operator is considered in a complete finite basis containing a generalized
conjunction, i.e. a function of the form xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}). The computational

operators are assumed to go into faulty states of an arbitrary type independently of
each other with a probability not exceeding the value N(B), i.e. unreliability of the
most unreliable (“bad”) of the basic elements. In addition, conditional stop operators
are also unreliable and independently of each other are prone to two types of faults:
the first and second kind. The fault of the first kind is characterized by the fact
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that on admission to the stop-operator input unit this operator does not work with
a probability δ ∈ (0, 1/2) and, therefore, the program work continues. The fault of
the second kind is that on admission to the stop-operator input zero this operator
works with probability η ∈ (0, 1/2), and, hence, the program work stops. Denote
µ = max{δ, η}. To increase the reliability of source programs, we use the function
g(x1, x2, x3, x4) of the form (xσ11 x

σ2
2 ∨ x

σ3
3 x

σ4
4 )σ5 (σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}) and the

method of multiple duplication of circuits and programs. We prove that if the com-
plete finite basis B contains a function of the form xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}), then

any Boolean function f can be implemented by a non-branching program with unreli-
ability no more than [0,84]t · 5,17 ·N(B) for any natural t with N(B) ∈ (0, 1/960] and
µ ∈ (0, 1/10]. So, it is proved that an arbitrary Boolean function can be implemented
with an arbitrarily reliable non-branching program.

Keywords: Boolean function, non-branching program, conditional stop operator, syn-
thesis, reliability.

Введение
Работа относится к одному из важнейших разделов математической кибернети-

ки — теории синтеза, сложности и надёжности управляющих систем. Актуальность
исследований в этой области обусловлена важностью многочисленных приложений,
возникающих в различных разделах науки и техники.

Одной из важнейших задач математической кибернетики является задача синтеза
надёжных неветвящихся программ (с оператором условной остановки или без него),
содержащих ненадёжные операторы.

Неветвящиеся программы, реализующие булевы функции, относятся к числу ос-
новных модельных объектов математической теории синтеза, сложности и надёжности
управляющих систем. Неветвящиеся программы с оператором условной остановки [1]
отличаются от неветвящихся программ наличием управляющей команды— команды
условной остановки, дающей возможность досрочного прекращения работы програм-
мы при выполнении определённого условия, а именно при поступлении единицы на
вход оператора условной остановки (который ещё называют стоп-оператором).

Разработка специальных методов синтеза схем из ненадёжных функциональных
элементов, реализующих булевы функции, связана главным образом с выбранной
математической моделью неисправностей. К основным моделям неисправностей на
выходах (входах) функциональных элементов относятся, например, инверсные неис-
правности, однотипные константные неисправности типа 0 или 1 [2 – 5]. В классе схем
из функциональных элементов для почти любой булевой функции построение схемы
сколь угодно высокой надёжности невозможно [6, 7].

Принципиально другой оказалась ситуация в случае синтеза надёжных неветвя-
щихся программ с оператором условной остановки. В отличие от схем из ненадёж-
ных функциональных элементов, в этой работе найдены методы синтеза неветвящихся
программ, пригодные для использования при любых неисправностях вычислительных
операторов и двух типах неисправностей стоп-операторов, которые позволяют строить
для любой булевой функции не просто надёжные или асимптотически оптимальные
по надёжности программы, а программы сколь угодно высокой надёжности.

Рассматривается реализация булевых функций неветвящимися программами с опе-
ратором условной остановки в полном конечном базисе, содержащем обобщённую
двухместную конъюнкцию xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}). Все операторы (и вычислитель-

ные, и остановки) предполагаются ненадёжными, причём неисправности вычислитель-
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ных операторов произвольные [8]. Таким образом, решаемая задача имеет самую об-
щую формулировку (по сравнению с ранее опубликованными работами, например [9])
с одним лишь ограничением— полный базис не является произвольным, он содержит
обобщённую двухместную конъюнкцию.

Прежде чем перейти к изложению результатов этой работы, сформулируем необ-
ходимые понятия, определения [1, 9] и ранее известные результаты.

1. Основные понятия, определения, ранее известные результаты
Пусть X = {x1, . . . , xn}—множество независимых булевых переменных, x =

= (x1, . . . , xn) —набор независимых переменных, n ∈ N. Введём множество переменных
Y = {y1, . . . , yl}, которое назовём множеством внутренних переменных, l ∈ N. Кроме
того, обозначим через z выходную переменную.

Пусть далее a ∈ Y ∪{z}, b1, . . . , bd ∈ X∪Y ∪{z} (d ∈ {1, . . . , n}), h— булева функция
из базиса B, зависящая не более чем от d переменных. Вычислительной командой (или
вычислительным оператором) p назовём выражение p : a = h(b1, . . . , bd). Переменную a
назовём выходом вычислительного оператора, переменные b1, . . . , bd — его входами.

Пусть теперь a ∈ X ∪ Y ∪ {z}. Командой остановки (стоп-оператором) p назовём
выражение p : stop(a). Переменную a назовём входом оператора остановки p.

Последовательность Pr = p1 . . . pj . . . pL, состоящая из вычислительных операто-
ров и операторов условной остановки, называется неветвящейся программой с услов-
ной остановкой, если при любом j ∈ {1, . . . , L} каждый вход команды pj есть либо
независимая переменная, либо выход некоторого вычислительного оператора.

Неветвящаяся программа работает в дискретные моменты времени t = 0, 1, 2, . . .,
не изменяет значения независимых переменных и изменяет значения внутренних пе-
ременных yi (i ∈ {1, . . . , l}) и значение выходной переменной z.

Результат действия программы Pr на наборе x обозначим через Pr(x). Значение
Pr(x) равно значению выходной переменной z в момент остановки программы. Про-
грамма Pr вычисляет n-местную булеву функцию f(x), если при отсутствии неисправ-
ностей в программе для любого x ∈ {0, 1}n справедливо равенство Pr(x) = f(x).

Пусть P2 —множество всех булевых функций, т. е. функций вида f(x1, . . . , xn) :
{0, 1}n → {0, 1}, n ∈ N. Рассмотрим реализацию булевых функций неветвящими-
ся программами с оператором условной остановки в полном конечном базисе B =
= {e1, . . . , eq} ⊆ P2 (q ∈ N), содержащем функцию вида xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}). Обо-

значим через Ei базисный элемент с функцией ei (i ∈ {1, . . . , q}). Пусть e1 = xα1
1 &xα2

2 ,
обозначим данную базисную функцию через e&, а соответствующий ей базисный эле-
мент — через E&.

Будем считать, что неисправности вычислительных операторов программы про-
извольные [8, с. 480] и статистически независимые, т. е. вычислительные операторы
переходят в неисправные состояния независимо друг от друга.

Предполагается, что операторы условной остановки также ненадёжны и незави-
симо друг от друга подвержены неисправностям двух типов: первого и второго рода.
Неисправность первого рода характеризуется тем, что при поступлении единицы на
вход стоп-оператора он с вероятностью δ ∈ (0, 1/2) не срабатывает и, следовательно,
работа программы продолжается. Неисправность второго рода такова, что при по-
ступлении нуля на вход стоп-оператора он с вероятностью η ∈ (0, 1/2) срабатывает и,
следовательно, работа программы прекращается. Обозначим µ = max{δ, η}.
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Говорят, что программа с ненадёжными операторами реализует булеву функ-
цию f(x), если при отсутствии неисправностей во всех её операторах на каждом вход-
ном наборе a = (a1, a2, . . . , an) значение выходной переменной z равно f(a).

Замечание 1. Схему из функциональных элементов можно считать частным
случаем неветвящихся программ, а именно неветвящейся программой, в которой нет
стоп-операторов.

Ненадёжностью N(Pr) программы Pr назовем максимальную вероятность ошибки
на выходе программы Pr при всевозможных входных наборах. Надёжность програм-
мы Pr равна 1−N(Pr).

Обозначим N(B) = max{N(E1), . . . , N(Eq)}, т. е. N(B) —ненадёжность самого
ненадёжного («плохого») из базисных элементов.

Для схем из ненадёжных функциональных элементов, подверженных произволь-
ным неисправностям, известен следующий результат.

Теорема 1 [4]. Пусть B —произвольный полный конечный базис. Тогда любую
булеву функцию f можно реализовать схемой S в базисе B, ненадёжность которой
N(S) 6 5,17 ·N(B) при N(B) ∈ (0, 1/960].

Для повышения надёжности исходных схем (программ) будем использовать функ-
цию g(x1, x2, x3, x4) вида (xσ11 x

σ2
2 ∨ xσ33 xσ44 )σ5 (σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}). Справедлива

Теорема 2 [10]. Пусть B —полный конечный базис и существует такое N , что
любую булеву функцию f можно реализовать неветвящейся программой Rf с нена-
дёжностью N(Rf ) 6 N . Пусть g(x1, x2, x3, x4) —функция вида (xσ11 x

σ2
2 ∨ xσ33 xσ44 )σ5

(σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}), Prg —программа, реализующая функцию g(x1, x2, x3, x4),
а N(Prg) —ненадёжность программы Prg. Тогда любую булеву функцию f в этом
базисе можно реализовать такой программой Prf , что справедливо неравенство

N(Prf ) 6 max{ν1, ν0}+ 4N ·N(Prg) + 4N2,

где ν1 и ν0 — вероятности ошибок программы Prg на наборах (σ̄1, σ̄2, σ̄3, σ̄4) и
(σ1, σ2, σ3, σ4) соответственно.

2. Основные результаты
Для функции вида xα1

1 &xα2
2 (α1, α2 ∈ {0, 1}) с точностью до переименования пере-

менных возможны три случая: x1&x2; x̄1&x2; x̄1&x̄2.
Теорема 3. Если полный конечный базис B содержит функцию вида xα1

1 &xα2
2

(α1, α2 ∈ {0, 1}), то для любой булевой функции f при любом t ∈ N можно постро-
ить такую неветвящуюся программу Prf с оператором условной остановки, реализу-
ющую f , что N(Prf ) 6 (0,84)t · 5,17 ·N(B) при N(B) ∈ (0, 1/960] и µ ∈ (0, 1/10].

Для доказательства теоремы 3 сформулируем и докажем леммы 1–3.
Лемма 1. Если полный конечный базис содержит функцию x1&x2, то в этом

базисе функцию g(x1, x2, x3, x4) = x1x2 ∨ x3x4 можно реализовать такой неветвящейся
программой Prg, что max{ν0, ν1} = 0 и N(Prg) 6 N(B) + 2µ, где ν0, ν1 — вероятности
ошибок программы Prg на наборах (1, 1, 1, 1) и (0, 0, 0, 0) соответственно; µ = max{δ, η}.

Доказательство. Пусть полный конечный базис содержит функцию
e&(x1, x2) = x1&x2. Построим в этом базисе неветвящуюся программу Prg, реализую-
щую функцию g(x1, x2, x3, x4) = x1x2 ∨ x3x4:
z = x1
y = x1&x2
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stop(y)
z = x3
stop(x4)
z = x4

Найдём вероятности ν0 и ν1 ошибок программы Prg на наборах (1, 1, 1, 1) и (0, 0, 0, 0)
соответственно. Пусть b = (1, 1, 1, 1), тогда g(b) = 1. При возникновении неисправно-
сти вычислительного оператора либо стоп-оператора на выходе программы непремен-
но появится значение одной из свободных переменных x1, x3 или x4 равное 1. Поэтому
для программы, в которой каждой выходной переменной z приписана свободная пе-
ременная, ошибки операторов не влияют на результат работы. Следовательно, ν0 = 0.
Пусть теперь b = (0, 0, 0, 0), тогда g(b) = 0. Рассуждая аналогично предыдущему
случаю, получим ν1 = 0. Таким образом, max{ν0, ν1} = 0.

Поскольку программа Prg содержит один вычислительный оператор (ненадёж-
ность его равна N(E&)) и два стоп-оператора (ненадёжность каждого из них не превос-
ходит µ), её ненадёжность удовлетворяет неравенствуN(Prg) 6 N(E&)+2µ. Очевидно,
что N(E&) 6 N(B). Таким образом, N(Prg) 6 N(B) + 2µ.

Лемма 2. Если полный конечный базис содержит функцию x̄1&x2, то в этом
базисе функцию g(x1, x2, x3, x4) = x̄1x2 ∨ x3x4 можно реализовать такой неветвящей-
ся программой Prg, что max{ν0, ν1} = 0 и N(Prg) 6 N(B) + 2µ, где ν0, ν1 — ве-
роятности ошибок программы Prg на наборах (0, 1, 1, 1) и (1, 0, 0, 0) соответственно;
µ = max{δ, η}.

Доказательство. Пусть полный конечный базис B содержит функцию
e&(x1, x2) = x̄1&x2. Построим в этом базисе неветвящуюся программу Prg, реализую-
щую функцию g(x1, x2, x3, x4) = x̄1x2 ∨ x3x4:
z = x2
y = x̄1&x2
stop(y)
z = x3
stop(x4)
z = x4

Найдём вероятности ν0 и ν1 ошибок программы Prg на наборах (0, 1, 1, 1) и (1, 0, 0, 0)
соответственно. Пусть b = (0, 1, 1, 1), тогда g(b) = 1. При возникновении неисправно-
сти вычислительного оператора или стоп-оператора на выходе программы непременно
появится значение одной из свободных переменных x2, x3 или x4 равное 1. Следова-
тельно, ν0 = 0. Пусть теперь b = (1, 0, 0, 0), тогда g(b) = 0. Рассуждая аналогично,
получим ν1 = 0. Таким образом, max{ν0, ν1} = 0.

Поскольку программа Prg содержит один вычислительный оператор (ненадёж-
ность его равна N(E&)) и два стоп-оператора (ненадёжность каждого из них не превос-
ходит µ), её ненадёжность удовлетворяет неравенствуN(Prg) 6 N(E&)+2µ. Очевидно,
что N(E&) 6 N(B). Таким образом, N(Prg) 6 N(B) + 2µ.

Лемма 3. Если полный конечный базис содержит функцию x̄1&x̄2, то в этом
базисе функцию g(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2)(x3 ∨ x4) можно реализовать такой невет-
вящейся программой Prg, что max{ν0, ν1} = 0 и N(Prg) 6 N(B) + 2µ, где ν0, ν1 —
вероятности ошибок программы Prg на наборах (1, 1, 1, 1) и (0, 0, 0, 0) соответственно;
µ = max{δ, η}.
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Доказательство. Пусть полный конечный базис B содержит функцию
e&(x1, x2) = x̄1&x̄2. Построим в этом базисе неветвящуюся программу Prg, реали-
зующую функцию g(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2)(x3 ∨ x4):
z = x1
y = x̄1&x̄2
stop(y)
z = x3
stop(x3)
z = x4

Найдём вероятности ν0 и ν1 ошибок программы Prg на наборах (1, 1, 1, 1) и (0, 0, 0, 0) со-
ответственно. Пусть b = (1, 1, 1, 1), тогда g(b) = 1. При возникновении неисправности
вычислительного оператора либо стоп-оператора на выходе программы непременно
появится значение одной из свободных переменных x1, x3 или x4 равное 1. Следова-
тельно, ν0 = 0. Пусть теперь b = (0, 0, 0, 0), тогда g(b) = 0. Аналогично рассуждая,
получим ν1 = 0. Таким образом, max{ν0, ν1} = 0.

Поскольку программа Prg содержит один вычислительный оператор (ненадёж-
ность его равна N(E&)) и два стоп-оператора (ненадёжность каждого из них не превос-
ходит µ), её ненадёжность удовлетворяет неравенствуN(Prg) 6 N(E&)+2µ. Очевидно,
что N(E&) 6 N(B). Таким образом, N(Prg) 6 N(B) + 2µ.

Доказательство теоремы 3.
Пусть B —полный конечный базис, содержащий хотя бы одну из функций x1&x2,

x̄1&x2 или x̄1&x̄2; операторы условной остановки и вычислительные операторы некото-
рой неветвящейся программы ненадёжны; N(B) ∈ (0, 1/960] и µ ∈ (0, 1/10]; f —любая
булева функция. Реализуем её схемой S, ненадёжность которой N(S) 6 5,17 · N(B)
при N(B) ∈ (0, 1/960] (см. теорему 1).

В зависимости от того, какая из функций x1&x2, x̄1&x2 или x̄1&x̄2 содержит-
ся в базисе B, по одной из лемм 1–3 можно построить такую программу Prg, что
max{ν1, ν0} = 0 и N(Prg) 6 N(B) + 2µ. Чтобы построить программу Pr(1)f , реализу-
ющую функцию f , воспользуемся теоремой 2, взяв в качестве программы Rf схему S
(см. замечание 1) и полагая N = 5,17 · N(B). Тогда ненадёжность программы Pr

(1)
f

удовлетворяет неравенству

N(Pr
(1)
f ) 6 4N(N(Prg) +N) 6 4N(2µ+N(B) + 5,17 ·N(B)) 6

6 4N(0,2 + 6,17/960) 6 0,826 ·N,

т. е. N(Pr
(1)
f ) 6 0,826 ·N . Тогда верно неравенство

N(Pr
(1)
f ) 6 0,826 ·N 6 0,826 · 5,17 ·N(B).

Выполним ещё один шаг, т. е. построим программу Pr(2)f , реализующую функцию f , но
заменим N на 0,826 ·N и в качестве Rf возьмём построенную программу Pr(1)f . Тогда
справедливо неравенство

N(Pr
(2)
f ) 6 4 · 0,826 ·N(2µ+N(B) + 0,826 ·N) 6

6 4 · 0,826 ·N(0,2 + 1/960 + 0,826 · 5,17/960) 6 (0,826)2N.
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Далее методом индукции по числу итераций t (t > 2) нетрудно доказать, что функ-
цию f можно реализовать программой Pr

(t)
f , ненадёжность которой N(Pr

(t)
f ) 6

6 (0,826)tN . Выполним индуктивный переход. Пусть функцию f можно реализовать
программой Pr(t−1)f , ненадёжность которой N(Pr

(t−1)
f ) 6 (0,826)t−1N . Проделаем ещё

одну итерацию, т. е. построим программу Pr(t)f и оценим её ненадёжность с помощью
теоремы 2:

N(Pr
(t)
f ) 6 4(0,826)t−1N(2µ+N(B) + (0,826)t−1N) 6

6 4(0,826)t−1N(0,2 + 1/960 + (0,826)t−1N) 6

6 4(0,826)t−1N(0,2 + 1/960 + 0,826 · 5,17 ·N(B)) 6

6 4(0,826)t−1N(0,2 + 1/960 + 0,826 · 5,17/960) 6 (0,826)t−1N · 0,826 = (0,826)tN.

Поскольку N = 5,17 · N(B), функцию f можно реализовать программой Pr(t)f , нена-
дёжность которой N(Pr

(t)
f ) 6 (0,826)t · 5,17 ·N(B).

Следствие 1. Если полный конечный базис B содержит функцию вида xα1
1 &xα2

2

(α1, α2 ∈ {0, 1}), то любую булеву функцию f можно реализовать сколь угодно на-
дёжной неветвящейся программой Prf с оператором условной остановки при N(B) ∈
(0, 1/960] и µ ∈ (0, 1/10].

Доказательство. Пусть p—произвольное сколь угодно малое положительное
число. Покажем, что, проделав достаточное число итераций, функцию f можно реа-
лизовать программой, ненадёжность которой не больше p.

По теореме 3 функцию f можно реализовать программой, ненадёжность ко-
торой N(Pr

(t)
f ) 6 (0,826)t · 5,17 · N(B) 6 (0,826)t · 5,17/960. Решим неравенство

(0,826)t ·5,17/960 6 p относительно переменной t и получим (0,826)t 6 960·p/5,17, отку-
да t > log0,826(960 ·p/5,17). Выберем наименьшее целое t, удовлетворяющее последнему
неравенству (обозначим его t0). Тогда программа Pr(t0)f функционирует с ненадёжно-
стью N(Pr

(t0)
f ) 6 p.

Заключение
Доказано, что если полный конечный базис B содержит функцию вида xα1

1 &xα2
2

(α1, α2 ∈ {0, 1}), то любую булеву функцию можно реализовать сколь угодно надёж-
ной неветвящейся программой, операторы которой ненадёжны, причём неисправности
вычислительных операторов произвольные, при N(B) ∈ (0, 1/960] и µ ∈ (0, 1/10].
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