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Способ универсальной оценки экспонента n-вершинного примитивного орграфа,
предложенный А. Далмэджем и Н. Мендельсоном (1964), сохранял до настоя-
щего времени статус наилучшего среди всех известных универсальных оценок.
Этот способ использует множество контуров Ĉ орграфа, длины которых рав-
ны l1, . . . , lm, где НОД(l1, . . . , lm) = 1, и множество длин кратчайших путей
{ri,j(Ĉ) : 1 6 i, j 6 n}, проходящих из вершины i в вершину j через множе-
ство контуров Ĉ. Улучшение этого способа использует множество контуров Ĉ,
где НОД(l1, . . . , lm) = d > 1, и множество длин кратчайших путей {rs/di,j (Ĉ) : s =
= 0, . . . , d−1; 1 6 i, j 6 n} из вершины i в вершину j, проходящих через множество
контуров Ĉ и образующих полную систему вычетов по модулю d. Доказана оценка
expΓ 6 1+ F̂ (L(Ĉ))+R(Ĉ), где F̂ (L) = d ·F (l1/d, . . . , lm/d); F (a1, . . . , am) —число
Фробениуса; R(Ĉ) = max

(i,j)
max
s
{rs/di,j (Ĉ)}. Построен класс орграфов с множеством

вершин {0, . . . , 2k − 1}, k > 2, для которых новая оценка принимает значение 2k
при чётных k и 2k − 1 при нечётных k, в то время как оценка Далмэджа и Мен-
дельсона принимает значение 3k − 2 при чётных k и 3k − 3 при нечётных k.
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An improved formula for universal estimation of exponent is obtained for n-vertex
primitive digraphs. A previous formula by A. L. Dulmage and N. S. Mendelsohn (1964)
is based on a system Ĉ of directed circuits C1, . . . , Cm, which are held in a graph and
have lengths l1, . . . , lm with gcd(l1, . . . , lm) = 1. A new formula is based on a similar

circuit system Ĉ, where gcd(l1, . . . , lm) = d > 1. Also, the new formula uses r
s/d
i,j (Ĉ),

that is the length of the shortest path from i to j going through the circuit system Ĉ
and having the length which is comparable to s modulo d, s = 0, . . . , d − 1. It is
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shown, that exp Γ 6 1 + F̂ (L(Ĉ)) + R(Ĉ), where F̂ (L) = d · F (l1/d, . . . , lm/d) and

F (a1, . . . , am) is the Frobenius number, R(Ĉ) = max
(i,j)

max
s
{rs/di,j (Ĉ)}. For some class of

2k-vertex primitive digraphs, it is proved, that the improved formula gives the value
of estimation 2k, and the previous formula gives the value of estimation 3k − 2.

Keywords: the Frobenius number, primitive graph, exponent of graph.

Введение
Введём основные обозначения:

– N—множество натуральных чисел, n ∈ N, N0 = N ∪ {0};
– НОД(l1, . . . , lm) —наибольший общий делитель натуральных чисел l1, . . . , lm;
– F (l1, . . . , lm) —число Фробениуса, где НОД(l1, . . . , lm) = 1;
– M0,1

n —множество 0, 1-матриц порядка n;
– expΓ (expM) — экспонент орграфа Γ (матрицы M);
– (i, j) —дуга в орграфе, инцидентная вершинам i и j;
– lenw (lenC) — длина пути w (контура C), равная числу дуг пути (контура);
– LW —множество длин всех путей из множества путей W ;
– w · w′ —конкатенация путей w и w′, где совпадают последняя вершина пути w и

первая вершина пути w′.
К активно разрабатываемым в комбинаторном анализе объектам относятся неот-

рицательные матрицы, то есть матрицы, все элементы которых суть неотрицатель-
ные действительные числа. Свойство неотрицательности матрицыM записывают так:
M > 0. Матрицу M , все элементы которой положительные, называют положительной
(M > 0).

В 1912 г. Ф. Фробениусом [1] был поставлен вопрос для квадратных неотрицатель-
ных матриц M : имеются ли положительные матрицы в циклической полугруппе 〈M〉?
Если имеются, то матрицу называют примитивной, в противном случае — непримитив-
ной. Наименьшее натуральное γ, при которомMγ > 0, называется экспонентом матри-
цыM , обозначается expM . Если матрицаM непримитивная, то положим expM =∞.
В случае примитивной матрицы Mγ+i > 0 при любом i ∈ N.

Мультипликативная полугруппа всех неотрицательных матриц гомоморфно отоб-
ражается на полугруппу всех 0, 1-матриц (все элементы суть целые числа 0 или 1)
с помощью замены каждого положительного элемента единицей. Этот эпиморфизм
согласован со свойством примитивности, то есть прообразом любой примитивной
0, 1-матрицы является класс, состоящий только из примитивных матриц, и прообра-
зом любой непримитивной 0, 1-матрицы— класс, состоящий только из непримитивных
матриц. Это свойство позволяет ограничиться исследованием мультипликативных мо-
ноидов M0,1

n , n ∈ N, где умножение в M0,1
n выполняется как обычное умножение цело-

численных матриц с последующей заменой положительных элементов единицами.
Множество матриц смежности вершин n-вершинных ориентированных графов

с петлями совпадает сM0,1
n , это позволяет распространить на орграфы понятия прими-

тивности и экспонента, где умножение орграфов определено как умножение бинарных
отношений. Известно, что примитивный граф является сильносвязным.

Далее M —матрица смежности вершин орграфа Γ; {0, . . . , n− 1}—множество вер-
шин Γ. Связь между графами и неотрицательными матрицами устанавливает хорошо
известная теорема теории графов (назовем её основной теоремой): число путей дли-
ны t из i в j в графе Γ равно m(t)

ij , i, j ∈ {1, . . . , n}, где M t =
(
m

(t)
ij

)
. Таким образом,
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примитивность орграфа и величина экспонента определяется свойствами путей в гра-
фе, в частности M > 0, если и только если орграф Γ полный. Далее используется
в основном язык теории графов.

Известные оценки экспонентов матриц и орграфов можно разделить на универсаль-
ные и специальные (для частных классов). В данной работе предложена новая форму-
ла универсальной оценки экспонента n-вершинного примитивного орграфа, улучшаю-
щая известную формулу А. Далмэджа и Н. Мендельсона [2].

1. Известные универсальные оценки экспонентов
Исторические этапы прогресса в развитии оценок экспонентов матриц и графов

отражены в [3]. Приведём самые необходимые сведения для иллюстрации происходив-
ших достижений в части улучшения универсальных оценок.

Критерий примитивности орграфа Γ, доказанный в 1961 г. П. Перкинсом [4], опре-
деляется множеством его контуров. Обозначим Ĉ = {C1, . . . , Cm} множество контуров
в Γ длин l1, . . . , lm соответственно, то есть L(Ĉ) = {l1, . . . , lm}. Индексом множества
контуров Ĉ назовём число d = НОД(l1, . . . , lm), обозначается ind Ĉ. Критерий прими-
тивности орграфа можно сформулировать так: сильносвязный орграф Γ примитив-
ный, если и только если он содержит множество контуров индекса 1.

Универсальная оценка (без доказательства) экспонента n-вершинного примитивно-
го орграфа Γ дана Х. Виландтом [5] в 1950 г.:

expΓ 6 n2 − 2n+ 2. (1)

Доказательство оценки (1) представлено в [4, 6]. При n > 1 описаны n-вершинные
орграфы [7, 2] (названные в [7] в честь Виландта), на которых достигается оценка (1).
Эти орграфы изоморфны, имеют n + 1 дугу и содержат ровно два простых контура
длин n и n− 1.

В [2] уточнена оценка (1) при известной длине l контура в орграфе:

expΓ 6 n+ l(n− 2).

Формула Далмэджа и Мендельсона для вычисления более точных оценок требует
дополнительных определений. Приведём эту формулу и затем усилим её.

Говорят, что «путь проходит через контур», если у пути и контура есть общая
вершина. Путь проходит через множество контуров, если он проходит через каждый
контур множества.

В орграфе Γ обозначим: C —множество всех простых контуров орграфа Γ; Cd —
класс всех подмножеств индекса d множества C.

Множество 2C образует решётку относительно теоретико-множественного вклю-
чения. Единицей решетки является множество C, нулём— пустое множество. Если
ind C = d, то класс Cd является верхней подполурешеткой решетки 2C.

Пусть в орграфе Γ ri,j(Ĉ) —длина кратчайшего пути из i в j, проходящего через
множество контуров Ĉ индекса 1, r(Ĉ) = max

06i,j6n−1
ri,j(Ĉ), тогда [2]

expΓ 6 1 + F
(
L(Ĉ)

)
+ r(Ĉ), (2)

где F
(
L(Ĉ)

)
—число Фробениуса для аргументов l1, . . . , lm (наибольшее целое число,

не принадлежащее аддитивной полугруппе 〈l1, . . . , lm〉). Так как оценка (2) верна для
любого множества контуров Ĉ индекса 1, то [3]

expΓ 6 1 + min
Ĉ∈C1

{
F (L(Ĉ)) + r(Ĉ)

}
. (3)
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Технические трудности вычисления оценок (2) и (3) в общем случае состоят в опре-
делении числа Фробениуса F

(
L(Ĉ)

)
и величины r(Ĉ). При m > 2 для общего вида

множества L(Ĉ) не существует формулы числа Фробениуса, выраженной с помощью
только арифметических операций над аргументами. Вместе с тем проблема вычис-
ления F (L(Ĉ)) в целом решена, различные алгоритмы и формулы, использующие
теоретико-множественные операции, изложены в [8, 9]. Что касается величины r(Ĉ),
то получены несколько её оценок через n и числа l1, . . . , lm. Например, с использова-
нием (2) получена оценка [10, ч. 1, с. 185]

exp Γ 6 n(m+ 1) + F (L(Ĉ))− l1 − . . .− lm. (4)

С учётом структурных свойств множества Ĉ оценка (4) улучшена [11, с. 80]. Обозна-
чим Γ(Ĉ) = C1 ∪ . . . ∪ Cm —часть орграфа Γ, где l1 6 . . . 6 lm. Если орграф Γ(Ĉ)
сильносвязный, то он содержит контур Z, проходящий через множество контуров Ĉ и
проходящий через каждую дугу столько раз, сколько контуров множества Ĉ содержат
эту дугу. Контур Z в общем случае определён неоднозначно и называется квазиэйле-
ровым Ĉ-контуром, его длина определена однозначно: lenZ = l1 + . . . + lm. Пусть
орграф Γ(Ĉ) имеет компоненты связности Ĉ1, . . . , Ĉr, 1 6 r 6 m, содержащие незави-
симые квазиэйлеровы контуры Z1, . . . , Zr длин λ1, . . . , λr соответственно. Полагая без
ущерба для общности λ1 > . . . > λr, получаем оценку

expΓ 6 n(r + 1) + F (L(Ĉ))−
r∑
j=1

(lj + (j − 1)λj). (5)

В частности, если орграф Γ(Ĉ) связный, то

expΓ 6 2n− l1 + F (L(Ĉ)).

Таким образом, (5) следует из (2) и использует наилучшую на сегодняшний день уни-
версальную оценку величины r(Ĉ) для примитивных орграфов.

2. Улучшение универсальной оценки экспонента орграфа
Для улучшения оценки (3) использовано понятие локального экспонента орграфа.

Орграф Γ называется (i, j)-примитивным, 0 6 i, j 6 n − 1, если при некотором γ ∈ N
для любого t > γ в орграфе Γ имеется путь длины t из вершины i в вершину j. Наи-
меньшее такое γ называется (i, j)-экспонентом орграфа Γ и обозначается (i, j)-expΓ.
Примитивный орграф Γ является (i, j)-примитивным для любых i, j ∈ {0, . . . , n− 1} и

expΓ = max
(i,j)

(i, j)-expΓ.

Оценим (i, j)-expΓ примитивного орграфа Γ. Пусть w = (i0, i1, . . . , it) —путь в оргра-
фе Γ, проходящий через множество контуров Ĉ = {C1, . . . , Cm}. Путь e(w) называется
Ĉ-расширением пути w:

e(w) = k0,1C1(i0)·. . .·k0,mCm(i0)·(i0, i1)·k1,1C1(i1)·. . .·(it−1, it)kt,1C1(it)·. . .·kt,mCm(it). (6)

Здесь ku,v = 0, если вершина iu не принадлежит контуру Cv, в противном случае
ku,v ∈ N0, 0 6 u 6 t, 1 6 v 6 m; kC(j) есть k-кратно пройденный из вершины j кон-
тур C, если j лежит на контуре C, и есть пустой контур в противном случае. Все дуги
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пути w являются дугами пути e(w) и порядок их следования в пути e(w) сохраняет-
ся. Начальные (и конечные) вершины путей w и e(w) совпадают в силу определения
расширения пути.

Обозначим S+S ′ = {s+s′ : s ∈ S, s′ ∈ S ′}, где S, S ′ ⊆ N, в частности r+S = {r}+S
для r ∈ N; E(Ĉ, w) —множество всех Ĉ-расширений пути w; W (i, Ĉ, j) —множество
путей из i в j, проходящих через множество контуров Ĉ. Путь w является тривиальным
расширением самого себя.

Лемма 1. Пусть ind Ĉ = d > 1 и L(Ĉ) = {l1, . . . , lm}, тогда:
а) lenw ≡ len e(w) (mod d) для любого Ĉ-расширения e(w) пути w;
б) LE(Ĉ, w) = {lenw + 〈l1, . . . , lm〉}, где 〈l1, . . . , lm〉— аддитивная полугруппа, по-

рождённая множеством чисел {l1, . . . , lm}.
Доказательство. Из равенства (6) следует, что

len e(w)− lenw =
t∑

u=0

m∑
v=1

ku,vlv,

где ku,v —кратность прохождения контура длины lv. Все слагаемые суммы в правой
части равенства и, значит, сумма в целом кратны d, то есть сравнение верно.

Если вершина iu принадлежит контуру Cv, то, варьируя всевозможные целые неот-
рицательные значения ku,v, получаем из последнего равенства выражение для множе-
ства LE(Ĉ, w).

Для множества натуральных чисел L = {l1, . . . , lm}, где НОД(L) = d, обозначим
F̂ (L) число d · F (l1/d, . . . , lm/d). Заметим, что F̂ (L) = F (L) при d = 1.

Следствие 1. Множество LE(Ĉ, w) содержит все числа, сравнимые с lenw по
модулю d и превышающие lenw + F̂ (L(Ĉ)), то есть числа вида lenw + F̂ (L(Ĉ)) + kd,
k ∈ N.

Доказательство. Следует из определения чисел Фробениуса и чисел F̂ .

Пусть d ∈ N, ∅ 6= Y ⊂ Z. Множество Y , содержащее полную систему вычетов
по модулю d, называется d-полным. Любое непустое множество целых чисел является
1-полным.

Лемма 2. Если орграф Γ примитивный, то множество LW (i, Ĉ, j) является
d-полным при любых i, j ∈ Zn и любом множестве контуров Ĉ индекса d > 1.

Доказательство. В силу примитивности в Γ имеются пути wl(i, u) из вершины i
в вершину u длин l = γ, γ + 1, . . . , γ + d− 1, где γ = expΓ. Так как Γ сильносвязный,
то в Γ имеется путь w из u в j, проходящий через множество контуров Ĉ индекса d.
Следовательно, W = {wl(i, u) ·w : l = γ, γ + 1, . . . , γ + d− 1} есть множество путей из i
в j, проходящих через множество контуров Ĉ индекса d, и множество LW является
d-полным.

Обозначим rs/di,j (Ĉ) —длина кратчайшего пути w из i в j, проходящего через множе-
ство контуров Ĉ, при условии, что lenw ≡ s (mod d), s = 0, . . . , d− 1 (в силу леммы 2
такие пути в Γ имеются); Ri,j(Ĉ) = max{r0/di,j (Ĉ), . . . , r

d−1/d
i,j (Ĉ)}; R(Ĉ) = max

(i,j)
Ri,j(Ĉ).

Заметим, что ri,j(Ĉ) = min{r0/di,j (Ĉ), . . . , r
d−1/d
i,j (Ĉ)}.
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Теорема 1. Для любого непустого множества контуров Ĉ индекса более 1

(i, j)-expΓ 6 1 + F̂
(
L(Ĉ)

)
+Ri,j(Ĉ),

expΓ 6 1 + F̂
(
L(Ĉ)

)
+R(Ĉ).

Доказательство. Для множества путей W (i, Ĉ, j), где indĈ = d, имеем разби-
ение

W (i, Ĉ, j) = W0(i, Ĉ, j) ∪ . . . ∪Wd−1(i, Ĉ, j), (7)

где Ws(i, Ĉ, j) —множество всех путей из i в j, проходящих через множество конту-
ров Ĉ, длина которых сравнима с s по модулю d, s = 0, . . . , d− 1. По лемме 2 множе-
ство LW (i, Ĉ, j) является d-полным, значит, вWs(i, Ĉ, j) есть путь ws длины r

s/d
i,j (Ĉ), и

в силу леммы 1 длина любого Ĉ-расширения пути ws сравнима с rs/di,j (Ĉ) по модулю d.
Наибольшее целое число, сравнимое с s по модулю d и не входящее в LWs, в силу
следствия 1 не превышает rs/di,j (Ĉ) + F̂ (L(Ĉ)), s = 0, . . . , d − 1. Следовательно, в соот-
ветствии с разбиением (7) наибольшее натуральное число, не входящее в LW (i, Ĉ, j),
не превышает Ri,j(Ĉ) + F̂ (L(Ĉ)). Отсюда получаем оценки для (i, j)-expΓ и expΓ.

Следствие 2. Для любого примитивного орграфа Γ

expΓ 6 1 + min
∅6=Ĉ⊆C

{
F̂ (L(Ĉ)) +R(Ĉ)

}
. (8)

Доказательство. Следует из (7) для любого непустого множества Ĉ ⊆ C.

Замечание 1. Оценка (8) уточняет оценку (3) на множестве примитивных ор-
графов: если ind Ĉ = 1 в орграфе Γ, то F (L(Ĉ)) = F̂ (L(Ĉ)), r(Ĉ) = R(Ĉ), то есть
оценки совпадают. Уточнение возможно, если ind Ĉ > 1.

Покажем, что существует бесконечный класс орграфов, для которого оценки (8)
и (3) существенно отличаются.

Теорема 2. Пусть множество вершин орграфа Γ есть {0, 1, . . . , 2k − 1}, k > 1,
множество дуг содержит дуги контуров C0 = (k− 1, 2k− 1), C1 = (0, . . . , k− 2, 2k− 1),
C2 = (k − 1, . . . , 2k − 2) и ещё дуги (k − 2, k − 1) и (2k − 2, 2k − 1) (рис. 1). Тогда для
орграфа Γ:
— оценка (3) принимает значение 3k − 2 при чётных k и 3k − 3 при нёчетных k;
— оценка (8) принимает значение 2k при чётных k и 2k − 1 при нечётных k.

0 k 2 k 1 2k 3

2k 1 2k 2

Рис. 1. Орграф Γ

Доказательство. По условию множество простых контуров орграфа Γ есть C =
= {C0, C1, C2, C3, C4, C5}, где C3 = (0, . . . , k−2, k−1, 2k−1), C4 = (k−1, . . . , 2k−2, 2k−1)
и C5 есть гамильтонов контур (0, 1, . . . , 2k−1). Множество длин всех простых контуров
есть L(C) = {2, k, k + 1, 2k}, ind C = 1.
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Пусть Ĉ ⊆ C. При нечётном k ind Ĉ = 1, если и только если {2, k}⊆L(Ĉ) или
{k, k+1}⊆L(Ĉ). Отсюда класс C1 состоит из 42 множеств: {C0, C1}, {C0, C2}, {C1, C3},
{C1, C4}, {C2, C3}, {C2, C4}, {C0, C1, C2}, {C0, C1, C3}, {C0, C1, C4}, {C0, C1, C5}, {C0, C2,
C3}, {C0, C2, C4}, {C0, C2, C5}, {C1, C2, C3}, {C1, C2, C4}, {C1, C3, C4}, {C1, C3, C5},
{C1, C4, C5}, {C2, C3, C4}, {C2, C3, C5}, {C2, C4, C5}, {C0, C1, C2, C3}, {C0, C1, C2, C4},
{C0, C1, C2, C5}, {C0, C1, C3, C4}, {C0, C1, C3, C5}, {C0, C1, C4, C5}, {C0, C2, C3, C4},
{C0, C2, C3, C5}, {C0, C2, C4, C5}, {C0, C3, C4, C5}, {C1, C2, C3, C4}, {C1, C2, C3, C5},
{C1, C3, C4, C5}, {C2, C3, C4, C5}; C\Cr, r = 0, . . . , 5; C.

При чётном k имеем: ind Ĉ = 1, если и только если {2, k+1} ⊆ L(Ĉ) или {k, k+1} ⊆
⊆ L(Ĉ). Класс C1 состоит из 42 множеств, полученных из предыдущего списка с по-
мощью взаимной замены C1 ↔ C3 и C2 ↔ C4.

Покажем, что в орграфе Γ величина F (L(Ĉ)) + R(Ĉ) принимает наименьшее зна-
чение при Ĉ = C. Обозначим через ρ(i, j) длину кратчайшего пути из i в j. Заметим,
что

max
06i,j62k−1

ρ(i, j) = ρ(0, 2k − 2) = ρ(k, k − 2) = 2k − 2.

Кратчайшие пути w = (0, . . . , 2k − 2) и w′ = (k, . . . , k − 2) суть части гамильтонова
контура и проходят через вершины k− 1 и 2k− 1 соответственно. Значит, через любое
множество контуров индекса 1 проходит либо w, либо w′. Отсюда r(Ĉ) = 2k − 2 для
любого Ĉ ∈ C1.

В силу определения числа Фробениуса F (L) 6 F (L′) при НОД(L′) = НОД(L) =
= 1, если L′ ⊆ L. Следовательно, F (L(Ĉ)) > F (L(C)) = F (2, k, k + 1, 2k) для любого
множества Ĉ индекса 1. Отсюда получаем значение оценки (3), так как F (L(C)) =
= F (2, k) = k − 2 при нечётных k и F (L(C)) = F (2, k + 1) = k − 1 при чётных k.

Вычислим оценку экспонента (8) с использованием одноэлементного множества
контуров Ĉ={C0} индекса 2. Оценим величинуR(C0)= max

06i,j62k−1
max{r0/2i,j (C0),r

1/2
i,j (C0)}.

Множество длин путей из 2k − 1 в 2k − 2 является 2-полным. При нечётных k
кратчайшие пути w и w′, проходящие через контур C0, длины которых соответ-
ственно нечётная и чётная, имеют вид w = (2k − 1, k − 1, k, . . . , 2k − 2), w′ =
= C1(2k − 1) · w, где C1(2k − 1) —контур C1, пройденный из вершины 2k − 1. Отсюда
R(C0) = R2k−1,2k−2(C0) = max{lenw, lenw′} = 2k.

При чётных k кратчайшие пути w и w′, проходящие через контур C0, длины ко-
торых соответственно чётная и нечётная, имеют вид w = (2k − 1, k − 1, k, . . . , 2k − 2),
w′ = C3(2k−1) ·w, где C3(2k−1) —контур C3, пройденный из вершины 2k−1. Значит,
R(C0) = R2k−1,2k−2(C0) = max{lenw, lenw′} = 2k + 1. Так как F̂ (C0) = F̂ (2) = −2, то
в обоих случаях имеем нужные значения оценки (8).

Пример 1. В таблице приведены экспоненты орграфов из теоремы 2 и значения
их оценок (3) и (8) при k = 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Значения экспонентов и оценок для орграфов из теоремы 2
Число вершин Оценка (3) expΓ

Оценка (8) expΓ expΓорграфа 2k для контура C0

4 4 4 4
6 6 5 5
8 10 8 8
10 12 9 9
12 16 12 11
14 18 13 13
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Нерешённая задача: описание множества примитивных n-вершинных орграфов,
для которых оценка (3) допускает улучшение типа оценки (8) с использованием мно-
жества контуров индекса d > 1.
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