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ТЕЧЕНИЯ НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ

В ТРУБЕ С ВНЕЗАПНЫМ СУЖЕНИЕМ1

Сформулирована математическая модель ламинарного течения неньютонов-
ской жидкости в трубе с внезапным сужением, которая включает уравнения
движения и неразрывности в переменных функция тока – вихрь. Реологиче-
ские свойства среды описаны степенным законом Оствальда – де Виля. Ста-
ционарное решение задачи получено методом установления с последующей
реализацией конечно-разностного метода на основе схемы переменных на-
правлений. Выполнен анализ структуры течения, рассчитаны кинематиче-
ские характеристики потока в зависимости от основных параметров задачи.
На основе полученных данных проведены параметрические исследования
коэффициента местного сопротивления для различных значений показателя
нелинейности, степени сужения трубы и числа Рейнольдса.
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Течение жидкости через различные конструктивные особенности реализуется
во многих технических приложениях, связанных с транспортом жидких сред.
В частности, резкое уменьшение диаметра канала, которое представляет собой
внезапное сужение, часто встречается в качестве элемента трубопроводов, экс-
трудеров, реакторов и т.д. В подобном оборудовании имеют место течения горю-
чих материалов, расплавов и растворов полимерных жидкостей, которые требуют
особого внимания и детального изучения для обеспечения эффективности и безо-
пасности производства.

Задача о течении жидкости в канале с внезапным сужением привлекла внима-
ние исследователей еще в середине прошлого столетия [1−3]. Большинство работ
того времени посвящено экспериментальным исследованиям, которые выполня-
лись с помощью оборудования, способного визуализировать течение и представ-
лять качественное поведение характеристик процесса. В работе [2] показана эво-
люция профиля скорости, реализуемая в канале с сужением. Выявлена тенденция
изменения зоны двумерного течения, которая образуется сразу за скачком сече-
ния, в зависимости от числа Рейнольдса, представлено сравнение полученных
данных с результатами экспериментальных работ других авторов.

Стремительное развитие вычислительной техники и разработка численных ме-
тодов привели к увеличению количества работ, посвященных численному иссле-

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-19-00021).
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дованию течения жидкости в канале с внезапным сужением [4]. В работе [5] автор
представил результаты решения задачи о течении жидкости в плоском канале с
сужением методом конечных элементов. Показано влияние числа Рейнольдса на
картину течения, интенсивность движения жидкости в циркуляционной зоне и
общий перепад давления. Результаты применения конечно-разностного метода
для решения задачи в переменных функция тока – вихрь опубликованы в статье
[6]. Особое внимание уделено расчету значения вихря в угловой точке канала с
сужением. В [7] задача решалась методом контрольных объемов с применением
процедуры SIMPLE. Автор продемонстрировал преимущества данного метода над
методом конечных элементов при моделировании течения неньютоновской жид-
кости в рассматриваемой геометрии. Повышение точности решения и скорости
сходимости расчетного алгоритма удалось получить, используя метод конечных
объемов совместно с высокоразрешающей схемой, приведенной в работе [8].

На сегодняшний день доступно множество работ, в которых представлены ре-
зультаты исследования течения ньютоновской жидкости в канале с сужением, де-
монстрирующие структуру потока и основные кинематические характеристики
процесса [9−12]. Однако интенсивное развитие промышленности и медицины со-
провождается необходимостью исследования течения неньютоновских жидко-
стей, которые характеризуются сложными реологическими свойствами. Во мно-
гих случаях, например, при моделировании течения нефти, глицерина, целлюло-
зы, крови и т.д., удается достаточно точно описать реологические свойства жид-
кости, используя степенную модель Оствальда – де Виля [2, 13, 14]. Данная мо-
дель позволяет рассмотреть поведение псевдопластичных, ньютоновских и дила-
тантных жидкостей.

В [15] представлены результаты численных и экспериментальных исследова-
ний течения степенной жидкости в канале с внезапным сужением. Показано, что
структура течения формируется из зон одномерного течения в окрестности вход-
ного и выходного сечений, зон двумерного течения в области скачка сечения и
циркуляционной зоны в окрестности угла. Проводится сравнение полученных
значений длин зон двумерного течения с данными других авторов в зависимости
от числа Рейнольдса. Однако отсутствуют функциональные зависимости длин зон
двумерного течения от показателя нелинейности и степени сужения канала, кото-
рые также оказывают значительное влияние на характер и структуру потока.

Практическая значимость исследования течения жидкости в канале с сужени-
ем заключается в определении местных потерь давления. В обзорной части рабо-
ты [15] отражено множество источников, в которых представлены результаты
расчетов местных потерь давления для рассматриваемой геометрии. Автор также
демонстрирует собственные данные, полученные в ходе экспериментального и
численного исследования течения неньютоновской жидкости в каналах с различ-
ными степенями сужения. Сравнение зависимостей местного сопротивления от
числа Рейнольдса показало частичное совпадение. При этом выявлены сущест-
венные расхождения между результатами экспериментов и численных расчетов.
Анализ выполненных работ показывает, что необходимы дополнительные иссле-
дования течения неньютоновской жидкости в канале с внезапным сужением и по-
лучение количественных зависимостей местных потерь давления не только от
числа Рейнольдса, но и от других параметров задачи.

Целью настоящей работы является определение характеристик структуры по-
тока степенной жидкости в трубе с сужением в зависимости от определяющих па-
раметров задачи и расчет коэффициента местного сопротивления для широкого
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диапазона изменения числа Рейнольдса, показателя нелинейности жидкости и
степени сужения трубы.

Физико-математическая постановка задачи

Рассматривается стационарное течение несжимаемой неньютоновской жидко-
сти в трубе с внезапным сужением. Область течения Ω схематично представлена
на рис. 1. Используется осесимметричная постановка задачи в цилиндрической
системе координат.

Рис. 1. Область решения
Fig. 1. Solution domain

Для математического описания течения записываются уравнения в перемен-
ных функция тока – вихрь, приведенные к безразмерному виду
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Реологические свойства среды описываются степенной моделью Оствальда – де
Виля, в которой безразмерная эффективная вязкость (B) вычисляется по формуле

1,nB A −= (3)
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Здесь ,v u − радиальная и аксиальная компоненты скорости соответственно, А – ин-
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тенсивность тензора скоростей деформаций,
 

2Re ρ /n nU D k−=
 
–
 
число Рейнольдса,

22D R= − диаметр узкой части трубы,ρ −  плотность жидкой среды, U – среднерас-
ходная скорость в узкой части трубы, k − показатель консистенции, n –показатель
нелинейности жидкости. Используются следующие масштабы обезразмеривания:
скорости – скорость U, длины – радиус R2, давления – величина 2ρ / 2.U

Жидкость поступает в трубу через входную границу Г1 с постоянным задан-
ным расходом, профиль скорости при этом соответствует её установившемуся те-
чению в бесконечной трубе. На твердой стенке Г2 выполняются условия прилипа-
ния, на оси Г4 – условия симметрии. На выходной границе Г3 задаются мягкие
граничные условия. Входное и выходное сечения трубы располагаются на рас-
стоянии от сужения, достаточном для реализации установившегося течения вбли-
зи этих сечений при заданных параметрах задачи (L1/R2 = 10, L2/R2 = 20). Степень
сужения трубы определяется отношением радиуса широкой части к радиусу узкой
части β = R1/R2 (рис. 1). Условия на границах исследуемой области записываются
в виде
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Метод решения

Для получения стационарного решения задачи используется метод установле-
ния, в соответствии с которым в основные уравнения добавляется фиктивная про-
изводная по времени [16]. Дискретизация уравнений выполняется конечно-
разностным методом на основе схемы переменных направлений [17]. Решение
преобразованных уравнений осуществляется методом прогонки [16].

Степенная реологическая модель жидкости при n < 1 дает «бесконечное» зна-
чение эффективной вязкости в окрестности оси симметрии, где A→0. Для реали-
зации устойчивого расчета течения степенной жидкости во всей области течения,
включая область малых значений A, проводится регуляризация реологической
модели, которая предполагает внесение малого добавочного члена ε в выражение
для эффективной вязкости. Учитывая добавку, формула (3) принимает вид

1( ε) .nB A −= + (4)
Данная модификация, допуская предельный переход к степенной модели при
ε → 0, расширяет диапазон изменения показателя нелинейности для устойчивого
расчета [18].
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Для верификации численного алгоритма на основе результатов тестовых рас-
четов выполняется проверка аппроксимационной сходимости. Профили аксиаль-
ной скорости, формируемые на стыке широкой и узкой частей трубы, при различ-
ных значениях шага квадратной сетки (h) показаны на рис. 2. Для случая Re = 1,
β = 2, n = 0.5 рассчитанное значение аксиальной скорости на оси симметрии в вы-
ходном сечении трубы (u*) сравнивалось со значением, полученным аналитиче-
ски для трубы постоянного радиуса с полностью развитым течением

ан
3 1( 0) .

1
nu r
n

+
= =

+
Значения относительной ошибки величины скорости ( ан ан( *) / 100 %E u u u= − ⋅ ) в
зависимости от шага сетки и параметра регуляризации приведены в табл. 1 (при
ε = 0.001) и табл. 2 (при h = 0.025) соответственно. Результаты, представленные на
рис. 2 и в табл. 1, демонстрируют аппроксимационную сходимость численного
алгоритма. Для дальнейших расчетов выбран шаг сетки h = 0.025. Из табл. 2 вид-
но, что при заданных параметрах Re = 1, β = 2, n = 0.5 уменьшение ε способствует
уменьшению относительной ошибки Е. Анализ данных позволяет выбрать в каче-
стве параметра регуляризации ε = 0.001.
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 Рис. 2. Профиль аксиальной скорости в скачке сечения (Re = 1, β = 2, n = 0.5, ε = 0.001).
Обозначения: ●●● – h = 0.1, - - - – h = 0.05, + + + – h = 0.025, ——— – h = 0.0125

Fig. 2. Axial velocity profile at the contraction plane (Re = 1, β = 2, n = 0.5, and ε = 0.001).
Notations: ●●● – h = 0.1, - - - – h = 0.05, + + + – h = 0.025, ——— – h = 0.0125

Т а б л и ц а  1 Т а б л и ц а  2

h Е, % ε Е, %
0.1 1.550 0.1 1.765
0.05 0.292 0.05 0.969
0.025 0.071 0.01 0.188
0.0125 0.004 0.005 0.053

0.001 0.031
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В процессе течения жидкости в трубе со скачком сечения имеют место два ви-
да потерь полного давления: потери на трение трP∆ , которые являются следствием

проявления вязких сил в потоке, и местные потери мP∆  в окрестности скачка се-
чения [19]. Сумма указанных потерь представляет собой перепад полного давле-
ния между входной и выходной границами трубы:

1 2 тр мP P P P P− = ∆ = ∆ + ∆ .

Отношение потерянного на участке полного давления к динамическому напо-
ру определяет коэффициент гидравлического сопротивления [19]

тр м
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= = = +
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,

где мС – коэффициент местного сопротивления, трС – коэффициент сопротивле-
ния трения, определяемый по формуле
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Расчетная формула для коэффициента местного сопротивления получается в
результате применения уравнения Бернулли к сечениям, расположенным вверх и
вниз по течению от внезапного сужения
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Рис. 3. Схематичное распределение давления
вдоль трубы с внезапным сужением

Fig. 3. Schematic representation of the pressure distribution
along a pipe with sudden contraction
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где мp∆ – потери гидродинамического давления на преодоление сужения, α – ко-
эффициент коррекции кинетической энергии, который учитывает неоднородность
профиля скорости в трубе и рассчитывается по формуле [20]

23(3 1)α .
(2 1)(5 3)

n
n n

+
=

+ +

Значение мp∆  вычисляется экстраполяцией прямолинейных профилей давления на
участках одномерного течения в сечение z0, где расположен скачок сечения (рис. 3).

Коэффициент местного гидравлического сопротивления можно также пред-
ставить как отношение потерянной на участке между входом и выходом энергии
(мощности) к кинетической энергии (мощности) во входном сечении [19]

м тр3 ,
(1/ 2)ρ

NС С
FU

∆
= − (6)

где 22N BA d
Ω

∆ = π Ω∫∫ – мощность, теряемая на данном участке, т.е. механическая

энергия, которая переходит в тепловую энергию за единицу времени [21], F –
площадь входного сечения.

Результаты

Для проведения параметрических расчетов выбраны следующие диапазоны
изменения основных параметров: 0.1 ≤ Re ≤ 100, 1.25 ≤ β ≤ 4, 0.6 ≤ n ≤ 1.5. На ос-
нове полученных данных восстановлены картины течения дилатантной (рис. 4, а)
и псевдопластичной (рис. 4, b) жидкостей. Видно, что характер и структура пото-
ка двух жидкостей качественно совпадает. В обоих случаях на достаточном уда-
лении от скачка сечения вниз и вверх по потоку формируются зоны одномерного
течения, а вблизи сужения – зона двумерного течения. В окрестности внутреннего
угла образуется циркуляционная зона, размер которой увеличивается с ростом
значения показателя нелинейности.
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Рис. 4. Распределения линий тока: (а) Re = 1, β = 2, n = 1.5, (b) Re = 1, β = 2, n = 0.5
Fig. 4. Streamline distributions: (а) Re = 1, β = 2, and n = 1.5; (b) Re = 1, β = 2, and n = 0.5
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Для количественного анализа течения вводятся безразмерные геометрические
характеристики структуры потока (рис. 4, а): длины зон двумерного течения,
формируемых до и после сужения (l1 и l2 соответственно), длина циркуляционной
зоны (L). Величины l1 и l2 определяются расстоянием от скачка до поперечных се-
чений, в которых на оси симметрии аксиальная скорость принимает значения, от-
личные на 1% от тех, которые реализуются в области одномерного течения в уз-
кой и широкой частях канала соответственно.

Зависимости длин зон двумерного течения от числа Рейнольдса, коэффициен-
та сужения трубы и степени нелинейности жидкости представлены на рис. 5.

Изменения l1, l2, L имеют следующий характер:
- рост числа Рейнольдса способствует уменьшению l1 и L и значительному уве-

личению l2 за счет преобладания инерционных сил над вязкими силами (рис. 5, а);
- с увеличением степени сужения трубы происходит увеличение L и l1, при

этом характер течения в узкой части трубы меняется слабо, поэтому изменение l2
незначительно (рис. 5, b);

- при увеличении показателя нелинейности l1 и l2 монотонно уменьшаются, при
этом значения L растут (рис. 5, с).
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Рис. 5. Зависимости геометрических
характеристик структуры потока от
определяющих параметров: (а) β = 2,
n = 0.8, (b) Re = 1, n = 0.8, (c) Re = 10,
β = 2
Fig. 5. Dependency diagrams of the
geometrical characteristics of the flow
structure upon the main parameters: (а)
β = 2, n = 0.8, (b) Re = 1, n = 0.8, and
(c) Re = 10, β = 2
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На рис. 6 представлены распределения линий тока в окрестности скачка сече-
ния, взятые из [22] и полученные в данной работе. Сравнение проводится при
следующих параметрах: β = 4, Re = 10, 50, n = 0.5, 1. Для всех рассмотренных
случаев наблюдается хорошее согласование картин течения.

а b c d

e f g h

Рис. 6. Сравнение распределений линий тока из статьи [22] (a, b, c, d) и данной работы (e, f,
g, h) для β = 4: (a), (e) Re = 10, n = 0.5; (b), (f) Re = 50, n = 0.5; (c), (g) Re = 10, n = 1; (d), (h)
Re = 50, n = 1
Fig. 6. Comparison of the streamline distributions presented in [22] (a, b, c, d) and current work
(e, f, g, h) at β = 4: (a), (e) Re = 10, n = 0.5; (b), (f) Re = 50, n = 0.5; (c), (g) Re = 10, n = 1; and
(d), (h) Re = 50, n = 1

Значения коэффициента местного сопротивления были получены с использо-
ванием двух формул (5) и (6). Результаты расчетов в зависимости от числа Рей-
нольдса для псевдопластичной (n = 0.8), ньютоновской (n = 1.0) и дилатантной
(n = 1.2) жидкостей при β = 2 представлены в табл. 3.

Т а б л и ц а  3

Re 0.1 1 5 10 20 50 100

м (5)С 107.747 10.791 2.222 1.202 0.699 0.390 0.313
n = 0.8

м (6)С 110.616 11.076 2.256 1.202 0.692 0.383 0.294

м (5)С 134.984 13.516 2.788 1.478 0.853 0.474 0.391
n = 1.0

м (6)С 138.726 13.880 2.843 1.506 0.862 0.485 0.375

м (5)С 168.389 16.859 3.450 1.821 1.037 0.583 0.476
n = 1.2

м (6)С 172.962 17.320 3.531 1.853 1.051 0.591 0.460

Сравнение показало, что в рассматриваемом диапазоне чисел Рейнольдса мак-
симальное отличие значений местного гидравлического сопротивления, вычис-
ленных по двум различным формулам, не превышает 6.5 %. Для дальнейших рас-
четов См использовалась формула (5).
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На величину коэффициента местного сопротивления значительное влияние
оказывают геометрические характеристики области течения, показатель нелиней-
ности реологической модели жидкости и число Рейнольдса. В результате пара-
метрических расчетов выявлено, что увеличение степени сужения трубы способ-
ствует росту См до некоторого предельного значения, которое достигается при
больших β (рис. 7, а). Изменение n от 0.5 до 1.5 приводит к монотонному увели-
чению См (рис. 7, b). Рост значений числа Re приводит к падению местных потерь
давления в связи с уменьшением размеров области циркуляционного движения и
зоны двумерного течения перед уступом (рис. 7, c).
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С целью верификации расчётных данных проводится сравнение с результата-
ми, полученными другими исследователями. На рисунке 8, а демонстрируется
распределение аксиальной скорости, формируемое в скачке сечения при различ-
ных значениях числа Рейнольдса (Re = 10, 30, 100) в случае β = 2, n = 1. Сравне-
ние результатов расчетов с данными работы [23] показало удовлетворительное
согласование. Зависимость коэффициента местного сопротивления от числа Рей-
нольдса подтверждает аналогичную зависимость из работы [15] при β = 4.558,
n = 1 (рис. 8, b).

Рис. 7. Зависимость коэффициента местного
сопротивления от: степени сужения при
Re = 1 (а); показателя нелинейности при
β = 2 (b); числа Рейнольдса при β = 2 (с)
Fig. 7. Local resistance coefficient as a func-
tion of: (а) contraction ratio at Re = 1;
(b) power-law index at β = 2; and (с) Reynolds
number at β = 2
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Рис. 8. Сравнение результатов: (а) профиль аксиальной скорости в скачке сечения при раз-
личных Re для β = 2, n = 1: - - - – расчеты из [23], ●●● – расчеты из данной работы; (b) ко-
эффициент местного сопротивления в зависимости от Re при β = 4.558, n = 1: - - - – расче-
ты из [15], ——— – расчеты из данной работы
Fig. 8. Comparison of the results: (а) axial velocity profile at the contraction plane for various Re
at β = 2, n = 1:  - - - – calculated data from [23], ●●● – calculated data in the current work; (b) lo-
cal resistance coefficient as a function of Re at β = 4.558, n = 1: - - - – calculated data from [15],
——— – calculated data in the current work

В табл. 4 представлено сравнение результатов расчетов См для β = 2.6, n = 0.75,
1.00, 1.25 в диапазоне 1≤ Re ≤ 100 с данными из работы [24]. Следует отметить,
что для выполнения сравнения результатов в эквивалентных условиях необходи-
мо учитывать различие масштабных величин для вычисления числа Рейнольдса в
[24] и в настоящей работе. Наблюдается хорошее согласование значений коэффи-
циента местного сопротивления.

Т а б л и ц а  4

См
n = 0.75 n = 1.00 n = 1.25Re

Формула (5) Работа [24] Формула (5) Работа [24] Формула (5) Работа [24]
1 12.659 12.827 16.152 16.570 20.708 21.540
5 2.631 2.741 3.328 3.530 4.238 4.564
10 1.450 1.481 1.777 1.900 2.236 2.442
20 0.860 0.850 1.029 1.085 1.277 1.381
50 0.508 0.472 0.588 0.596 0.741 0.744
100 0.323 0.346 0.424 0.433 0.554 0.532

Заключение

Получено численное решение задачи о ламинарном стационарном течении
степенной жидкости в трубе со скачком сечения в виде сужения. Восстановлены
картины течения псевдопластичной и дилатантной жидкостей. Проведены пара-
метрические исследования геометрических характеристик структуры потока в за-
висимости от числа Рейнольдса (0.1 ≤ Re ≤ 100), степени сужения трубы (1.25 ≤ β
≤ 4) и показателя нелинейности жидкости (0.5 ≤ n ≤ 1.5). Продемонстрированы ре-
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зультаты применения двух способов расчета коэффициента местного сопротивле-
ния. Построены зависимости местных потерь давления от определяющих пара-
метров задачи. Приведены результаты сравнения полученных данных с данными
других авторов.
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Sudden contraction represents a geometrical heterogeneity leading to the significant flow
structure changes and intensifying energy losses. The fluid flowing through a sudden contraction
is of great scientific interest as it is found to be an intermediate stage of the processes taking place
in a technical equipment such as pumps, engines, reactors, etc.

In this paper, the problem of a laminar stationary flow of non-Newtonian fluid in a pipe with
sudden contraction was numerically solved. The fluid rheological properties were described by
the Ostwald-de Waele power law. The constitutive equations were written using the stream
function and vorticity variables in a cylindrical coordinate system. The asymptotic time solution
to the unsteady flow equations was obtained in order to derive a steady-state solution to the initial
problem. The main equations were discretized using the finite-difference method based on the
alternative directions scheme and solved using the sweep method. To verify numerical algorithm
developed, the approximating convergence was tested on the sequence of square grids.

According to the flow patterns, pseudoplastic and dilatant fluid flow structures both consist of
one-dimensional zones next to the inlet and outlet sections and two-dimensional zones in the
vicinity of contraction plane. To evaluate the impact of the Reynolds number, pipe contraction
ratio, and power-law index on the length of two-dimensional flow regions, the dependency
diagrams were plotted in a wide range of the parameters. Two different methods were used to
calculate the local resistance coefficient. The obtained values were found to be in a good
agreement. A parametric study was performed to reveal the influence of the governing parameters
on the local energy losses.
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