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Генерический подход к алгоритмическим проблемам предложен Каповичем, Мяс-
никовым, Шуппом и Шпильрайном в 2003 г. В рамках этого подхода изучается
поведение алгоритмов на множестве «почти всех» входов (это множество называ-
ется генерическим) и игнорируется его поведение на остальных входах, на кото-
рых алгоритм может работать медленно или вообще не останавливаться. В работе
изучается генерическая сложность десятой проблемы Гильберта для диофанто-
вых уравнений, представляемых в виде полиномиальных деревьев. Полиномиаль-
ное дерево — это бинарное дерево, листья которого помечены переменными или
константой 1, а внутренние вершины содержат операции сложения, вычитания
или умножения. Любой полином от многих переменных с целыми коэффициен-
тами можно представить в виде такого полиномиального дерева. Доказывается,
что проблема разрешимости диофантовых уравнений, представляемых в виде по-
линомиальных деревьев, является генерически неразрешимой.
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Generic-case approach to algorithmic problems was suggested by Miasnikov, Kapovich,
Schupp and Shpilrain in 2003. This approach studies behavior of an algorithm on typ-
ical (almost all) inputs and ignores the rest of inputs. We study generic complexity
of the Hilbert’s tenth problem for systems of Diophantine equations represented by
so-called polynomial trees. Polynomial tree is a binary tree, which leafs are marked
by variables or the constant 1, and internal vertices are marked by operations of ad-
dition, subtraction and multiplication. Every polynomial with integer coefficients can
be represented by a polynomial tree. We prove generic undecidability of the decid-
ability problem for Diophantine equations represented by polynomial trees. To prove

1Исследование поддержано программой фундаментальных научных исследований СО РАН I.1.1.4,
проект №0314-2019-0004.
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this theorem, we use the method of generic amplification, which allows to construct
generically undecidable problems from the problems undecidable in the classical sense.
The main ingredient of this method is a technique of cloning, which unites inputs of
the problem together in the large enough sets of equivalent inputs. Equivalence is
understood in the sense that the problem is solved similarly for them.

Keywords: generic complexity, Diophantine equations.

Введение
Генерический подход в применении к алгоритмическим проблемам впервые пред-

ложен в 2003 г. в [1]. В рамках этого подхода изучается поведение алгоритма на мно-
жестве «почти всех» входов (это множество называется генерическим) и игнорируется
его поведение на остальных входах, на которых алгоритм может работать медленно
или вообще не останавливаться. Такой подход имеет приложение в криптографии, где
требуется, чтобы алгоритмические проблемы были трудными для «почти всех» входов.

В 1970 г. Ю.В. Матиясевич [2], основываясь на работах М. Дэвиса, Дж. Робинсон
и Х. Патнема, доказал, что проблема определения разрешимости диофантовых урав-
нений в целых числах, известная как десятая проблема Гильберта, алгоритмически
неразрешима. В [3 – 5] показано, что основные функции шифрования многих крип-
тографических систем с открытым ключом, среди которых система RSA и системы,
основанные на трудноразрешимости проблемы дискретного логарифма, записывают-
ся на языке диофантовых уравнений. Эффективная генерическая разрешимость этих
уравнений приводит к взлому соответствующих систем, поэтому актуальной является
задача изучения генерической сложности проблемы разрешимости диофантовых урав-
нений в различных её постановках. Например, в [6, 7] доказано, что десятая проблема
Гильберта остаётся неразрешимой на строго генерических подмножествах входов при
представлении диофантовых уравнений с помощью так называемых арифметических
схем. В [8] изучена генерическая сложность десятой проблемы Гильберта для систем
диофантовых уравнений в форме Сколема.

В данной работе изучается генерическая сложность десятой проблемы Гильбер-
та для диофантовых уравнений, представляемых в виде полиномиальных деревьев.
Полиномиальное дерево — это бинарное дерево, листья которого помечены переменны-
ми или константой 1, а внутренние вершины содержат операции сложения, вычитания
или умножения. Любой полином от многих переменных с целыми коэффициентами
можно представить в виде такого полиномиального дерева. В работе доказывается,
что проблема разрешимости диофантовых уравнений, представляемых в виде полино-
миальных деревьев, является генерически неразрешимой.

1. Генерические алгоритмы
Пусть I —множество всех входов, а In —множество входов размера n. Для любого

подмножества S ⊆ I определим последовательность

ρn(S) =
|Sn|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . . ,

где Sn = S∩In —множество входов из S размера n. Здесь |A|—число элементов в мно-
жестве A. Асимптотической плотностью S назовём предел (если он существует)

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).
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Множество S называется генерическим, если ρ(S) = 1, и пренебрежимым, если
ρ(S) = 0. Очевидно, что S генерическое тогда и только тогда, когда его дополнение
I \ S пренебрежимо.

Алгоритм A с множеством входов I и множеством выходов J ∪ {?} (? /∈ J) назы-
вается генерическим, если

1) A останавливается на всех входах из I;
2) множество {x ∈ I : A(x) = ?} является пренебрежимым.
Здесь через A(x) обозначается результат работы алгоритма A на входе x. Гене-

рический алгоритм A вычисляет функцию f : I → J ; если для x ∈ I не выполнено
A(x) = ?, то f(x) = A(x). Ситуация A(x) = ? означает, что A не может вычислить
функцию f на аргументе x. Но условие 2 гарантирует, что A корректно вычисляет f на
почти всех входах (входах из генерического множества). Множество S ⊆ I называется
генерически разрешимым, если существует генерический алгоритм, вычисляющий его
характеристическую функцию.

2. Представление диофантовых уравнений
в виде полиномиальных деревьев

Здесь и далее под размером двоичного дерева понимается число листьев. Поли-
номиальным деревом называется бинарное дерево, листья которого помечены пере-
менными из множества {x1, . . . , xn} (n—размер дерева) или константой 1, а внут-
ренние вершины помечены знаками операций сложения, вычитания или умножения.
Каждое полиномиальное дерево Φ с n листьями представляет некоторый полином
PΦ(x1, . . . , xn) с целыми коэффициентами следующим образом:

1) PΦ(x1, . . . , xn) = 1, если Φ состоит из одного листа, помеченного константой 1;
2) PΦ(x1, . . . , xn) = xi, если Φ состоит из одного листа, помеченного переменной xi;
3) PΦ(x1, . . . , xn) = PΨ(x1, . . . , xn) ∗ PΣ(x1, . . . , xn), если Φ состоит из левого подде-

рева Ψ, правого поддерева Σ и корня, помеченного операцией ∗ ∈ {+,−,×}.
С другой стороны, легко видеть, что для любого полинома с целыми коэффициен-

тами P (x1, . . . , xn) найдется полиномиальное дерево Φ (возможно, размера больше n)
такое, что P (x1, . . . , xn) = PΦ(x1, . . . , xn). Таким образом, будем представлять диофан-
товы уравнения вида P (x1, . . . , xn) = 0 с помощью полиномиальных деревьев.

Будем называть полиномиальное дерево нормализованным, если при нумерации
листьев дерева слево направо лист Lk может быть помечен переменной xi, где i 6 k.
Очевидно, что любое полиномиальное дерево можно нормализовать при помощи под-
ходящего перенумерования переменных. В дальнейшем будем рассматривать только
нормализованные полиномиальные деревья. Обозначим через T множество всех нор-
мализованных полиномиальных деревьев.

Напомним, что числа Каталана Cn определяются следующим образом:

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
.

Здесь
(

2n

n

)
— биномиальный коэффициент.

Лемма 1. Число нормализованных полиномиальных деревьев размера n есть

|Tn| = 3n−1(n+ 1)!Cn−1.
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Доказательство. Любое дерево из T размера n есть размеченное бинарное де-
рево с n листьями и n− 1 внутренними вершинами. Известно (см., например, [9]), что
существует Cn−1 неразмеченных бинарных деревьев с n листьями. Каждая внутрен-
няя вершина такого дерева может быть помечена тремя символами {+,−,×}, поэтому
есть всего 3n−1 таких разметок. Занумеруем листья дерева слева направо. Из условия
нормализованности следует, что лист с номером k может быть помечен одной из k пере-
менных x1, . . . , xk или константой 1, поэтому существует (n+1)! разметок для листьев.
Это показывает, что |Tn| = 3n−1(n+ 1)!Cn−1.

В дальнейшем понадобится следующее утверждение о числах Каталана.
Лемма 2. Для n > m имеет место

Cn−m
Cn

>
1

4m
.

Доказательство. Оценим отношение чисел Каталана:

Cn−m
Cn

=
n+ 1

n−m+ 1

(
2(n−m)

n−m

)
(

2n

n

) =
n+ 1

n−m+ 1

(2(n−m))!

(n−m)!(n−m)!

(2n)!

n!n!

>

>
(2(n−m))!n!n!

(n−m)!(n−m)!(2n)!
=

n!

(n−m)!

2(n−m) . . . (n−m+ 1)

2n . . . (n+ 1)
=

=
n(n− 1) . . . (n−m+ 1)2(n−m) . . . (n−m+ 1)

2n . . . (n+ 1)
=

=
(n . . . (n−m+ 1))2

2n . . . (2(n−m) + 1)
>
( (n− 1) . . . (n−m)

2(n− 1) . . . (2n− 2m)

)2

>
1

22m
=

1

4m
.

Лемма доказана.

3. Основной результат
Для произвольного полиномиального дерева Φ рассмотрим множество eq(Φ) поли-

номиальных деревьев вида, представленного на рис. 1, где Ψ —произвольное полино-
миальное дерево.
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Рис. 1

Пусть m—размер дерева Φ. Заметим, что для любого Σ ∈ eq(Φ) размера n > m
имеет место

PΣ(x1, . . . , xn) = PΦ(x1, . . . , xm)(1 + 2PΨ(x1, . . . , xn)).
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Из этого следует, что диофантово уравнение PΣ(x1, . . . , xm) = 0 разрешимо в целых
числах тогда и только тогда, когда разрешимо в целых числах диофантово уравнение
PΦ(x1, . . . , xk) = 0.

Лемма 3. Для любого полиномиального дерева Φ множество eq(Φ) не является
пренебрежимым.

Доказательство. Пусть m—размер дерева Φ и n > m + 3. Любое дерево
Σ ∈ eq(Φ)n имеет вид, приведённый на рис. 1. В нём произвольно может выбираться
только поддерево Ψ с числом листьев n−m− 3. Посчитаем, сколькими способами это
можно сделать. Есть Cn−m−4 неразмеченных бинарных деревьев с n−m−3 листьями.
Внутренние n−m− 4 вершин можно пометить арифметическими операциями 3n−m−4

способами. Занумеруем листья дерева Φ слева направо. Из условия нормализованности
следует, что лист поддерева Ψ с номером k > m+3 может быть помечен одной из k пе-
ременных x1, . . . , xk или константой 1, поэтому существует (m + 5)(m + 6) . . . (n + 1)
разметок для листьев поддерева Ψ. Итого имеем

|eq(Φ)n| = 3n−m−4(m+ 5)(m+ 6) . . . (n+ 1)Cn−m−4.

По лемме 1 |Tn| = 3n−1(n+ 1)!Cn−1. Следовательно,

ρn(eq(Φ)) =
|eq(Φ)n|
|Tn|

=
3n−m−4(m+ 5)(m+ 6) . . . (n+ 1)Cn−m−4

3n−1(n+ 1)!Cn−1

=

=
1

3m+3(m+ 4)!

Cn−m−4

Cn−1

>
1

3m+3(m+ 4)!

1

4m+3
= const > 0.

Здесь использована лемма 2 для оценки отношения чисел Каталана. Таким образом,
множество eq(Φ) не является пренебрежимым.

Теперь докажем основной результат статьи.
Теорема 1. Проблема разрешимости диофантовых уравнений, представляемых

в виде полиномиальных деревьев, не является генерически разрешимой.
Доказательство. Допустим, что существует генерический алгоритм A, опре-

деляющий разрешимость диофантовых уравнений, заданных полиномиальными дере-
вьями, на некотором генерическом множестве полиномиальных деревьев. Используя
этот алгоритм, построим алгоритм B, который будет определять разрешимость дио-
фантовых уравнений для всех полиномиальных деревьев. Тем самым получим проти-
воречие с неразрешимостью Десятой проблемы Гильберта.

Алгоритм B на дереве Φ работает следующим образом: перебирает элементы eq(Φ)
в порядке возрастания размера до тех пор, пока не получит дерево Σ ∈ eq(Φ), такое,
что A(Σ) 6= ?. Ответ A(Σ) и будет правильным ответом для исходного дерева Φ.

То, что всегда найдётся такое дерево Σ, следует из того, что множество {Ψ ∈ T :
A(Ψ) = ?} пренебрежимо, а множество eq(Φ), по лемме 3, не является пренебрежимым.
Теорема доказана.
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