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ОПТИМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА СОСТОЯНИЙ  

ОБОБЩЕННОГО АСИНХРОННОГО ПОТОКА СОБЫТИЙ 

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ 

 
Решена задача оптимальной оценки состояний обобщенного асинхронного дважды стохастического потока 

событий (обобщенного MMPP-потока) на основе наблюдений за моментами наступления событий. Получен 

явный вид апостериорных вероятностей состояний потока для любого момента времени. Решение о состоя-

нии потока выносится по критерию максимума апостериорной вероятности. Приводится алгоритм расчета 

апостериорных вероятностей и алгоритм оценивания состояний потока в любой момент времени. 
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Распространенными математическими моделями физических явлений и процессов являются 

потоки событий. В подавляющем большинстве работ по исследованию систем массового обслужива-

ния (СМО) в качестве входящих потоков событий рассматривались пуассоновские потоки событий. 

Однако в связи с бурным развитием вычислительной техники, спутниковых, компьютерных, беспро-

водных и мобильных сетей связи модель простейшего потока перестала быть адекватной реальным 

информационным потокам событий. При этом теория построения математических моделей функцио-

нирования информационно-телекоммуникационных систем, существовавшая до середины 1980-х гг., 

во многом становится непригодной для анализа информационных процессов, протекающих в совре-

менных телекоммуникационных системах. Поэтому в это же время была предпринята успешная по-

пытка создания адекватных математических моделей информационных потоков в телекоммуникаци-

онных системах так называемых дважды стохастических потоков.  

Дважды стохастические потоки событий можно разделить на два класса: первый класс состав-

ляют потоки, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс [1]; второй – потоки, ин-

тенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным (произвольным) чис-

лом состояний. Впервые результаты исследований потоков второго класса опубликованы практиче-

ски в одно и того же время, в 1979 г., в работах [2, 3]. В [2] указанные потоки получили название MC 

(Markov chain)-потоки; в [3] – MVP (Markov versatile processes)-потоки. В статьях [4, 5] описанные 

выше потоки называют также MAP (Markov Arrival Process)-потоками событий. С использованием 

моделей дважды стохастических потоков событий возможно исследование финансово-

экономических процессов [6], биофизических процессов [7], процессов управления запасами [8] и др. 

Отметим, что MC-потоки событий (MAP-потоки) являются наиболее характерной и подходящей мо-

делью потоков в реальных телекоммуникационных сетях, в частности в широкополосных сетях бес-

проводной связи вдоль протяженных транспортных магистралей [9–18]. Зарубежными и отечествен-

ными исследователями при описании подобных входящих потоков событий в СМО используются 

термины «дважды стохастические потоки событий», MAP-потоки, MC-потоки. 

В статье [19] предложена классификация MAP-потоков на MAP-потоки первого порядка и 

MAP-потоки второго порядка в зависимости от возможных вариантов смены состояний интенсивно-
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сти потока. Класс MAP-потоков первого порядка составляют потоки, у которых смену состояний ин-

тенсивности определяет одна случайная величина; вследствие этого смена состояний происходит в 

случайные моменты времени, в которые событие потока может наступить или не наступить: 1) син-

хронные потоки (потоки, у которых состояние интенсивности меняется в случайные моменты време-

ни, являющиеся моментами наступления событий) [20]; 2) собственно MAP-потоки как обобщение 

синхронных потоков [21]. Класс MAP-потоков второго порядка составляют потоки, у которых смена 

состояний интенсивности определяется двумя независимыми случайными величинами так, что смена 

состояний происходит в случайные моменты времени, в которые событие потока может наступить 

или не наступить: 1) модулированные MAP-потоки [22]; 2) обобщенные асинхронные потоки [23], 

являющиеся обобщением асинхронных потоков, или, что то же самое, MMPP-потоков (потоки с ин-

тенсивностью, для которой переход из состояния в состояние происходит в случайные моменты вре-

мени и не зависит от моментов наступления событий) [24]; 3) обобщенные полусинхронные потоки 

[25] как обобщение полусинхронных потоков (потоки, у которых одна часть состояний интенсивно-

сти меняется в моменты наступления событий потока (свойство синхронных потоков), другая часть 

состояний интенсивности меняется в произвольные моменты времени, не связанные с моментами 

наступления событий потока (свойство асинхронных потоков)). 

В настоящей статье рассматривается MAP-поток событий второго порядка с произвольным 

числом состояний, являющийся обобщением асинхронного потока событий с произвольным числом 

состояний [26]. Решается задача об оптимальной оценке состояний обобщенного асинхронного пото-

ка событий (далее – обобщенный асинхронный поток либо просто поток). Находятся явные выраже-

ния для апостериорных вероятностей состояний потока. Решение о состоянии потока выносится по 

критерию максимума апостериорной вероятности, представляющей наиболее полную характеристику 

состояний потока, которую можно получить, располагая только выборкой наблюдений; этот крите-

рий обеспечивает минимум полной (безусловной) вероятности ошибки вынесения решения [27]. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассматривается обобщенный асинхронный поток, сопровождающий процесс (интенсивность) 

( )t  которого есть кусочно-постоянный случайный процесс с n состояниями: )(t  принимает значе-

ния из дискретного множества значений }...,,{ 1 n , 0...21  n . Будем говорить, что имеет 

место i-е состояние процесса )(t , если it  )( , ni ,1 , ...,3,2n . Если имеет место i-е состояние 

процесса )(t , то в течение временного интервала, когда it  )( , имеет место пуассоновский поток 

событий с параметром (интенсивностью) i , ni ,1 . Длительность пребывания процесса )(t  (пото-

ка) в i-м состоянии распределена по экспоненциальному закону с параметром i : 


 ieFi 1)( , 

0 , ni ,1 . Процесс )(t  является принципиально ненаблюдаемым ( )(t  – скрытый случайный 

процесс); наблюдаемыми являются моменты времени ...,...,,, 21 kttt  наступления событий потока. Рас-

сматривается стационарный режим функционирования потока, поэтому переходными процессами на 

полуинтервале наблюдения ),[ 0 tt , где 0t  – начало наблюдения, t  – окончание наблюдения, прене-

брегаем. Тогда без потери общности можно положить 00 t . В этих предпосылках )(t  – сопровож-

дающий стационарный кусочно-постоянный скрытый транзитивный марковский процесс с произ-

вольным числом состояний n ( ...,3,2n ). 

Обобщtнный асинхронный поток является обобщением асинхронного потока. Обобщение со-

стоит в следующем: в момент перехода процесса )(t  из i-го состояния в j-е инициируется с вероят-

ностью ijp  дополнительное событие, nji ,1,  , ij  ; переход происходит в произвольный момент 

времени, не связанный с моментом наступления события пуассоновского потока с параметром i , 
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при этом инициирование дополнительного события осуществляется в j-м состоянии (сначала осу-

ществляется переход из i-го состояния в j-е (переход первичен), затем – инициирование дополни-

тельного события в j-м состоянии), nji ,1,  , ij  ; переход и инициирование дополнительного собы-

тия происходят мгновенно. 

Матрицы инфинитезимальных характеристик [28] процесса )(t  примут вид: 

 

1 1 12 12 1 1
1 12 12 1 1

21 21 2 2 2 2 21 21 2 2 2
0 1

1 1 2 21 1 2 2

( ) (1 ) ... (1 ) ...

(1 ) ( ) ... (1 ) ...
, ,

... ... ... ...... ... ... ...

...(1 ) (1 ) ... ( )

n n
n n

n n n n

n n n n nn n n n n n

p p p p

p p p p

p pp p

          

          
 

         

D D  (1) 

где iii  ,  


n

ijj
ijii

,1

, ni ,1 ; 0 ij , 10  ijp , nji ,1,  , ij  . 

Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(t  из состояния в со-

стояние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности переходов 

процесса )(t  из состояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 

0D  – интенсивности выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. 

Положив в (1) 0ijp , nji ,1,  , ij  , получаем матрицы инфинитезимальных характеристик про-

цесса )(t  для асинхронного потока событий с произвольным числом состояний [26]. 

Наблюдения за потоком производятся на полуинтервале времени ),[ 0 tt . Требуется на основа-

нии моментов наступления событий, наблюденных от момента 0t  до момента t , оценить состояние 

процесса )(t  (потока) в момент времени t . Обозначим )(ˆ t  оценку состояния процесса )(t  в мо-

мент времени t . Для вынесения решения о состоянии процесса )(t  в момент времени t  необходимо 

определить апостериорные вероятности  ),...,,|()|( 1 tttwtw mii  1( ( ) | ,..., , )i mP t t t t   , ni ,1 , 

того, что в момент времени t  значение процесса it  )(  ( m  – количество событий, наступивших в 

моменты mtt ...,,1  на полуинтервале наблюдения ),[ 0 tt ), при этом 
1

( | ) 1
n

i
i

w t


  . Решение о состоя-

нии процесса )(t  (потока) выносится по критерию максимума апостериорной вероятности [27], со-

гласно которому it  )(ˆ , если )|()|( twtw ji  , nj ,1 . 

 

2. Рекуррентное соотношение  

для апостериорных вероятностей состояний потока 

 

Согласно методике [29], рассмотрим дискретные наблюдения за потоком через достаточно ма-

лые промежутки времени длительности t . Пусть наблюдения за потоком начинаются в момент вре-

мени 0,t   и время t  изменяется дискретно с шагом t : tkt k )( , ...,1,0k . Введем двумерный 

случайный процесс ),( )(
k

k r , где )()( tkk   – значение процесса )(t  в момент времени tkt k )(  

( i
k  )( , ni ,1 ); ))1(()()( tkrtkrtrr kk   – число событий потока, наступивших на полуин-

тервале времени ),)1[( tktk   длительности t , ...,1,0kr , mk ,0 . Поскольку на полуинтервале 

)0,[ t  наблюдение за потоком не производится, то 0r  можем положить произвольным, например 

00 r . Обозначим (m) (0) (1) ( )( , ,..., )m   λ  – последовательность неизвестных (ненаблюдаемых) 

значений процесса )( tk  в момент времени tk , mk ,0  ( i )0()0( , ni ,1 ). Обозначим 
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)...,,,( 10 mm rrrr  – последовательность чисел наблюденных событий за время от 0  до tm  на полу-

интервалах ),)1[( tktk   длительности t , mk ,0 . 

Нетрудно показать, что компоненты двумерного случайного процесса ),( )(
k

k r , mk ,0 , явля-

ются взаимно независимыми марковскими компонентами. Тогда для марковского процесса ),( )(
k

k r , 

1,0  mk , имеет место рекуррентная формула для апостериорных вероятностей [26]: 

 ,),|,()|(),|,()|()|(
1 1

1
1

1    
 






n

i

n

k
mimki

n

i
mimjij rrptwrrptwttw  nj ,1 , (2) 

где ),|,( 1 mimj rrp    – вероятность перехода процесса ),( )(
k

k r  на полуинтервале 

),[))1(,[ ttttmtm   из состояния ),( )(
mi

m r , ni ,1 , ...,1,0mr , в состояние 

),( 1
)1(


  mj

m r , nj ,1 , ...,1,01 mr . 

Исследуем переходную вероятность в (2) для рассматриваемого случая обобщенного асин-

хронного потока. Имеем 

 ),,|(),|(),|,( 11 jmimmijmimj rrprprrp   ; nji ,1,  . (3) 

Количество наблюденных событий на полуинтервале ))1(,[ tmtm   состоит из событий пуас-

соновского потока интенсивности itm  )( , ni ,1 , и дополнительных событий, инициируемых в 

моменты перехода процесса )(t  из i-го состояния в j-е ( nji ,1,  , ij  ). В силу этого инициирова-

ние дополнительных событий связано с переходной вероятностью ),|( mij rp  ; наступление же  

событий пуассоновского потока связано с вероятностью ),,|( 1 jmim rrp  , т.е. mr , 1mr  – число со-

бытий пуассоновского потока, наблюденных на полуинтервалах ),)1[( tmtm  , ))1(,[ tmtm   со-

ответственно. Отметим, что в силу малости величины t  число событий 1;0mr  ( ...,3,2mr ), имеет 

вероятность )( to  ), аналогично для 1mr . Количество переходов процесса )(t  на полуинтервале 

))1(,[ tmtm   более одного также имеет вероятность )( to  . 

Замечание 1. Ситуация: одновременное наступление события пуассоновского потока и пере-

ход процесса )(t  на интервале длительности t  из i-го состояния в j-е (с инициированием дополни-

тельного события либо без его инициирования) имеет вероятность )( to  , nji ,1,  , ij  . 

Первый сомножитель в (3) запишется в виде )|(),|( ijmij prp  , так как на значение 

процесса jtm  ))1((  в момент времени tm  )1(  число наблюденных событий mr  на полуин-

тервале ),)1[( tmtm   не влияет (процесс )(t  «живет своей жизнью»); значение же itm  )(  

процесса )(t  в момент времени tmt   не зависит от предыстории в силу марковости процесса 

)(t . Наконец, подчеркнем, что дополнительное событие на полуинтервале ))1(,[ tmtm   наступа-

ет (либо не наступает) в j-м состоянии при переходе процесса )(t  из i-го состояния в j-е ( nji ,1,  , 

ij  ). Это обстоятельство нужно отразить в вероятности )|( ijp  : )|()|( ijdij pp  , 1;0d , 

nji ,1,  , ij  ; )|()|( 0 iiii pp  , ni ,1 . Если 0d , то дополнительное событие на полуин-

тервале ))1(,[ tmtm   с вероятностью )1( ijp  не инициируется, nji ,1,  ; 0iip , ni ,1 . Если 

1d , то дополнительное событие на полуинтервале ))1(,[ tmtm   инициируется с вероятностью 

ijp , nji ,1,  , ij  . 

Рассмотрим второй сомножитель в (3). Имеем, во-первых, ),|(),,|( 11 jimjmim rprrp   , 

так как число событий 1mr , наблюденных на полуинтервале ))1(,[ tmtm  , не зависит от числа со-
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бытий mr , наблюденных на полуинтервале ),)1[( tmtm  , в силу того, что потоки событий во всех 

состояниях процесса )(t  пуассоновские. Во-вторых, 

 .
)()|(

),(),|(

),(

),,(
),|(

111

1

iij

mimij

ji

jmi

jim
pp

rprp

p

rp
rp













  (4) 

Так как на значение процесса jtm  ))1((  в момент времени tm  )1(  число наблюденных со-

бытий 1mr  на полуинтервале ))1(,[ tmtm  , так же как и число наблюденных событий mr  на полу-

интервале ),)1[( tmtm  , не влияет, то )|(),|( 1 ijmij prp   . Тогда из равенства (4) вытекает 

)|(),|( 11 imjim rprp   . В силу этого (3) приобретает вид: 

 )|()|(),|,( 11 imijdmimj rpprrp   , nji ,1,  .  (5) 

Подставляя (5) в (2), находим рекуррентное соотношение для апостериорных вероятностей состояний 

в случае обобщённого асинхронного потока событий: 

 ,)|()|()|()|()|()|()|(
1 1

1
1

1    
 






n

i

n

s
imisdi

n

i
imijdij rpptwrpptwttw  (6) 

0;1d  , 1;01 mr , nj ,1 . 

 

3. Система дифференциальных уравнений  

и формулы пересчета для апостериорных вероятностей 

 

Пусть временной полуинтервал ),[ ttt   расположен на временной оси между моментами 

наступления соседних событий обобщенного асинхронного потока, скажем, между моментами kt  и 

1kt  (события в моменты времени kt  и 1kt  могут быть событиями пуассоновского потока либо до-

полнительными событиями, либо и теми и другими). Тогда на полуинтервале ),[ ttt   нет событий 

потока. Последнее означает, что в (6) 0d , 01 mr . Тогда учитывая (1), имеем 

 )(1)|()|(0 totpp jjjjjj  , nj ,1 ; (7) 

 )()1()|(0 totpp ijijij  , nji ,1,  , ji  ; (8) 

 )(1)|0( 1 totrp iim  , ni ,1 . (9) 

Лемма 1. На интервале времени ),( 1kk tt , ...,1,0k , т.е. между моментами наступления сосед-

них событий обобщенного асинхронного потока, апостериорные вероятности )|( tw j , nj ,1 , удо-

влетворяют следующей системе нелинейных дифференциальных уравнений: 

    


 

n

i
i

n

s
isisiji

n

i
ijiijij

j
twptwtwp

dt

tdw

1 11

),|(][)|()|(])1[(
)|(

 (10) 

где nj ,1 , 1 kk ttt , ...,1,0k ; 0 iijj pp ; ij  – символ Кронекера. 

Доказательство. Обозначим в (6) 
)(

0
j

A  – числитель, 0B  – знаменатель. Учитывая введенные 

обозначения, формулы (7)–(9) и проделывая необходимые преобразования, находим 

( )

0 0 1

1 1

( | ) ( | ) ( 0 | ) (1 ) ( | ) (1 ) ( | ) ( ),

0, 1, ;

n n
j

i j i m i j j ij ij i

i i

jj

A w t p p r t w t t p w t o t

p j n



 

         

 

        
 (11) 

 
0 0 1

1 1 1 1

( | ) ( | ) ( 0 | ) 1 ( | )[ ] ( ),

0, 1, .

n n n n

i s i m i i i is is
i s i s

ii

B w t p p r t w t p o t

p i n


   

             

 

  
 (12) 



Оптимальная оценка состояний обобщённого асинхронного потока событий  

17 

Подставляя (11), (12) в (6) и принимая во внимание, что )(1)1( 1 xoxx   , получаем 

1 1 1

( | )

(1 ) ( | ) (1 ) ( | ) ( | ) [ ] ( | ) ( ), 1, .

j

n n n

j j ij ij i j i is is i

i i s

w t t

t w t t p w t tw t p w t o t j n
  

   

                    
 

Перенося )|( tw j  в левую часть последнего равенства, после чего деля левую и правую части ра-

венства на t  и устремляя t  к нулю, приходим к (10). Лемма 1 доказана. 

Систему (10) необходимо дополнить начальными условиями: значениями апостериорных веро-

ятностей в моменты наступления событий и в момент начала наблюдения за потоком. 

В силу замечания 1 рассмотрим ситуацию, когда на полуинтервале ),[ ttt   наступает одно 

событие обобщенного асинхронного потока, скажем, в момент времени kt , ...,2,1k . Рассмотрим два 

смежных промежутка времени ),[ ktt , ),[ tttk  . Длительность первого промежутка есть ttt k  , 

длительность второго промежутка есть ktttt  . Тогда в (6) )|()|( ttwttw kjj  , 

( | ) ( | ),i i kw t w t t     и рекуррентная формула (6) приобретает вид: 

 ,

)|()|()|(

)|()|()|(

)|(

1 1
1

1
1

  

 



 





n

i

n

s
imisdki

n

i
imijdki

kj

rppttw

rppttw

ttw  (13) 

nj ,1 ; )1,0( 1  mrd , )0,1( 1  mrd ; ...,2,1k  

Начальные условия для системы (10) определяются в следующих леммах. 

Лемма 2. Апостериорные вероятности состояний обобщённого асинхронного потока )|( tw j , 

nj ,1 , в момент kt , ...,2,1k , наступления события потока определяются формулой пересчета: 

 ,])[0|()0|()0|()0|(
1 11
   
 

n

i

n

s
isisiki

n

i
kiijijkjjkj ptwtwptwtw  (14) 

где nj ,1 ; 0jjp , 0iip ; ...,2,1k  

Доказательство. Обозначим в (13) 
)(

1
j

A  – числитель, 1B  – знаменатель. Учитывая (1), находим 

 
1 ( | ) ( )j i ij ijp p t o t       , nji ,1,  , ji  ; (15) 

 
1 ( | ) 0j jp    , nj ,1 ; (16) 

 )()|1( 1 totrp iim  , ni ,1 . (17) 

Тогда, принимая во внимание введенные обозначения, формулы (7)–(9), (15)–(17), и с учетом замеча-

ния 1, проделывая необходимые преобразования, получаем  

 

( )

1 0 1 1 1

1

1

( | )[ ( | ) ( 1| ) ( | ) ( 0 | )]

[ ( | ) ( | )] ( ), 0, 1, ;

n
j

i k j i m i j i m i

i

n

j j k ij ij i k jj

i

A w t t p p r p p r

t w t t p w t t o t p j n

 





             

               




 (18) 

   
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n

i
ii

n

s
isisiki

n

j

j
niptopttwtAB

1 11

)(
11 .,1,0),(])[|(  (19) 

Подставляя (18), (19) в (13), деля при этом числитель и знаменатель на t , после чего устремляя t  к 

нулю ( t   и t   стремятся к нулю одновременно), приходим к (14). Лемма 2 доказана. 

Замечание 2. При стремлении t  к нулю величина ttt k   стремится к kt  слева, величина 

tttt k   стремится к kt  справа. В формуле (14) )0|(  kj tw  – предел функции )|( tw j  в 

точке kt  ( ...,2,1k ) справа, )0|(  kj tw  – предел )|( tw j  в той же точке слева. То есть функция 
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)|( tw j  в точке kt  претерпевает разрыв первого рода, ...,2,1k  Вероятности )0|(  kj tw  являются 

начальными условиями для решения системы (10) на полуинтервале ),[ 1kk tt , ...,2,1k  

Рассмотрим )0|()|( 00  twtw jj  ( nj ,1 ) – апостериорные вероятности состояний потока 

в момент 00 t . Вероятности )0|( 0  tw j  являются начальными условиями для решения системы 

(10) на полуинтервале ),[ 10 tt . Задавать )0|( 0  tw j  ( nj ,1 ) можно, исходя из априорной информа-

ции о потоке. Поскольку поток рассматривается в стационарном режиме, то можно в качестве 

)0|( 0  tw j , nj ,1 , выбрать априорные финальные вероятности состояний процесса )(t . Пусть 

j  ( nj ,1 ) – априорная финальная вероятность того, что процесс )(t  в произвольный момент вре-

мени t  находится в j-м состоянии. Для вероятностей j  ( nj ,1 ) справедлива лемма 3. 

Лемма 3. Априорные финальные вероятности j  ( nj ,1 ) состояний процесса )(t  ( t ) 

удовлетворяют неоднородной системе линейных алгебраических уравнений 

  


n

i
iji

1

0 , 1,1  nj ,  


n

j
j

1

1 , (20) 

где ij  ( nji ,1,  ) определены в (1). 

Доказательство. Процесс )(t  является транзитивным марковским, для которого существует фи-

нальное распределение вероятностей состояний [30], т.е. существует )(lim tjj   при t  ( nj ,1 ), 

причем для j  ( nj ,1 ) выполняется условие нормировки. На поведение процесса )(t  наступление 

событий обобщенного асинхронного потока (как событий пуассоновского потока, так и дополни-

тельных событий) не оказывает влияния. Вследствие этого дальнейшее доказательство формулы (20) 

аналогично доказательству, приведенному в [26]. Решение системы (20) можно осуществить по фор-

мулам Крамера [31]. Лемма 3 доказана. 

Леммы 1–3 позволяют сформулировать теорему 1. 

Теорема 1. Поведение апостериорных вероятностей )|( tw j , nj ,1 , на временной оси 

00  tt  определяется системой дифференциальных уравнений (10), формулами пересчета вероятно-

стей (14) и решением системы (20), в которых 1 kk ttt , )0|()|(  kjkj twtw , 

)0|()|( 11   kjkj twtw  ( ...,1,0k ); для 0k  имеет место равенство )|λ( 0tw j  

jj tw π)0|λ( 0   ( nj ,1 ). 

Доказательство следует из (10), (14), (20) путем их синхронизации. Теорема 1 доказана. 

Замечание 3. Теорема 2 определяет, в частности, поведение апостериорных вероятностей на 

полуинтервале ),[ 1 kk tt  , т.е. между моментами наступления соседних событий, причем на правом 

конце полуинтервала имеет место значение )0|()|(  kjkj twtw , на основе которого по формуле 

(14) находится вероятность )0|(  kj tw  ( nj ,1 ), являющаяся начальной для следующего полуин-

тервала ),[ 1kk tt , ...,2,1k  Таким образом, апостериорные вероятности )|( tw j  в моменты наступ-

ления событий ...,, 21 tt  претерпевают разрывы первого рода. 

 

4. Явный вид апостериорных вероятностей в зависимости от времени 

 

Рассмотрим ),[ 1kk tt  ( ...,1,0k ) – полуинтервал времени между моментами наступления со-

седних k-го и 1k -го событий, либо, если 0k , между моментом начала наблюдения за потоком и 
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моментом наступления 1-го события. Следующая теорема определяет решение системы нелинейных 

дифференциальных уравнений (10) на временной оси в явном виде. 

Теорема 2. Апостериорные вероятности состояний обобщtнного асинхронного потока событий 

)|( tw j , nj ,1 , на полуинтервале времени ),[ 1kk tt , ...,1,0k , определяются формулой 

    
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)|( , nj ,1 , 1 kk ttt , ...,1,0k ; (21) 

jjj twtw  )0|()|( 00 ; )0|()|(  kjkj twtw , ...,2,1k ; s  – корни (собственные числа) 

характеристического уравнения 0det D , 
n

sld
1

D , slsl ad   ( nls ,1,  , ls  ),  ssss ad  ( ns ,1 ), 

])1[( lsllslssl pa  , ls  – символ Кронекера, nls ,1,  ; js  – компоненты собственного вектора 

T
nss

s )...,,( 1
)( γ , nsj ,1,   (либо ls ; nsl ,1,  ), определяемые из уравнения 0)( )(  s

s γEA , 

ns ,1 , в котором 1ns  ( ns ,1 ), 
n

sla
1

A , E  – единичная матрица; коэффициенты 
)(k

sc  являют-

ся решением системы линейных алгебраических уравнений: )0|(
1

)(
 


kj

n

s
js

k
s twc , nj ,1 , 

...,1,0k ; вероятность )0|(  kj tw , ...,2,1k , определяется формулой пересчtта (14), в которой 

)0|(  ki tw , ni ,1 , вычисляется по формуле 

 1 1( ) ( )( 1) ( 1)

1 1 1

( | 0) s k k s k k

n n n
t t t tk k

i k s is s ls

s l s

w t c e c e     

  

      , ni ,1 , ...,2,1k  (22) 

Доказательство. Решим систему нелинейных дифференциальных уравнений (10) на полуин-

тервале ),[ 1kk tt , ...,1,0k , с начальным условием )0|()|(  kjkj twtw , nj ,1 , путtм сведения 

еt к системе линейных дифференциальных уравнений. Преобразуем систему (10). Обозначим 

ijijijij pz  )1(  ( nji ,1,  ),   
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n

i
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n

s
isisi twpt

1 1

)|(][)( . Тогда (10) примет вид: 
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twttwz
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tdw
ji
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i
ij

j
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



,  (23) 

nj ,1 , 1 kk ttt , )0|()|(  kjkj twtw , ...,1,0k  

Произведем замену искомых функций )|( tw j  в (23): 

 ])(exp[)()|(   dtytw
t

t
jj

k

, nj ,1 , 1 kk ttt ,  

 )0()0|()|(  kjkjkj tytwtw , ...,1,0k  (24) 

Подставляя (24) в (23), находим 

 )(
)(

1

tyz
dt

tdy
i

n

i
ij

j



, nj ,1 , 1 kk ttt , )0|()0()(  kjkjkj twtyty , ...,1,0k  (25) 

Относительно )(ty j , nj ,1 , получена система линейных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами. Решение системы (25) выпишется в виде [32]: 

  



n

s

tt
js

k
sj

ksecty
1

)()(
)( , nj ,1 , 1 kk ttt , )0|()0()(  kjkjkj twtyty , ...,1,0k  (26) 

Так как 1)|(
1

 


n

l
l tw , 1 kk ttt , ...,1,0k , то из (24), учитывая (26), получаем 

 ,1)(1])(exp[
1 1

)()(

1
   
 





n

l

n

s

tt
ls

k
s

n

l
l

t

t

ks

k

ectyd 1 kk ttt , ...,1,0k  (27) 

Подставляя (26), (27) в (24), приходим к (21). Теорема 2 доказана. 
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Формулы (14), (20)–(22) позволяют сформулировать алгоритм расчета апостериорных вероят-

ностей )|( tw j , nj ,1 , в любой момент времени t  ( 00  tt ): 

1) в момент времени 00 t  задаются вероятности jj tw  )0|( 0 , где j  – решение системы 

(20), nj ,1 ;  

2) по формуле (21) рассчитываются вероятности )|( tw j , nj ,1 , в любой момент времени t   

( 10 tt  ), где 1t  – момент наблюдения первого события потока;  

3) по формуле (22) рассчитываются вероятности )|( tw j , nj ,1 , в момент времени 1t : 

)0|()|( 11  twtw jj ; затем по формуле (14) производится пересчет апостериорных вероятностей 

в точке 1tt  , при этом вероятности )0|( 1  tw j , nj ,1 , являются начальными условиями для 

)|( tw j  на следующем шаге алгоритма;  

4) по формуле (21) рассчитываются апостериорные вероятности )|( tw j , nj ,1 , для любого 

t  ( 21 ttt  ), где 2t  – момент времени наступления второго события потока, и т.д. 

Параллельно по ходу вычисления апостериорных вероятностей )|( tw j , nj ,1 , в момент 

времени t  выносится решение о состоянии процесса )(t  (потока) по критерию максимума апосте-

риорной вероятности: it  )(ˆ , если )|(max)|( twtw ji  , nj ,1 . 

 

Заключение 

 

Результаты, полученные в статье, дают возможность производить оценку состояний обобщен-

ного асинхронного потока событий с произвольным (конечным) числом состояний по результатам 

текущих наблюдений (в течение некоторого временного интервала) за потоком. Это позволяет систе-

ме массового обслуживания адаптироваться (оперативно варьировать дисциплину обслуживания, ре-

жимы обслуживания и свою структуру) к изменяющимся состояниям потока. 

Выражения (14), (20)–(22) для оценки состояний обобщенного асинхронного потока событий с 

произвольным числом состояний получены в явном виде, что позволяет производить вычисления без 

привлечения численных методов. Сам же алгоритм оценивания состояний потока обеспечивает ми-

нимум полной (безусловной) вероятности ошибки вынесения решения. 
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In this paper, we consider a generalized asynchronous flow of events (hereinafter called a flow). The flow accompanying process 

(intensity process) is a piecewise constant random process ( )t  with n states: ( )t  takes values from a discrete set of values 

1{ ,..., }n  , 1 2 ... 0n       . Let's say that the i-th state of the process ( )t  holds if it  )( , 1,i n , 2,3,...n  . If the i-th 

state takes place, then during the time interval when ( ) it    there is a Poisson flow of events with parameter (intensity) i , 1,i n

. The duration of the process ( )t  (flow) in the i-th state is distributed according to the exponential law with the parameter i : 

( ) 1 i
iF e

 
   , 0  , 1,i n . The process ( )t  is a fundamentally unobservable process; we can only observe time moments of 

occurrence of flow events 1 2, ,..., ,...kt t t  

We consider the stationary mode of the flow functioning. In these premises, ( )t  is an accompanying stationary piecewise con-

stant hidden transitive Markov process with an arbitrary number of states n ( 2,3,...n  ). 

A generalized asynchronous flow (a generalized MMPP-flow) is a generalization of the asynchronous flow. The generalization  

is as follows: at the moment of transition of the process ( )t  from the i-th state to the j-th, an additional event is triggered with prob-

ability ijp ; the transition occurs at an arbitrary time moment, not related to the moment of occurrence of the Poisson flow event with 

parameter i , while initiating an additional event occurs in the j-th state, , 1,i j n , j i ; transition and initiation of an additional 

event occur instantly. 

It is required, on the basis of the moments of occurrence of events observed from moment 0t  to moment t , to estimate the state 

of the process ( )t  at the moment t . We denote the estimate of the state of the process ( )t  at the time moment t  as ˆ ( )t . We 

found an explicit form for a posteriori probabilities 1 1( | ) ( | ,..., , ) ( ( ) | ,..., , )i i m i mw t w t t t P t t t t       , 1,i n , that at the time 

moment t  the value of the process ( ) it    (m is the number of events that occurred at the time moments 1,..., mt t  at the observa-

tion interval 0( , )t t ), here 
1

( | ) 1
n

i
i

w t


  . The decision on the state of the process ( )t  obtained according to criterion of a posteriori 

probability maximum. 

The algorithm for calculating a posteriori probabilities ( | )jw t , 1,j n , at any time moment t  ( 0 0t t  ) was formulated  

according to analytical formulas. In parallel, as we calculate a posteriori probabilities ( | )jw t , 1,j n , we can make a decision on 

the state of the process ( )t  at the time moment t : ˆ ( ) it   , if ( | ) max ( | )i jw t w t   , 1,j n . 
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