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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НЕОДНОРОДНОЙ СИСТЕМЫ  

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ M|M|∞ В МАРКОВСКОЙ СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ 
 

Рассматривается неоднородная система массового обслуживания с неограниченным числом обслуживающих 

приборов, функционирующая в условиях изменяющейся внешней среды. На вход СМО поступает пуассонов-

ский поток, интенсивность потока и дисциплина обслуживания поступающей заявки определяются состояни-

ем внешней среды и имеют экспоненциальное распределение с соответствующими параметрами, не меняю-

щими свои значения до окончания обслуживания. Решается задача исследования многомерного случайного 

процесса – числа заявок, обслуживаемых с разной интенсивностью в системе, методом асимптотического 

анализа. Доказано, что распределение вероятностей рассматриваемого процесса при условии эквивалентно 

растущего времени обслуживания является многомерным гауссовским. 
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Большинство современных технических систем, в том числе систем передачи информации и 

телекоммуникационных систем, функционирует в рамках изменяющейся внешней среды, причем ее 

изменения носят как регулярный, так и случайный характер. Влияние этих факторов на систему 

представляет значительный интерес в условиях быстро развивающихся технических возможностей 

современного мира. Поэтому исследование систем, работающих в случайной среде, является частью 

глобальной задачи исследования устойчивости систем к внешним воздействиям и представляется ак-

туальным и интересным как в теоретическом, так и в прикладном плане. 

Классические модели СМО, активно исследовавшиеся в середине прошлого столетия, не учиты-

вали возможностей изменения параметров систем во времени, что существенно ограничивало область 

их применения. Со временем появлялись качественно новые системы управления и связи, возникала 

необходимость в более адекватном описании случайных процессов, имеющих место в этих системах.  

Возникновение в последние несколько десятилетий новых практических задач, связанных с по-

явлением систем гибкого автоматического производства, в которых возможны отключение, перепод-

ключение и переналадка оборудования, систем управления запасами и экономических систем, ин-

формационно-вычислительных сетей и сетей связи, дало существенный толчок к развитию исследо-

ваний систем с изменяемыми параметрами [1, 2].  

Такие системы в теории массового обслуживания называются системами массового обслужи-

вания, функционирующими в случайной среде [3]. Эти СМО более адекватно по сравнению с класси-

ческими системами отображают реальные процессы, связанные с изменяющейся во времени внешней 

случайной средой и реакцией самой системы на такие изменения.  

Одной из первых работ, посвященных исследованию систем массового обслуживания, функци-

онирующих в случайной среде, была работа [4], в которой рассмотрена однолинейная система в 

предположении, что среда может находиться только в двух состояниях. Эта система была исследова-

на также в работе [5], а затем обобщена на случай произвольного конечного числа состояний внеш-

ней среды [6]. Также имеется много работ, посвященных исследованию бесконечнолинейных систем 

как в марковских [79], так и полумарковских [1012] случайных средах. В разных работах рассмот-

рены различные варианты реакции заявок на переход среды в новое состояние. Например, в работе 

[13] представлен случай, при котором в момент смены состояния среды все заявки немедленно поки-

дают систему. В работе [14] исследован вариант, при котором в момент перехода среды в новое со-
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стояние заявки, имеющиеся в системе, переходят на соответствующий новый режим обслуживания.  

В этой же работе рассматривается случай, предполагающий, что режим обслуживания заявок не ме-

няется до тех пор, пока они не покинут систему. 

Исследование систем с непуассоновскими входящими потоками [15] требует применения спе-

циальных методов. Например, в работе [16] получены числовые характеристики изучаемого процесса 

с помощью метода моментов. Для более детального исследования применяются асимптотические ме-

тоды [17] при различных условиях. 

В настоящей работе рассматривается неоднородная система массового обслуживания M|M|∞. 

Интенсивность входящего потока определяется состоянием случайной среды заявок. Отличительной 

особенностью является зависимость параметров обслуживания от состояния среды. Рассматривается 

случай, когда эти параметры не меняют свои значения до окончания обслуживания. Таким образом, 

приборы в рассматриваемой системе являются неоднородными (гетерогенными) [18], поэтому такую 

СМО будем называть неоднородной СМО, функционирующей в случайной среде.  

 

1. Постановка задачи 

 

Рассматривается неоднородная система массового обслуживания M|M|∞ с неограниченным 

числом приборов, функционирующая в случайной среде, имеющей конечное множество состояний 

s = 1, ..., S. Процесс изменения состояний внешней среды является цепью Маркова s(t), которая зада-

ется матрицей инфинитезимальных характеристик Q = [qik], i, k = 1, ..., S. Дисциплина обслуживания 

определяется следующим образом: если заявка поступает с интенсивностью λn, n = 1, ..., S, то она об-

служивается случайное время, распределенное по экспоненциальному закону ( ) 1 nx
nF x e


  , кото-

рое не меняется при изменении состояния среды. Таким образом, в системе одновременно обслужи-

ваются заявки с разными параметрами обслуживания (рис. 1).  
 

 
 

Рис. 1. Система массового обслуживания M|M|∞ в случайной среде 

Fig.1. Queuing system M|M|∞ in a random environment 

 

Обозначим il(t) – число заявок, обслуживаемых с интенсивностью μl. Ставится задача исследо-

вания многомерного случайного процесса i(t) = [i1(t), i2(t), ..., iS(t)]. 

Так как {i1(t), i2(t), ..., iS(t)} – немарковский случайный процесс, то будем рассматривать много-

мерную цепь Маркова {i1(t), i2(t), ..., iS(t), s(t)}. 

 

2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

 

Обозначим P(i1, i2, ..., iS, n, t) = P{i1(t) = i1, i2(t) = i2, ..., iS(t) = iS, s(t) = n}, e1 = [1, 0, ..., 0],  

e2 = [0, 1, ..., 0], ..., en = [0, 0, ..., 1], тогда для стационарного распределения вероятностей P(i, n) запи-

шем систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 

1 1

( , ) ( - , ) ( 1) ( , ) ( , ) 0
S S

n l l n n l l l n

l l

i P n P n i P n q P

  

 
           
 

  i i e i + e i , 1,n S  . 
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Тогда для частичных характеристических функций вида 

1 1 2 2

1 2

1 2( , ,..., , ) ( ) ... ( , )S S

S

ju iju i ju i

S

i i i

H u u u n H ,n e e e P n   u i , 1,n S  , 

имеем следующую систему уравнений: 

   
1

( )
1 ( ) 1 ( )k n

S
ju ju

k n n

k k

H ,n
j e H ,n e q H ,

u





 


      


 

u
u u , 1,n S  . 

Систему уравнений для H(u, n) в матричном виде запишем следующим образом: 

  
( )

( ) ( ) ( )j


 


h u
u h u u

u
Q  , (1) 

где  

 ( )= ( ,1), ( ,2),..., ( , )H H H Sh u u u u , 1 2

1 2( ) = ( 1), ( 1),..., ( 1)Sjuju ju

Se e e
        u , 

1 1

( ,1) ( , )
...

( )
... ... ...

( ,1) ( , )
...

S S

H H S

u u

H H S

u u

  
  
 
 

  
  
   

u u

h u

u
u u

, 

1

2

1

2

( 1) 0 ... 0

0 ( 1) ... 0
( )

... ... ... ...

0 0 ... ( 1)S

ju

ju

ju

S

e

e

e

  
 

  
 
 

   

u . 

Полученная система уравнений является основной для дальнейших исследований. Предлагает-

ся провести анализ характеристик рассматриваемой СМО с помощью метода асимптотического  

анализа. 
 

3. Метод асимптотического анализа 
 

Предлагаемый метод асимптотического анализа реализуется в построении последовательности 

асимптотик возрастающего порядка, в котором асимптотика первого порядка, аналогично закону 

больших чисел, определяет асимптотическое среднее значение числа занятых приборов. Асимптоти-

ка второго порядка, аналогично центральной предельной теореме, позволяет построить гауссовскую 

аппроксимацию распределения вероятностей числа занятых приборов в системе. 
 

3.1. Асимптотика первого порядка 
 

Решение системы (1) будем находить в асимптотическом условии эквивалентно растущего 

времени обслуживания, т.е. при μi → 0, i = 1, ... S. Обозначим μi = qiε (ε – бесконечно малая величина) 

и в (1) выполним замены u = εx (т.е. ui = εxi), h(u) = F1(x, ε), получим уравнение для F1(x, ε): 

  1
1

( , )
( , ) ( , ) ( , )j

 
    



F x
x F x x Q

x
  , (2) 

где    1

1( , ) 1 ,..., 1Sj xj x

Se q e q
      

 
x ,  ( , ) diag 1ij x

i e
    

 
x , 1,i S .  

В (2) выполним предельный переход при ε → 0, получим, что F1(x) является решением одно-

родной системы линейных алгебраических уравнений: 

1( ) ,F x Q 0  

поэтому F1(x) будем искать в виде 

 1 1( ) ( ) F x r x . (3) 

Здесь Φ1(x) = Φ1(x1, x2, ..., xn) – неизвестная скалярная функция n переменных, n = 1, ..., S, r – вектор-

строка стационарного распределения вероятностей значений цепи Маркова s(t), определяемая систе-

мой уравнений 

rQ 0  

и условием нормировки re = 1, где e – единичный вектор. 
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Разложив экспоненты в (2) в ряд Тейлора до первого порядка, получим 

  

1 1

2 2 21
1 1 1

0 ... 0

0 ... 0( , )
,..., ( , ) ( )

... ... ... ...

0 0 ...

S S

S S

x

x
j x q x q O

x

 
 

       
 
 

 

F x
F x

x
. (4) 

Домножив (4) на единичный вектор справа, имеем: 

  

1

1

1 1

2

2 2 2
21 1 1

2

2

( , )

( , )

,..., ( , ) ( )
...

...

( , )

i

iS S

S S

i

F i,

x
x

F i,
x

xj x q x q O

x
F i,

x

  
 
   
    

          
   

   
  

  







x

x

F x

x

. (5) 

В (5), положив ε → 0 и подставив разложение (3), получим 

 

1

1

1 1

1

2 2

21 1 1

1

( )

( )

,..., ( )
...

...

( )

i

i

i

iS S

S S

i

i S

r
x

x

r x
xj x q x q

x

r
x

 
 
   
   

        
   

   
 

  







x

x

x r

x

. 

Получили дифференциальное уравнение первого порядка в частных производных для Φ1(x): 

 1
1

1 1

( )
( )

S S

i i i i i

i ii

x q j r x
x 


  


 

x
x .  (6) 

Нетрудно показать, что решение уравнения (6) имеет вид: 

1 1 1
1 2

1

( ) exp ... S S S

S

r xr x
С j

q q

   
     

   

x . 

Учитывая начальное условие Φ1(0) = 1, функция Φ1(x) примет вид: 

1 1 1
1

1

( ) exp ... S S S

S

r xr x
j

q q

   
     

   

x , 

тогда 

1 1 1
1

1

( ) exp ... S S S

S

r xr x
j

q q

   
    

   

F x r . 

Осуществив обратные замены i i i

i i i

x u u

q q
 
 

, получаем 

1
1 1

1

( ) exp ... S
S S

S

j ru r u
   

    
    

h u r . 

Домножив на единичный вектор e, получим 

  1 1 ...

1

( ) expS S

S
j u i u i i

i i

i i

H M e j ru
 



 
   

 
u . 

Данное равенство будем называть приближением характеристической функции первого поряд-

ка. Оно определяет среднее число занятых приборов каждого типа в системе. 
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3.2. Асимптотика второго порядка 

 

Для более детального исследования проведем асимптотический анализ второго порядка. 

Определим характеристическую функцию в виде 

2

1

( ) ( )exp
S

i
i i

i i

j ru


 
  

 
h u h u , 

тогда из (1) получим систему дифференциальных уравнений вида 

 2
2 2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )j


  



h u
u h u uQu h u A

u
  , 

или 

  2
2

( )
( ) ( ) ( ) ( )j


 




h u
u h u u Q A u

u
  , (7) 

здесь 

 

 

 

1

1

1

1 0 ... 0

0 1 ... 0
( )

... ... ... ...

0 0 ... 1

k

k

k

S
ju

k k

k

S
ju

k k

k

S
ju

k k

k

r e

r e

r e













 
  

 
 

  
  
 
 
  
  







A u . 

Выполнив в (7) замены μi = qiε2, u = εx (т.е. ui = εxi), h2(u) = F2(x, ε), получим матричное диффе-

ренциальное уравнение для F2(x, ε): 

  2
2

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )j

 
    


 

F
Q A

x
x F x x x

x
  . (8) 

Осуществив предельный переход при ε → 0, для 2 2
0

( ) lim ( , )


 F x F x  получим уравнение 

2 ( ) 0F x Q , 

решение которого запишем в виде 

2 2( ) ( ) F x r x , 

где функция Φ2(x) будет определена ниже. 

Решение F2(x, ε) уравнения (8) будем искать в виде разложения 

2

2 2 2

1

( , ) ( ) ( )
S

i

i

j x O


 
      

 
F x x r f , 

в котором естественно полагать выполнение условия f2e = 0, и, подставив которое в (8), получим 

2
2 2 2

1

( )
( , ) ( )

S

i

i

j j x j


   
        

   


x
x r f x f

x
  

  3

2 2

1

( ) ( , ) ( , ) ( )
S

i

i

j x O


 
       

 
 x Qx Ar f x , 

   22
2 2

1

( )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

S

i

i

j j x O


  
         

  
 

x
x r x r f x x

x
Q A  . (9) 

Для того чтобы определить неизвестный вектор f2, разложим в ряд экспоненты в равенстве (9): 

 2

2 2

1

( ) ( ) ( ) ( )
S

i

i

j j x j O


 
     


 


x ArQr x f x , (10) 
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где 

1 1

2 2

0 ... 0

0 ... 0
( )

... ... ... ...

0 0 ... S S

x

x

x

 
 


 
 
 

 

x , 

1

1

1

0 ... 0

0 ... 0
( )

... ... ... ...

0 0 ...

S

k k k

k

S

k k k

k

S

k k k

k

r x

r x

r x







 
 

 
 

 
  
 
 
 
  







A x ,  1 1= ,..., S Sx q x qg . 

Далее поделим равенство (10) на ε и выполним предельный переход при ε → 0, получим уравнение 

 2

1

( ) ( ) 0
S

i

i

x


  Q Ar x f r x . (11) 

Равенство (11) запишем покомпонентно: 

    1 1 1 1 11 1 1 1 1,..., ... ,..., ... ...S S S S S S S SS Sr x r x f q f q f q f q x x           

   1 1 1 1 1 1 1... ,..., ... 0S S S S S S Sr r x r x r r x r x            , 

откуда получаем матричное уравнение для f2  

  2  f Q r B  , (12) 

где 

1

2

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... S

 
 


 
 
 

 

 , 

1 1

2 2

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... S S

r

r

r

 
 


 
 
 

 

B . 

Перейдем к определению Φ2(x).   

В (9) разложим экспоненты в ряд до второго порядка, получим 

 
2

2 2
1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

j
j j j

 
        

 
Q

x
x r x r x x A x

x
    (13) 

 
2

3

2 2 2 1

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

S

i

i

j
j x j j O




       


A x x f x A xQ , 

где 

 1 1 1( ) ,..., S Sx q x qx ,  1( ) diag i ix x , 

2

2 ( ) diag i ix   x , 

2 2
1

1 1

2

2 2
1

( ) ( )
...

( )
= ... ... ...

( ) ( )
...

S

S

S S

r r
x x

r r
x x

  
  
 
 

  
  
   

x x

x
r

x
x x

. 

Умножим выражение (13) на единичный вектор e: 

 
2 2

1

( )S

i i

i i

j x q
x


  




x
 

 
   

2 2

2 2

2

1 1 1 1

( )
2 2

S S S S

i i i i i i i i i i i i

i i i i

j j
j r x r x j r x r x

   

   
           




 
   x  (14) 

 
2 3

2 2

1 1 1

( ) ( )
S S S

i j j j i

i j i

j x f x j x O
  

  
      

 



  x f eQ . 
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Учитывая (11), из (14) получаем дифференциальное уравнение первого порядка в частных про-

изводных для функции Φ2(x): 

 22
2

1 1 1

( )
( )

S S S S

i i i i i i j j j

i i i j ii

x q r x x x f
x   

   
    

   
  

x
x  (15) 

Решение уравнения (15) имеет вид: 

2

2

1 1

1
( ) exp

2

S S S
i j j ji i i

i i j ii i j

x x fr x

q q q  

  
   

  
 x , 

тогда 

2

2

1 1

1
( ) exp

2

S S S
i j j ji i i

i i j ii i j

x x fr x

q q q  

  
  

  
 F x r . 

Осуществив обратные замены 
2

2 i i
i

i

u q
x 


, 

2

i j

i j

u u
x x 


, 

2

i j

i jq q
 

 


, получаем 

2

2

1 1

1
( ) exp

2

S S S
i j j ji i i

i i j ii i j

u u fr u

  

  
  

    
 h u r , 

откуда 

2

1 1 1

1
( ) exp

2

S S S S
i j j ji i i i i i

i i j i ii i j i

u u fr u r u
j

   

   
   

     
  h u r . 

Домножив на единичный вектор e, получим 

2

1 1 1

1
( ) exp

2

S S S S
i j j ji i i i i i

i i j i ii i j i

u u fr u r u
H j

   

   
   

     
  u . 

Асимптотическая характеристическая функция числа занятых приборов разного типа в системе 

имеет вид гауссовской характеристической функции с вектором математического ожидания и матри-

цей ковариации:  

1 1

1

= ,..., S S

S

rr 
 
  

a , 

1 1 2 2

1 1 2 1

1 1 2 2

1 2 2 1

1 1 2 2

1 1

...

...

... ... ... ...

...

S S

S

S S

S

S S

S S S

fr f

ff r

rf f

  
       
 
  
 
        
 
 

  
        

K . 

 

Заключение 

 

В данной работе исследована математическая модель системы M|M|∞, функционирующей в 

условии изменяющейся внешней среды. С помощью метода асимптотического анализа при условии 

растущего времени обслуживания доказано, что распределение вероятностей числа занятых приборов 

разного типа в системе является многомерным гауссовским. 
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In this paper, an inhomogeneous queuing system with an unlimited number of servers operating in a random environment is 

considered.  

The arrival process is a Poisson Process, the process of changing the state of the environment is a Markov chain, which is given 

by the matrix of infinitesimal characteristics. The service discipline is defined as follows: if the customer comes with some intensity, 

then it is served by a random time distributed according to an exponential distribution with the corresponding parameter, which does 

not change when, the state of the environment changes. 

We proposed the characteristic functions method and the asymptotic analysis method to study the system. Using partial 

characteristic functions, we obtained the matrix equation which allows us to determine the main characteristics of the system». 

Applying the asymptotic analysis method, we obtained the solution of this equation under the condition of an infinitely growing 

servicing time. It determines the average number of occupied servers of each type in the system.  

For a more detailed study, we used an asymptotic analysis of the second order, as a result we showed that the asymptotic 

characteristic function of the number of occupied servers of each type in the system has the form of a Gaussian characteristic 

function and the probability distribution of the number of occupied servers of each type in the system under the condition of an 

infinitely growing service time is a multidimensional Gaussian distribution. 
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