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Под  ориентированным  графом  (далее  –  граф)  понимается  пара  G  =  (V, α), где V  –  конечное  непустое
множество и α ⊆ V2 – отношение на нем. Элементы множества V называются вершинами графа, а пары, вхо-
дящие в отношение смежности α, – его дугами. Если (u, v)∈α, то говорят, что вершина u  является началом
дуги (u, v), а вершина v – ее концом. При u = v получается петля (u, u). Считаем, что каждая вершина графа
инцидентна некоторой дуге, т.е. является началом или концом некоторой дуги.

Вершина v  по  определению  достижима  из  вершины  u  за  k ≥  1  шагов,  если  существует  последователь-
ность  примыкающих  дуг  (маршрут) (w0, w1),  (w1, w2),  …,  (wk–1, wk)  (в  краткой  записи  w0w1w2…wk–1wk),  где
w0 = u  и  wk = v. Если A – матрица смежности графа G, т.е. двоичная булева матрица, представляющая от-
ношение α, то последнее определение означает, что на пересечении строки, соответствующей элементу u, и
столбца, соответствующего элементу v, в матрице-степени Ak стоит 1.

Для дальнейшего выделим два типа маршрутов с неповторяющимися вершинами. Это n-элементная цепь
Pn = v1v2…vn и n-элементный контур Cn = v1v2…vnv1 (начало и конец совпадают).

Граф называется примитивным, если существует целое число r ≥ 1 такое, что каждая вершина графа дос-
тижима из любой вершины за r шагов (иначе говоря, если в матрице Ar все элементы равны 1). Таким обра-
зом, каждый примитивный граф является сильно связным (любые две вершины взаимно достижимы), но об-
ратное, конечно, неверно: например, никакой контур не является примитивным графом.

Пусть K – некоторый класс графов и G = (V, α) – произвольный граф. Граф G′ = (V, α′) с тем же множест-
вом вершин называется  K-расширением графа G,  если  α  ⊆ α′  и  G′∈K.  Задача о  минимальных K-расшире-
ниях данного графа G состоит в следующем: как добавить к G наименьшее возможное число дуг, чтобы по-
лучился K-граф? Можно интересоваться, например, минимальными сильно связными, или эйлеровыми, или
гамильтоновыми и т.п. расширениями заданного графа. В [1] эта задача была решена для класса K идемпо-
тентных графов, т.е. графов с идемпотентной (A2 = A) матрицей смежности: предложена процедура построе-
ния минимального идемпотентного расширения графа.

В настоящей заметке в качестве целевого класса K выбран класс примитивных графов. Основным инст-
рументом  в  доказательствах  является  следующий  критерий  примитивности  (см.,  например,  [2]):  сильно
связный граф примитивен тогда и только тогда, когда наибольший общий делитель длин всех его контуров
равен 1. В частности, если в сильно связном графе имеется хотя бы одна петля, граф будет примитивным.
Отбрасывая этот тривиальный случай, будем рассматривать только беспетельные графы. Далее, ни один из
двухвершинных беспетельных графов (цепь P2 и контур C2) не имеет примитивных расширений, так что все
рассматриваемые графы будут иметь число вершин n ≥ 3.

В силу приведенного выше критерия,  приступая к отысканию минимальных примитивных расширений
графа, представляется естественным сначала посмотреть, нет ли примитивных графов среди его минималь-
ных сильно связных расширений, и уже затем, если таковых не найдется, продолжить процесс добавления
дуг. Оказывается, достаточно будет присоединить всего лишь одну дугу.

Теорема 1. Если сильно связный граф не является примитивным, то его минимальное примитивное рас-
ширение получается добавлением одной дуги.

Доказательство. Пусть G – сильно связный не примитивный граф. Вследствие сильной связности каж-
дая его дуга содержится в некотором контуре (см. [3, теорема 8.1.5]). Предположим, что в G имеется контур
Ck = v1v2…vkv1 длины k ≥ 3. Присоединив к графу G дугу v1v3, обнаруживаем контур v1v3…vkv1, длина кото-
рого k – 1 взаимно проста с k, – полученный граф примитивен.

Допустим теперь, что в графе G все контуры имеют длину 2 и C2 = v1v2v1 – один из них. Так как G имеет
не менее трех вершин, в нем существует вершина v3, смежная с v1 или с v2. Пусть дугой в G будет v2v3. Вер-
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шина v2 достижима из v3. Значит, в G есть контур, содержащий дугу v2v3. По условию, им может быть только
контур 232 vvv . Присоединив к графу G дугу v3v1, получаем контур v1v2v3v1 длины 3 – полученный граф при-
митивен. ■

Пусть μ(G) обозначает количество добавочных дуг в минимальном сильно связном расширении
G′ = (V, α′) графа G = (V, α), т.е. μ = |α′| – |α|, и пусть аналогично ν(G) – количество добавочных дуг в мини-
мальном примитивном расширении этого графа. Из теоремы 1 вытекает

Следствие. Для любого графа G  имеет место неравенство ν ≤ μ + 1. ■
Турниром называется беспетельный граф, в котором любые две различные вершины соединены в точно-

сти одной дугой. Единственный двухвершинный турнир – это цепь P2, и она не имеет примитивных расши-
рений. К числу сильно связных турниров относится контур C3 = v1v2v3v1. Сам он не является примитивным
графом, и, присоединив к нему, как в доказательстве теоремы 1, дугу v1v3, получим его минимальное прими-
тивное расширение, т.е. в этом случае  ν = μ + 1.

Теорема 2. Каждый сильно связный турнир с n ≥ 4 вершинами примитивен. Если T – не сильно связный
турнир с n ≥ 3 вершинами, то для него ν = μ + 1.

Доказательство. Пусть T – сильно связный турнир с n ≥ 4 вершинами. По теореме Мозера (см. [4, тео-
рема 3.43]) в нем имеются контуры всех длин 3 ≤ k ≤ n, откуда и следует его примитивность. Пусть T – не
сильно связный турнир с n ≥ 3 вершинами. По теореме Редеи (см. [4, теорема 3.42]) в нем существует га-
мильтонова (т.е. проходящая через все вершины) цепь P = v1v2…vn. Добавим к ней дугу vnv1. Полученный
граф T′ является минимальным сильно связным расширением турнира T. Будет ли он примитивным? Если из
T удалить дугу v1vn (она есть в T), то получится сильно связный и, значит, примитивный турнир. Возвраща-
ясь к T' восстановлением дуги v1vn, мы, конечно, не утратим свойство примитивности. ■

Далее будем рассматривать только бесконтурные графы.
Вершина графа называется источником, если в нее не входит ни одна дуга, и называется стоком, если из

нее не исходит ни одна дуга. Как известно, в бесконтурном графе любая вершина достижима из подходяще-
го источника и из любой вершины достижим подходящий сток. Обозначив через l количество источников, а
через m – количество стоков в графе G, получаем, что μ(G) ≥ max(l, m) (в минимальном сильно связном рас-
ширении графа G в каждый G-источник должна войти дуга и из каждого G-стока должна выйти дуга).

Теорема 3. Для цепи Pn, n ≥ 3, имеем ν = μ + 1 = 2.
Доказательство. Присоединяя к цепи Pn = v1v2…vn, n ≥ 3, дугу vnv1, получаем контур Cn. Далее, как в до-

казательстве теоремы 1, добавляем к Cn дугу v1v3. ■
Граф Tr называется выходящим деревом, если в нем существует точно один источник, а в любую другую

вершину входит точно одна дуга. Стоки выходящего дерева называются его листьями.
Следующее предложение показывает, что среди минимальных сильно связных расширений выходящего

дерева обязательно найдутся примитивные.
Теорема 4. Для выходящего дерева с m ≥ 2 листьями ν = μ = m.
Доказательство. Пусть Trm – выходящее дерево с корнем v0 и листьями v1, v2,…, vm. Пусть h1 – высота

листа v1, т.е. длина цепи, соединяющей  v0 с v1,  а  hm – высота листа vm. Среди h1 + 1 последовательных чи-
сел (hm+ 1) + 1, (hm+ 1) + 2, …, (hm+ 1) + (h1+ 1) выберем наименьшее, взаимно простое с h1+ 1. Пусть это бу-
дет (hm+ 1) + i (заметим, что i < h1+ 1). Проведем дугу из каждого листа v1, v2, …, vm–1  в корень v0 и из листа
vm в вершину с номером (h1+ 1) – i, входящую в состав цепи u0u1…uh1–1uh1, соединяющей v0 с v1 (в ней u0 = v0
и uh

1
 = v1). Получается сильно связный граф с числом добавочных дуг, равным числу стоков (листьев), он

будет минимальным сильно связным расширением для Trm. При этом в полученном графе есть контур
u0u1…uh1u0 длины h1+1 и есть контур длины (hm+1) + i, составленный из цепи, соединяющей v0 с vm, дуги из
vm в u(h

1
+1)–i, цепи из u(h

1
+1)–i в v1 и дуги v1v0. ■

Линейный граф с n вершинами – это граф, полученный из цепи Pn переориентацией некоторых ее дуг.
Если под степенью вершины понимать количество дуг, которым она инцидентна, то в линейном графе каж-
дая вершина, кроме двух, называемых крайними, имеет степень 2, а крайние вершины имеют степень 1.

Линейный граф по определению относится к типу I, если его крайние вершины обе являются источника-
ми или обе являются стоками, и относится к типу II, если одна из его крайних вершин – источник, а другая –
сток. Для линейных графов типа I решение задачи о минимальных примитивных расширениях дает

Теорема 5. Для линейного графа типа I ν = μ = max(l, m), где l и m – соответственно количество источни-
ков и стоков.

Доказательство. Пусть u1P1v1Q1u2P2v2…Qkuk+1 – линейный граф типа I с источниками ui, 1 ≤ i ≤ k + 1,
стоками vj, 1 ≤ j ≤ k, и цепями Pj, Qj, ведущими из источников в стоки. Сильно связное расширение данного
графа имеет не менее чем l = k + 1 добавочных дуг. Покажем, что среди его минимальных сильно связных
расширений имеются примитивные. Проведем дугу из каждого стока vi в источник ui, 1 ≤ i ≤ k. Пусть в по-
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лученном графе G длина контура C = u1P1v1u1 равна s. Положим t = k + Σk
i = 1|Qi|, где |Qi| – длина цепи Qi,

1 ≤ i ≤ k. Пусть d = НОД(s, t).
1) d = 1. К графу G  присоединим дугу v1uk+1. В полученном сильно связном графе G+v1uk+1 есть контур C

длины s и контур C′ = v1uk+1Qkvkuk…Q1v1 длины t, откуда следует примитивность этого графа. Итак, в этом
случае ν = μ = k + 1.

2) d ≠ 1. Запишем цепь P1 в виде P1 = u′1u′2…u′p–1u′p, где u′1 = u1, u′p = v1. Среди p – 1 последовательных
чисел t + 1, t + 2, …, t + (p – 1) выберем наименьшее  взаимно простое с p. Пусть это будет, например, t + i.
К графу G присоединим дугу u′iuk+1. В полученном сильно связном графе есть контур C длины s  и контур
Ci = u′iuk+1Qkvkuk…Q1v1Cu′i длины t + i, откуда следует примитивность этого графа. И в этом случае ν = μ =
= k + 1.

Аналогично добавлением k + 1 дуг получается примитивное расширение для линейного графа типа I,
крайние вершины которого являются стоками. ■

Для линейных графов типа II полное решение задачи о минимальных примитивных расширениях пока не
получено.

Пусть P – линейный граф типа II и d обозначает наибольший общий делитель всех увеличенных на еди-
ницу длин его цепей.

Теорема 6. Если у линейного графа P типа II d ≠ 1, то для этого графа  ν = μ + 1 = l + 1, где l – количество
источников (и стоков) в P.

Доказательство. Пусть P = u1P1v1Q1u2P2v2…Plvl. Так как P имеет l источников и l стоков, то μ ≥ l. На
самом деле, у графа P существует минимальное сильно связное расширение с l добавочными дугами: оно
получается присоединением к P всех дуг вида viuj, где i + j = l + 1. Пусть P′ – некоторое минимальное сильно
связное расширение графа P. Рассмотрим в нем произвольный контур C. Так как в C из каждого стока графа
P идет дуга в подходящий источник, то C = v′1u′1R1v′2u′2R2…u′kRkv′1, где Ri, 1 ≤ i ≤ k, – цепи из P. Длина кон-
тура C равна k + Σk

i=1|Ri| = Σk
i=1(1 + |Ri|) и, следовательно, делится на d. Таким образом, минимальное сильно

связное расширение P′ графа P не будет примитивным.
Согласно теореме 1, существует минимальное примитивное расширение графа P с l + 1 добавочными ду-

гами. Построим его следующим образом. Из каждого стока vi графа P проведем дугу в источник ui+1,
1 ≤ i ≤ l – 1, и проведем две дуги из vl: в источник u1 и в вершину u′ – следующую за u1 в цепи P1 (возможно,
окажется, что u′ = v1). В полученном сильно связном графе P′ имеем контур C = u1P1v1u2P2…Plvlu1 длины
l + Σl

i=1|Pi| и контур C′ = u′Cvlu′ длины на единицу меньше. Значит, P′ – примитивный граф.
Аналогично добавлением l + 1 дуг получается примитивное расширение для линейного графа типа II

v1Q1u1P1v2Q2u2…Qlul, в котором d ≠ 1. ■
Среди линейных графов типа II с d = 1 существуют такие, у которых есть минимальные сильно связные

расширения, являющиеся примитивными, и существуют такие, у которых все минимальные сильно связные
расширения не примитивны. Два простейших примера: у графа P1 = u1→v1←u2→w→v2 единственное мини-
мальное сильно связное расширение (оно получается добавлением дуг v1u2 и v2u1) примитивно, а у графа
P2 = u1→v1←u2→v2 единственное минимальное сильно связное расширение (и оно получается добавлением
одноименных дуг) не примитивно.

Многоугольный граф с n ≥ 3 вершинами – это граф, полученный из контура Cn переориентацией некото-
рых его дуг. В многоугольном графе каждая вершина имеет степень 2. Количество источников в много-
угольном графе равно количеству стоков. Пусть ϕ – некоторая биекция между множеством стоков и множе-
ством источников данного многоугольного графа C. Если к C присоединить все дуги вида vϕ(v), где v – сток,
получится расширение графа C, назовем его ϕ-расширением. В отличие от линейных графов типа II (у них
тоже одинаковое число источников и стоков), имеет место следующий факт.

Теорема 7. Для любой биекции ϕ между множеством стоков и множеством источников многоугольного
графа соответствующее его ϕ-расширение является минимальным сильно связным расширением.

Доказательство. Пусть C = u1P1v1Q1u2P2…vlQlul – многоугольный граф, где ui, vi, 1 ≤ i ≤ l, соответст-
венно источники и стоки, Pi, Qi, 1 ≤ i ≤ l – цепи, ведущие из источников в стоки. Пусть, далее, ϕ – произ-
вольная биекция между множеством стоков и множеством источников графа C. Покажем, что, добавив к
C всевозможные дуги вида vϕ(v), где v – сток в C, получим сильно связный граф C′. Он и будет мини-
мальным сильно связным расширением, так как количество добавляемых к C дуг равно l – количеству
источников (и стоков) в C.

Для  нашей цели достаточно установить, что в C′ из каждого стока v графа C достижим любой источник
этого графа.

Пусть v′1 – произвольный сток в C. Будем строить цепь R1 = v′1ϕ(v′1)P′1v′2ϕ(v′2)P′2…, где P′j – соответст-
вующие цепи Pi в графе C. Цепь R1 закончится фрагментом P′l–1v′lϕ(v′l), где источник ϕ(v′l) таков, что цепь
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P′l имеет своим концом один из стоков, уже встретившихся в R1. Обозначим через V1 множество источников
и стоков графа C, входящих в состав R1. Ясно, что все источники из V1 достижимы в C′ из стока v′1.

Предположим, что некоторый источник u не входит в V1. Если все цепи графа C, исходящие из источни-
ков, отмеченных в составе V1, имеют своими концами стоки из V1, то, имея l2  таких цепей и l  стоков в 1V ,
получаем, что в каждый такой сток входят точно две цепи из указанных источников. Это означает, что мно-
жество вершин V1 и его дополнение (в C ) не соединяет ни одна дуга графа C. Другими словами, C оказыва-
ется несвязным графом, что невозможно. Значит, в V1 существует по крайней мере один источник, из кото-
рого в графе C исходит цепь Q′1, имеющая концом некоторый сток v′′1, не принадлежащий V1. Но тогда и
источник ϕ(v′′1) не входит в V1. По образцу цепи R1 строим цепь R2 = v′′1ϕ(v′′1)P′'1v′′2ϕ(v′′2)P′′2… Пусть мно-
жество вершин V2 состоит из источников и стоков графа C, входящих в цепи R1 и R2. Очевидно, что все ис-
точники, попавшие в V2, достижимы в C′ из стока v′1. Если u∉V2, продолжим процесс и построим цепь R3 и
множество вершин V3 и т.д. При этом количество использованных источников на каждом шаге увеличивает-
ся по крайней мере на единицу. Рано или поздно в их числе окажется и данный источник u.

Таким образом, в графе C′ из любого стока графа C можно пройти по дугам в любой источник графа C.
Так как C – бесконтурный граф, то в нем из каждой вершины достижим некоторый сток и каждая вершина
достижима из подходящего источника. Присоединяя к C все дуги вида vϕ(v) и ссылаясь на доказанное свой-
ство, получаем сильную связность графа C′. ■

Для многоугольных графов полное решение задачи о минимальных примитивных расширениях пока не
получено.

Пусть d обозначает наибольший общий делитель всех увеличенных на единицу длин цепей многоуголь-
ного графа C.

Теорема 8. Если у многоугольного графа d ≠ 1, то для него ν = μ + 1.
Доказательство. Пусть C′ – произвольное минимальное сильно связное расширение многоугольного

графа C = u1P1v1Q1u2P2…vlQlul, имеющего d ≠ 1. Граф C′ получается из C добавлением μ = l дуг. Любой кон-
тур в C′ имеет вид u′1R1v′1 u′2 R2…Rkv′ku′1, где u′i, v′i, 1 ≤ i ≤ k, – источники и стоки в C, а Ri – какие-то цепи
графа C. Длина этого контура равна k + Σk

i=1|Ri| = Σk
i=1(|Ri| + 1). Это число делится на d. Следовательно, ника-

кое минимальное сильно связное расширение графа C  не может быть примитивным. Но тогда, согласно
теореме 1, существует его примитивное расширение, имеющее ν = l + 1 = μ + 1. ■

Среди многоугольных графов с d = 1 существуют такие, у которых есть минимальные сильно связ-
ные расширения, являющиеся примитивными, и существуют такие, у которых все минимальные сильно
связные расширения не примитивны. Примером многоугольного графа первого вида служит граф
C = u1P1v1Q1u2P2v2Q2u1, где |P1| = |P2| = 1, |Q1| = |Q2| = 2. Если к графу C присоединить дуги v1u2 и v2u1, полу-
чается его минимальное сильно связное расширение, которое оказывается примитивным (есть контуры длин
3 и 4). Примером многоугольного графа второго вида служит граф того же вида, где |P1| = 1, |Q1| = |Q2| = 2,
|P3| = 3. У него два минимальных сильно связных расширения, и оба они не примитивны: если к  C добавить
дуги v1u1 и v2u2, в полученном графе C′ контуры имеют длины 2, 4 и 6, а если к C добавить дуги v1u2 и v2v1, в
полученном графе C′ контуры имеют длины 3, 3 и 6.
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