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В настоящей работе обсуждается наличие эквивалентных последовательностей при усложнении коорди-
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Пусть R = GR(qn, pn) – кольцо Галуа характеристики pn,  состоящее из qn  элементов [1], n > 1, q = pr, e –

единица.  Для  кольца  Галуа  R  поле  R� = R/pR  будем  называть  полем  вычетов.  Естественный  эпиморфизм

R → R�  индуцирует эпиморфизм колец многочленов R[x] → R� [x].  Образ многочлена A(x) = ∑ ai x
i ∈ R[x]  бу-

дем обозначать Ā(x):  Ā(x) = ∑ āi x
i ∈ R�[x].

Подмножество B = {b0 , … , bq – 1}  называется   координатным  множеством  кольца  R,  если  его  элементы
образуют полную систему вычетов по модулю идеала pR.  В [1] показано, что каждый элемент a ∈ R одно-
значно  представляется  в  виде  a = a0 + pa1 + … + pn – 1an – 1, as ∈ B,  0  ≤  s ≤ n –  1,  называемом   разложением
элемента a в координатном множестве B.

Пусть l, t ∈ � и t  удовлетворяет условиям 1 ≤ t ≤ l. Произвольную функцию h: Rl → B  от  переменных
x1 , …, xl  можно рассматривать как функцию от переменных xi j, 0 ≤ i ≤ n – 1, 1 ≤ j ≤ l, отображающую Bnl в B,
где величины x0 j, ..., xn – 1  j суть коэффициенты из разложения переменной x j  в координатном множестве B.
Скажем, что отображение h  биективно по переменной xn – 1  t  ,  если при произвольной фиксации nl – 1 пере-
менных

(x0 1, …, xn – 1 1, …, x0 t, …, xn – 2 t, x0 t + 1, …, xn – 1 t + 1, …, x0 l, …, xn – 1 l) ∈ Bnl – 1

функция ĥ = h(x0 1, …, xn – 2 t, x, x0 t + 1, …, xn – 1 l) – биекция.
Всюду далее F(x) – унитарный многочлен над R, через LR(F) будем обозначать множество всех линейных

рекуррентных последовательностей над R с характеристическим многочленом F(x). Каждой последователь-
ности u из LR(F) сопоставим последовательности u0, …, un – 1, получающиеся из разложения знаков последо-
вательности u в координатном множестве B: u(i) = u0(i) + pu1(i) + … + pn – 1un – 1(i), us(i) ∈ B, 0 ≤ s ≤ n – 1, i ≥ 0.

Зафиксируем параметры l ∈ �, 1 ≤ t ≤ l, и s1, …, sl ∈ �. Рассмотрим алгоритм A, сопоставляющий каждой
из  последовательностей  u ∈ LR(F)  выходную  последовательность  uN = A(u)  по  правилу:  uN = h(u(i + s1),
…, u(i + sl)), i ≥ 0, где отображение h биективно по переменной xn – 1 t.

Будем говорить, что алгоритм A не допускает эквивалентных состояний, если существует натуральное L
со свойством

∀ u, v  ∈ LR(F)    ( u ≠ v ) ⇒ ((uN(0), …, uN(L – 1))  ≠  (vN(0), …, vN(L – 1))). (1)
В этом случае минимум Ud(F, A) значений L  со свойством (1) назовем расстоянием единственности ал-

горитма A. В противном случае будем считать Ud(F, A) = ∞.
Определим норму элемента a ∈ R и норму последовательности y ∈ R<1> следующим образом:

||a|| = max{0 ≤ t ≤ n   |  a ∈ ptR}, ||y|| = max{0 ≤ t ≤ n   |  y ∈ ptR<1>}.
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Положим LR(F)* = {u ∈ LR(F) : ||u|| = 0}. Будем говорить, что многочлен F(x) ∈ R[x] реверсивный, если

F(0) ∈ R*. Назовем многочлен F(x) ∈ R[x] многочленом Галуа, если его образ F�(x) ∈ R�[x] неприводим над R�.
При условии T(F) = pn – 1(qm – 1), m = deg F(x), скажем, что F(x) – многочлен максимального периода (ММП)
над R.

Теорема 1. Пусть существует натуральное L, такое, что для любой последовательности u ∈ LR(F)* для
каждого 0 ≤ k ≤ n – 1 найдется 0 ≤ i0 ≤ L – 1 со свойством

 u(i0 + sj) = 0, для всех j ∈ {1, …, l} \ {t},

||u(i0 + st)|| = k.
Тогда верно неравенство Ud(F, A) ≤ L.

Условия теоремы 1 выполняются, например, если l = 1 и F(x) – многочлен максимального периода. В [1]
показано, что на цикле линейной рекурренты максимального периода появятся все элементы кольца R, то

есть справедливо неравенство L ≤ T(F). В случае кольца �4  можно указать более точные оценки величины L.

Теорема 2. Пусть F(x) = xm – x – 1 ∈ �4[x], где m > 2. Тогда для любой последовательности u ∈ L�4(F)*,
для всех z ∈ {1, 3} существует i0 ≤ 4m – 2, такое, что u(i0) = z. Причем указанная оценка достижима.

Теорема 3. Пусть F(x) = xm – xk – 1 – многочлен Галуа над кольцом �4, где 1 < k < m. Тогда для любой по-

следовательности u ∈ L�4(F)*, для всех z ∈ {1, 3} существует i0 ≤ 3mk + 2m – 2k – 1, такое, что u(i0) = z.
Следующие результаты дают достаточные условия конечности величины Ud(F, A).
Теорема 4.  Пусть F(x) – многочлен Галуа степени m над кольцом R, удовлетворяющий условию

T(F) ≥ p2(n – 1)(qnl – 1)qm / 2.

Пусть также α – корень многочлена F(x) в расширении S = GR(qmn, pn) кольца R. Тогда при условии, что сис-
тема α s1, ..., α s

l линейно независима над R, верно неравенство Ud(F, A) < ∞.
Нетрудно заметить, что результат теоремы 4 нетривиален при выполнении неравенства m ≥ 2nl(1 + o(1)).
Теорема 5. Пусть l = t = 1 и F(x) = F1(x) F2(x), где F1(x), F2(x) – унитарные и реверсивные многочлены над

R, такие, что (T(F1), T(F2)) = 1. Пусть также для произвольной последовательности u ∈ LR(Fs)
*, s = 1, 2, для

каждого 0 ≤ k ≤ n найдется i0 < T(F) со свойством ||u(i0)|| = k. Тогда верно неравенство Ud(F, A) < ∞.
Теорема 6. Пусть l = t = 1 и F(x) = F1(x) F2(x), где F1(x), F2(x) – взаимно простые, унитарные, реверсивные

многочлены Галуа над R, степеней m и k соответственно, такие, что

d0 ≥ p2(n – 1)q m / 2,  d1 ≥ p2(n – 1)q k / 2,

где ti = T(Fi), di = ti / (t1, t2), i = 1, 2. Пусть также выполнено равенство (T(F�1), T(F�2)) = 1. Тогда верно неравен-
ство Ud(F, A) < ∞.

В некоторых случаях удается получить более точные оценки величины Ud(F, A). Всюду далее R = �4,
l = t = 1, h(x) = x11 и вместо Ud(F, A) будем писать Ud(F). В [2] показано, что если F(x) – многочлен макси-
мального периода степени m, то для любой u из LR(F)* выполнено равенство rank(u1) = m(m + 3) / 2. И поэто-
му Ud(F) ≤ m(m + 3) / 2. Ниже приводятся оценки расстояния единственности для трехчленов вида
F(x) = xm + axk + b, (a, b) ≠ (1, 1).

Вид F(x) Дополнительные условия
Теоретически полученная

верхняя оценка Ud(F)
Точные значения Ud(F) для m ≤ 18

F �(x)  примитивный,
k < (m2 – m) / (2m – 3)

m(3 + k) – 2k + 1

F �(x)  примитивный,
k ≥ (m2 – m) / (2m – 3)

m(3 + m – k) – m + k + 1

k делит m 4m – 2k + 1

xm – xk – 1

m – k делит m 3m + k + 1

Ud(F) ≤ 3m

F �(x) примитивный,
k < (m2 – 2m) / (2m – 3)

m(3 + k) – k + 1

F �(x)  примитивный,
k ≥ (m2 – 2m) / (2m – 3)

m(3 + m – k) – 2m + 2k + 1

k делит m 4m – k + 1

xm – 3xk – 1

m – k делит m 2m + 2k + 1

Ud(F) ≤ 3m

F �(x)  примитивный,
k < (m – 1) / 2

m(3 + k) – k + 1

F �(x)  примитивный,
k ≥ (m – 1) / 2

m(3 + m – k) – m + k + 1

k делит m 4m – k + 1

xm – xk – 3

m – k делит m 3m + k + 1

Ud(F) ≤ 4m
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Оказывается, для большого числа трехчленов максимального периода теоретическая оценка расстояния
единственности существенно меньше m(m + 3) / 2. Имеющиеся результаты точного вычисления на ПК рас-
стояния единственности для указанных многочленов позволяют выдвинуть гипотезу о том, что для таких
многочленов Ud(F) ≤ 4m.

Показано, что если F(x) ∈ {x2 + 2i + xi + 1, x2 + 3i + x + 1, x4 + 3i + x2 + 1}, i ≥ 0,  то  Ud(F) = ∞.
В отдельных случаях можно указать точное значение величины  Ud(F).

Теорема 7. Пусть R = �4, l = t = 1, h(x) = x11 и F(x) = xm – x – 1. Тогда справедливо равенство Ud(F) = 3m.
Автор выражает глубокую благодарность А.А. Нечаеву за помощь в проведении исследования и ценные
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