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Доказано, что при n → ∞ почти все латинские квадраты имеют тривиальную
группу автострофий. Как следствие выводится асимптотическая оценка числа
главных классов эквивалентности латинских квадратов порядка n.
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1. Основные определения
Пусть In = {1, 2, . . . , n}. Латинским квадратом порядка n называется n×n-матрица

L = (lij), строки и столбцы которой являются подстановками множества In. Каждый
латинский квадрат L порядка n можно рассматривать как табличное задание квази-
групповой операции «◦» на множестве In, задаваемой равенством i ◦ j = lij, i, j ∈ In,
либо как ортогональный массив OA(n,3,1) вида

L = {(i, j, k) | i, j ∈ In, k = i ◦ j}. (1)

Изотопия— это тройка подстановок α = (r, c, s) ∈ S3
n. Здесь r переставляет стро-

ки, c— столбцы, а s осуществляет замену элементов. Дейcтвие группы изотопий на
множестве латинских квадратов определяется как α : L→ Lα, где

Lα = {(ir, jc, ks) | (i, j, k) ∈ L}.

Если Lα = L, то α ∈ S3
n называется автотопией. Изострофия— это преобразование

(α, σ), где α ∈ S3
n —изотопия, а σ ∈ S3 действует на множестве троек ортогонального

массива (1) путем перестановки координат в каждой тройке (i, j, k) ∈ In, причем

L(α,σ) = {(ir, jc, ks)σ : (i, j, k) ∈ L}.

Классы эквивалентности относительно группы преобразований 〈S3
n, S3〉 = S3

n oS3 назы-
ваются главными классами. Наконец, (α, σ) — автострофия, если L(α,σ) = L.

2. Вспомогательная лемма
Воспользуемся следующим результатом из работы [1].
Лемма 1 [1]. Пусть L—латинский квадрат с нетривиальной группой автостро-

фий. Тогда найдется некоторый изострофный ему латинский квадрат L′, имеющий
изострофию (α, σ) с одной из следующих структур:

(i) α = (r, c, s) для некоторого простого числа p, где r, c имеют порядок p и одина-
ковое число m неподвижных точек, 1 6 m 6 n/2;
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(ii) α = (r, c, s) для некоторого простого числа p, делящего n, где r, c имеют по-
рядок p и не имеют неподвижных точек, а s имеет порядок 1 или p; более того, если
p = 2 и n ≡ 2 (mod 4), то s имеет по крайней мере две неподвижные точки;

(iii) (α, σ) = (1, 1, s, (RC)), где s имеет порядок 1 или 2 и по крайней мере одну
неподвижную точку;

(iv) σ = (RCS).

Здесь подстановка σ записывается в цикловой записи, с использованием больших букв
R,C и S, соответствующих номерам строк, столбцов и элементам латинского квадрата.
Поэтому запись σ = (RC) означает транспонирование квадрата относительно главной
диагонали, а σ = (RCS) —циклическую замену элементов (i, j, k) ортогонального мас-
сива (1) на (k, i, j), где i, j, k ∈ In.

3. Основная теорема
Основным результатом данной работы является следующая теорема, анонсирован-

ная в [2] и уточняющая теорему 4 из работы автора [3].
Теорема 1. При n→∞ почти все латинские квадраты порядка n имеют триви-

альную группу автоcтрофий.

Доказательство. Доля латинских квадратов порядка n с нетривиальной груп-
пой автотопий составляет T (n)/Ln, где T (n) —число латинских квадратов порядка
n с нетривиальной группой автотопий, а Ln —число латинских квадратов порядка n.
Для оценки этой величины воспользуемся оценкой из [4] (с. 141): при n→∞ для числа
латинских квадратов Ln справедлива оценка

Ln >
nn

2

en2 . (2)

В силу леммы 1 число T (n) можно оценить сверху выражением

T (n) < (R1(n) +R2(n) +R3(n) +R4(n)) · (n!)33!,

где Ri(n), 1 6 i 6 4, — число латинских квадратов, имеющих автострофию, вид ко-
торой указан соответственно в пп. (i)–(iv) леммы. Найдем верхние оценки каждой из
величин Ri(n), 1 6 i 6 4.

В случае (i) для некоторого простого числа p имеем α = (r, c, s), где подстанов-
ки r, c имеют порядок p и одинаковое число m неподвижных точек, 1 6 m 6 n/2.
Пусть подстановки r и c имеют i циклов длины p, n = ip + m, n/(2p) 6 i 6 n/p.
Так как при действии подстановки r строки латинского квадрата, соответствующие
одному циклу этой подстановки, переходят одна в другую, то достаточно задать толь-
ко i строк, а остальные ip− i строк определятся однозначно. Поскольку аналогичное
свойство выполняется и для столбцов, то для задания оставшихся неопределенными
элементов латинского квадрата, лежащих на ip столбцах, соответствующих циклам
подстановки c, достаточно задать еще по n− ip элементов в i столбцах. В результате
осталась неопределенной только часть латинского квадрата, содержащая (n − ip) ×
×(n− ip) элементов.

Поэтому число латинских квадратов, имеющих автострофию указанного вида,
можно оценить выражением

R1(n) 6
∑

p|n,p>2

∑
n
2p

6i6n
p

((
n
ip

)
(ip)!

pii!

)2

n!n!i((n− ip)!)n−ip+i) <
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< n2n!3 max{n!i((n− ip)!)n−i(p−1)}.
Максимальное значение величины n!i((n − ip)!)n−i(p−1) на интервале n/2 6 ip < n
достигается при i = n/4, p = 2. Применяя формулу Стирлинга

n! =
√

2πn
(n
e

)n
e(1+ θ

12n), 0 < θ < 1,

имеем
R1(n) 6 n2n!3n!n/4((n/2)!)3n/4 6 exp

{
5

8
n2 lnn+O(n2)

}
.

В случае (ii) для некоторого простого числа p, делящего n, имеем α = (r, c, s), где
r, c имеют порядок p и не имеют неподвижных точек, а s имеет порядок 1 или p. Поэто-
му величину R2(n) можно оценить с помощью аналогичных рассуждений следующим
образом:

R2(n) 6
∑

p|n,p>2

(
n!

pn/p(n/p)!

)2

n!(n! )n/p < n(n!)n/2+3 6 exp

{
1

2
n2 lnn+O(n2)

}
.

В случае (iii) в группе автострофий с точностью до сопряжения есть подстановка
вида (α, σ) = (1, 1, s, (RC)), причем подстановка σ = (RC) задает симметрию латин-
ского квадрата относительно главной диагонали с точностью до замены элементов s.
Поэтому для определения всех элементов латинского квадрата достаточно задать эле-
менты, расположенные на главной диагонали и верхнем треугольнике. Отсюда число
латинских квадратов с такими автострофиями можно оценить величиной

R3(n) 6 3(n!)3nn(n+1)/2 6 exp

{
1

2
n2 lnn+O(n2)

}
.

В случае (iv) в группе автострофий с точностью до сопряжения есть тройной цикл
вида σ = (RCS). Поэтому тройки (i, j, k), (k, i, j) и (j, k, i) в ортогональном массиве (1)
будут либо все различны, либо все одинаковы, причем они будут совпадать в том и
только в том случае, когда i = j = k. Отсюда число латинских квадратов с такими
автострофиями можно оценить величиной

R4(n) 6 2(n!)3n(n2−n)/3+n 6 exp

{
1

3
n2 lnn+O(n2)

}
.

Итак, число латинских квадратов с нетривиальной группой автострофий оценива-
ется выражением

T (n) =
4∑
i=1

Ri(n) 6 exp

{
5

8
n2 lnn+O(n2)

}
6
nn

2

en2 exp

{
−3

8
n2 lnn(1−O(ln−1 n)

}
.

Окончательно, с учетом неравенства (2), получаем

T (n)

Ln
6 exp

{
−3

8
n2 lnn (1−O(ln−1 n))

}
.

Теорема доказана.

В частности, из данной теоремы вытекает теорема 4 из [3].
Следствие 1. При n → ∞ почти все бинарные квазигруппы порядка n имеют

тривиальную группу автотопий.
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4. Асимптотическая оценка
Приведем теперь асимптотическую оценку числа главных классов эквивалентности

латинских квадратов порядка n.
Следствие 2. При n → ∞ число главных классов эквивалентности латинских

квадратов порядка n асимптотически равно

Ln
6n!3

(1 + o(1)),

где Ln —число латинских квадратов порядка n.

Пусть N(n) —число главных классов эквивалентности порядка n, а Mn —множе-
ство представителей главных классов эквивалентности латинских квадратов порядка n
с нетривиальной группой автострофий. Тогда доказательство вытекает из следующего
равенства работы [1]:

N(n) =
Ln

6n!3
+
∑
L∈Mn

|Par(L)| − 1

|Par(L)|
,

где Par(L) — группа автострофий латинского квадрата L.
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